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AVANT-PROPOS 


Conformément au plan général de ce cours, le présent tome est 
consacré à la théorie quantique relativiste au sens large du terme: 
à la théorie de tous les phénomènes liés à la finitude de la vitesse 
de la lumière, à toute la théorie du rayonnement. 

On sait que cette partie de la physique theorique est actuelle- 
ment loin d'être achevée, même en ce qui concerne ses principes 
physiques. Il en est ainsi, notamment, de la théorie des interac- 
tions fortes et faibles. Et l’électrodynamique quantique elle-même, 
malgré les brillants succès remportés au cours des 20 dernières an- 
nées, laisse encore à désirer quant à sa structure logique. 

Lors du choix des matériaux, nous nous sommes bornés aux ré- 
sultats considérés, avec un degré de certitude raisonnable, comme suffi- 
samment sûrs. Ce point de vue justifie l'extension donnée dans ce livre 
à l’électrodynamique quantique. Nous nous sommes efforcés de me- 
ner l'exposé d’un point de vue réaliste, nous avons souligné les 
hypothèses physiques faites dans la théorie, sans argumentation, 
pour ne pas tomber, dans l’état actuel de la théorie, dans le 
formalisme. 

Examinant les applications concrètes de la théorie, nous n'’a- 
vons pas cherché à embrasser le nombre considérable d'effets ici 
concernés ; nous nous sommes bornés aux plus importants d'entre eux 
et nous avons renvoyé pour les autres aux travaux d'origine, qui con- 
tiennent une étude plus détaillée. Lors des calculs, particulièrement 
lourds ici, nous avons souvent omis certaines formules interme- 
diaires, mais nous avons toujours souligné les points importants. 

Par rapport aux autres tomes de ce cours, l'exposé suppose un 
niveau de préparation supérieur. Nous sommes partis de ce principe 
que le lecteur qui, étudiant le cours de physique théorique, est ar- 
rivé à la théorie quantique des champs n'a pas besoin de redites. 

La division du livre en deux parties ne s'explique que par le 
volume des matériaux. La seconde partie comprendra Îles correc- 
tions radiatives en électrodynamique, la théorie des interactions 
faibles et quelques questions de la théorie des interactions fortes. 
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Ce livre a été écrit sans la participation directe de notre maître 
Lev Landau. Mais nous nous sommes efforcés de nous inspirer de 
sa conception de la physique théorique, conception qu'il nous a 
toujours enseignée et qu’il a reflétée dans les autres tomes de ce 
cours. Souvent nous nous sommes demandés comment «Dau» au- 
rait compris telle question, et notre réponse a été induite par sa 
longue frequentation. 

Nous remercions V. Bayer de l’aide apportée à la composition 
des $ 59 et 94, ainsi que V. Ritus de nous avoir aides à écrire 
le $ 98. Nous remercions B. Meyerovitch de nous avoir aidés dans 
certains calculs. Nous remercions également A. Kompaneitz d’avoir 
mis à notre disposition ses notes des conférences d’électrodynami- 
que quantique faites par Landau en 1959-1960 à l'Université de 
Moscou. | 

Ce livre est le fruit d'un travail collectif, et son contenu a été 
discuté par les trois auteurs. La répartition directe du travail a 
été la suivante: les chapitres I, V ont été écrits par E. Lifchitz, 
les chapitres II, III, VIT par V. Bérestetski et E. Lifchitz, les 
chapitres IV, VI, IX par E. Lifchitz et L. Pitayevski, les chapi- 
tres VIII et X par les trois auteurs. 


V. Bérestetski, E. Lifchitz, L. Pitayevski 
Juin 1967 


QUELQUES NOTATIONS 


Notations quadridimensionnelles 


Les indices tensoriels quadridimensionnels sont désignés par les 
lettres grecques À, u, v, ... parcourant les valeurs 0, 1, 2, 3 

La 4-métrique admise a pour signature (+ ———). Tenseur 
métrique: g,,(&oo = le Lai 7: Lis = Las = — 1). 

Les composantes des quadrivecteurs sont a“=-(a°, a). 

Pour simplifier l'écriture des formules, l'indice des composantes 
des 4-vecteurs est souvent omis'. Les produits scalaires de 4-vec- 
teurs sont simplement notés (ab) ou ab: ab =a,b" .-a,b, — ab. 

4-rayon-vecteur : x*— ({, r). L'élément de 4- volume est dix. 

Opérateur de dérivation par rapport aux 4-coordonnées : 0, = 0;0x». 

4-tenseur unité antisymétrique: eHY avec e°1#3 = —e,., = +1]. 

Fonction ô quadridimensionnelle: ôt* (a) = ô(a,)ô (a). 


Notations tridimensionnelles 


Les indices tensoriels tridimensionnels sont désignés par les let- 
tres latines i,.k, {, ..., prenant les valeurs x, y, z 

Les vecteurs tridimensionnels sont désignés par des italiques 
grasses.  . 

L'élément de volume tridimensionnel est noté dix. 


Opérateurs 


Les opérateurs sont désignés par des caractères droits. 

Les opérateurs % sont désignés par la lettre grasse. 

Commutateurs ou anticommutateurs de deux opérateurs : {f, gl, — 
= fg + gi. : 

Transposé de f: f. 


1 Un tel mode d'écriture est actuellement très usite. Ce compromis entre 
les ressources de l'alphabet et les besoins de la phvsique exige, Bien entendu, 
du lecteur une attention particulière. 
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Conjugué hermitique de f: f+. 
Opérateur de conjugaison de charge: C. 
Opérateur d’inversion d’espace: P1. 
Opérateur d'inversion du temps: T:. 


Eléments de matrice 


L'élément de matrice de l'opérateur F pour la transition de 
l'état initial à à l'état final f est noté F,; ou <f|Fli. 

La notation |i> est utilisée en tant que symbole abstrait d'état, 
indépendamment de la représentation concrète où sa fonction d'onde 
peut être exprimée. <f| est le symbole de l’état final («conjugué 
complexe ») *. 

Respectivement, on a désigné par <slir> les coefficients de la 
décomposition d’un système d'états de nombres quantiques r en 


superposition d'états de nombres quantiques s: [r>=®|s><sir>. 
S 
Eléments de matrice réduits des tenseurs sphériques: <f]|F||i>. 


Equation de Dirac 


Matrices de Dirac: y#, avec (y°} 1, (+1) = (2) = (y)? = —1. 
Matrices @ -- y*y, B — y’. Expressions en représentation spinorielle 
et standard: (21,3), (21,16), (21,20) (pages 97, 99, 100). 

vo —ivytyiy", (y) = 1 [cf. (22,18) p. 104]. 

où =1/, (yep — y'ye) [cf. (28,2) p. 125]. 

Produit d’un 4-vecteur et des matrices de Dirac: à = (ay) =a, y". 

Conjugaison de Dirac: 1 —1#p*7Y°. | 

Matrice de Pauli: ©:: (0,, o,, o,); définition p. 95. 


Indices 4-spinoriels: @, B, ... et &, fi, ... parcourent les va- 
leurs 1, 2 et 1, 2. 
: Indices bispinoriels: à, k, 1, ... parcourent les valeurs 1, 2, 
, 4 


Développement de Fourier 
Tridimensionnel : 


ikr dk 
[ (r) = \ f(&)e"* FL f (&) = (Fr) e—ikr dx, 
et de même pour le cas quadridimensionnel. 


: nes terme parité. 
des produits d'opérateurs. . ÿmbole derdination chronologique 
3 Notations de Dirac. 
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Unités 


Partout, sauf mention contraire, sont utilisées les unités re- 
lativistes, dans lesquelles À - 1, c -1. Dans ces unités, le carré de 
la charge élémentaire e* — 1/137. 

Unités atomiques: e=1, À =1, m 1. Dans ces unités c = 137. 
Unités atomiques de longueur, de temps et d'énergie: Â°/me!, 
h3/me* et metjh® (Ry : met/2h* est le rydberg). 

Unités ordinaires : le système d'unités absolues (de Gauss). 


Constantes 


Vitesse de la lumière, c - 2,997925.10!° cms. 

Charge élémentaire, e - 4,803.1071° CGSE. 

Masse de l'électron, m --9,110-107** g. 

Constante de Planck, À - 1,055. 10-* erg.s. 

Constante de structure fine, « -e’;hc: l'«- 137,04. 

Rayon de Bohr, A*;me: — 5,292.10-° cm. 

Rayon classique de l’électron, r, -e*;,mc° -— 2,818-1071% cm. 
Longueur d'onde comptonienne de l’électron # mc=- 3,862 - 10-11 cm. 
Energie de repos de l'électron, mc* _ 0,5110-:10" eV. 

Unité atomique d'énergie, me*/h° = 4,360-10-11 erg- 27,21 eV. 
Magnéton de Bohr, eh;2mc - 9,274.10-*1 erg-Gs”!. 

Masse du proton, m,::1,673-107** g. 

Longueur d'onde comptonienne du proton, h;m,c — 2,102-10-1*cm. 
Magnéton nucleaire, eh;2m,c =: 5,051 - 10721 erg-Gs”!. 


Les renvois aux autres tomes de ce cours sont spécifics par les 
chiffres : 1 («e Mécanique», 1969), IT («Thcorie des champs», 1970), 
III (« Mécanique quantique», 1966 ou 1967). 


INTRODUCTION 


$ 1. Relations d'incertitude dans le domaine relativiste 


Toute la théorie quantique exposée dans le tome III de ce cours 
a un caractère essentiellement non relativiste et ne s'applique pas 
aux phénomènes impliquant mouvement avec des vitesses non petites 
devant celle de la lumière. De prime abord, il semblerait qu'on 
puisse passer à la théorie relativiste par généralisation plus ou moins 
directe des moyens de la mécanique quantique non relativiste. Or, 
un examen attentif révèle que la construction d'une théorie relati- 
viste logiquement fermée exige la mise en œuvre de principes 
physiques nouveaux. 

Rappelons quelques-uns des concepts physiques posés à la base 
de la mécanique quantique non relativiste (III, $ 1). Nous y avons 
vu le rôle fondamental joué par la notion de mesure, par laquelle 
on entend le processus d'interaction d'un système quantique avec 
un «être classique» (l'«appareil»), interaction qui a pour effet 
d'attribuer des valeurs déterminées à telles variables dynamiques 
(coordonnées, vitesses, etc.) du système quantique. Nous avons vu 
également toute la restriction qu'apporte la mécanique quantique 
à la possibilité de l'existence simultanée des diverses variables 
dynamiques de l’électron'. Ainsi, les incertitudes Ag et Ap avec 
lesquelles peuvent simultanément exister la coordonnée et l’impulsion 
sont liées par la relation® Ag Ap —h; plus la mesure de l’une des 
quantités est précise, moins l’est la mesure simultanée de l’autre. 

Un fait essentiel est que chacune des variables dynamiques de 
l'électron pouvait être mesurée séparément avec une précision arbi- 
trairement grande, et ceci dans un laps de temps arbitrairement 
petit. Cette circonstance est primordiale pour toute la mécanique 
quantique non relativiste. On doit à elle seule de pouvoir introduire 
la notion de fonction d'onde, fondamentale dans l'appareil de cette 
théorie. En effet, le sens physique de la fonction d'onde 1#(q) est 
que le carré de son module définit la probabilite d'obtenir par la 


1 Ainsi que dans III, $ Î! nous dirons, pour ètre laconique, electron, mais 
nous aurons en vue n'importe quel système quantique. 
* Nous utiliserons dans ce paragraphe les unités usuelles. 
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mesure faite à l’instant donné telle valeur de la coordonnée de 
l'électron. Il est clair qu’une preémisse indispensable à l’introduction 
de la notion d'une telle probabilité est qu'on puisse par principe 
réaliser une mesure arbitrairement précise et rapide de la coordonnee ; 
sinon cette notion serait sans objet et dénuée de son sens physique. 

L'existence d’une vitesse limite (la vitesse de la lumière c) 
impose de nouvelles restrictions fondamentales aux possibilités de 
la mesure de diverses grandeurs physiques (L. Landau, R. Peierls, 
1930). 

Nous avons déduit dans III, $ 44 la relation 


(v’—v) ApAt = h, (1,1) 


qui lie l'incertitude Ap de la mesure de l'impulsion de l’électron 
avec la durée At du processus de mesure lui-même; v et v’ sont 
les vitesses de l’électron avant et après la mesure. 11 résulte de 
cette relation qu'on ne peut obtenir une mesure d'impulsion suffi- 
samment précise dans un temps suffisamment court (c'est-à-dire un 
Ap petit pour Af petit) qu’au prix d'une variation de vitesse suf- 
fisamment grande due au processus de mesure lui-mème. En théorie 
non relativiste cette circonstance traduisait le fait que la mesure 
de l’impulsion ne pouvait être itérée dans des laps de temps courts, 
mais elle n’affectait en rien la possibilité de pouvoir réaliser en 
principe une mesure isolée arbitrairement précise de l'impulsion, 
puisque la différence v’ — pouvait être rendue arbitrairement grande. 

Or, l'existence d’une vitesse limite vient bouleverser les choses. 
La différence &'—v, ainsi que les vitesses elles-mêmes, ne peut 
à présent excéder c (plus exactement 2c). Remplaçant dans (1,1) 
v'—v par c, on obtient la relation 


ApAI = È | (1,2) 


déterminant la précision la meilleure qu'on puisse obtenir en prin- 
cipe pour la mesure de l'impulsion dans le temps donné Af. Ainsi 
donc, en théorie relativiste on ne saurait par principe faire une 
mesure arbitrairement précise et rapide de l'impulsion. Une mesure 
précise de l'impulsion (Ap —:0) n'est possible qu'à la limite d’une 
mesure infiniment prolongée. 

La mesure de la ccordonnée subit elle aussi des changements 
non moins profonds: en théorie relativiste elle n’est mesurable 
qu'avec une précision non supérieure à une certaine limite minimum. 
Par là, la notion de localisation de l’électron subit une nouvelle 
restriction de son sens physique. 

Dans le formalisme mathématique de la théorie cette situation 
est traduite par le fait que la mesure exacte de la coordonnée est 
incompatible avec l'affirmation que l'énergie d’une particule libre 
est positive. Nous verrons par la suite que le système complet de 
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fonctions propres de l'équation d'onde relativiste d’une particule 
libre contient (outre les solutions à‘dépendance « régulière » du temps) 
des solutions à «fréquence négative». Ces fonctions figurent, dans 
le cas général, aussi bien dans la décomposition du paquet d'ondes 
qui répond à un électron localisé dans une petite région de l'espace. 

Les fonctions d'ondes à «fréquence négative» sont liées, on le 
verra, à l'existence d’antiparticules —des positrons. L'apparition 
de ces fonctions dans la décomposition du paquet d'ondes exprime 
la formation inévitable dans le cas général de paires électrons- 
positrons lors du processus de mesure des coordonnées de l’électron. 
L'apparition, non contrôlée par le processus lui-même, de nouvel- 
les particules enlève de façon évidente son sens à la mesure des 
coordonnées de l'électron. 

Dans le référentiel de repos de l’électron l'erreur minimum de 
la mesure de ses coordonnées 


ñ 
Ag Fe mec * (1,3) 
À cette valeur (la seule admissible déjà par des considérations di- 
mensionnelles) répond une incertitude sur l'impulsion Ap = mc, 
laquelle, à son tour, correspond à l'énergie minimum du seuil de 
formation d’une paire. 
Dans le référentiel où l'électron se meut avec l'énergie e on a, 
au lieu de (1,3), 


agi, (1,4) 


Notamment, dans le cas limite ultrarelativiste l'énergie est liée 
à l'impulsion par la relation e & cp, et alors 


h 
Ag=— ’ (1,9) 


c'est-à-dire que l'erreur Ag coincide avec la longueur d'onde 
broglienne de la particule. 

Les photons relevant toujours du cas ultrarelativiste, l'expression 
(1,5) est vraie. C'est dire qu’on ne saurait parler des coordonnées 
du photon que pour autant que les dimensions caractéristiques du 
problème sont grandes par rapport à la longueur d'onde. Mais cela 
n'est rien d'autre que le cas limite «classique» correspondant 
à l'optique géométrique, où l'on peut parler de la progression de 
la lumière le long de trajectoires déterminées — de rayons. Pour ce 
qui est du cas quantique, alors que la longueur d'onde ne peut 
être considérée comme petite, la notion de coordonnées du photon 
perd sa raison d’être. Nous verrons par la suite ($ 4) que dans le 
formalisme mathématique de ]a théorie le fait que les coordonnées 
du photon ne puissent être mesurées se manifeste déjà dans l’im- 
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possibilité de former avec sa fonction d'onde une quantité suscep- 
tible de jouer le rôle de densité de probabilité satisfaisant aux 
conditions d'invariance relativiste requises. 

Il résulte bien clairement de ce qui précède que, dans une mé- 
canique quantique relativiste conséquente, les coordonnées des 
particules ne sauraient figurer comme variables dynamiques, lesquelles, 
de par leur essence même, devraient avoir un sens précis. Ne saurait 
non plus être conservée dans son sens primitif l'impulsion des par- 
ticules. La mesure précise de l'impulsion exigeant un laps de temps 
suffisamment long, il est impossible de suivre sa variation dans le 
processus. 

Nous nous rappelant le propos du début du paragraphe, nous 
sommes conduits à conclure que tout l'appareil de la mécanique 
quantique non relativiste cesse d’être adéquat au passage dans le 
domaine relativiste. Comprises dans leur sens primitif, les fonctions 
d'onde #(q), en tant que porteurs d’information inobservable, ne 
sauraient figurer dans l’appareil d'une théorie relativiste conséquente. 

L'impulsion ne peut figurer dans une théorie conséquente qu’en 
application aux particules libres, pour lesquelles elle est conservée, 
si bien qu'elle peut être mesurée avec une précision arbitraire. 
Aussi est-on conduit à penser que la théorie future renoncera d'une 
manière générale à l'examen du déroulement temporel du processus 
d’interaction des particules. Elle montrera qu'il n'existe pas dans 
ces processus de caractéristiques exactement déterminables (même 
dans les limites de la précision usuelle en mécanique quantique), 
de sorte que la description temporelle du processus s’avérera tout 
aussi illusoire que les trajectoires classiques en mécanique quantique 
non relativiste. Seules seront observables les caractéristiques (im- 
pulsions, polarisations) -des particules -libres — des- particules 
initiales qui entrent en interaction, et des particules finales resultant 
du processus (L. Landau, R. Peierls, 1930). 

La position spécifique de la question en théorie quantique rela- 
tiviste consiste à déterminer les amplitudes de probabilité des 
transitions qui relient les états initiaux et finaux (pour lesquels 
{— Ho) donnés du système de particules. L'ensemble de ces 
amplitudes entre tous les états possibles constitue la matrice de 
dispersion ou matrice S. Elle portera toute l'information relative 
aux processus d'interaction des particules, douée de sens physique 
observable (W. Heisenberg, 1938). 

Notons de même qu’en une telle théorie doivent perdre leur 
sens primitif les notions d’eélémentarité» et de «complexité» des 
particules — question de la constitution des choses. Cette question 
ne saurait être formulée en marge du processus d'interaction des 
particules, car elle perdrait sa raison d’être. Toutes les particules 
figurant comme particules initiales ou finales dans un phénomène 
physique quelconque de collision doivent intervenir dans la théorie 
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sur un pied d'égalité. En ce sens, la différence entre particules 
dites habituellement «complexes ou «élémentaires» a un caractère 
purement quantitatif et se réduit à la grandeur relative du défaut 
de masse vis-à-vis de la désintégration en telles ou telles « parties 
constituantes». Ainsi, l'affirmation qu'est complexe le deutéron 
(d'énergie de liaison relativement petite par rapport à la désintégra- 
tion en proton et neutron) ne diffère que quantitativement de 
celle que le neutron est «composé» d'un proton et d'un méson x. 

Il n'existe pas encore actuellement de théorie quantique relati- 
viste complète logiquement fermée. Nous verrons que la théorie 
existante apporte de nouveaux aspects physiques au caractère de 
la description de l'état des particules, qui acquiert certains traits 
de la théorie des champs (cf. $ 10). Toutefois, elle se construit 
dans une large mesure sur l'exemple et à l’aide des notions de la 
mécanique quantique usuelle. Une telle construction de la théorie 
a mené au succés dans le domaine de l'électrodvnamique quan- 
tique. L'absence de fermeture logique complète dans cette théorie 
s'exprime par l'apparition d'expressions divergentes lorsqu'on appli- 
que directement son appareil mathématique, mais il existe des 
méthodes entièrement univoques pour lever ces divergences. Néan- 
moins, ces méthodes revêtent amplement un caractère de recettes 
semi-empiriques, et notre certitude de la justesse des résultats 
obtenus par cette voie est due en dernier ressort à leur belle con- 
cordance avec l'expérience, plutôt qu'à l'harmonie intrinsèque et 
à l'élégance logique des principes fondamentaux de la théorie. 

La situation est d'un tout autre caractère dans le domaine de 
la théorie des phénomenes liés aux interactions fortes des particu- 
les (aux forces nucléaires). Ici les tentatives pour construire une 
théorie à partir des mêmes méthodes n'ont pas abouti à des résul- 
tats physiques réels tant soit peu pondérables. La construction 
d'une théorie complète embrassant les interactions fortes fera, de 
toute vraisemblance, appel à des concepts physiques fondamentalement 
nouveaux. 


CHAPITRE PREMIER 
PHOTON 


$ 2. Quantification du champ électromagnétique libre 


Nous nous proposant de considérer le champ électromagnétique 
comme un être quantique, il est commode de partir d'une description 
classique du champ où il est caractérisé par un ensemble discret, 
bien qu’infini, de variables : une telle description permet d'appliquer 
directement l’appareil ordinaire de la mécanique quantique. En ce 
qui concerne la représentation du champ à l’aide de potentiels don- 
nés en chaque point de l’espace, elle est, en fait, une description 
par un ensemble continu de variables. 

Soit A(r,f) le potentiel vecteur du champ électromagnétique 
libre, vérifiant la «condition de transversalite» 


div À —0. (2,1) 
Alors le potentiel scalaire O — 0, et l’on a pour les champs £E et H: 
E : —À, H- rot A. (2,2) 


Les équations de Maxwell se réduisent à l'équation des ondes 
pour À : 
OA 
AA—- — 0. (2,3) 

On sait que (cf. II, $ 52) en électrodvnamique classique le pas- 
sage à la description par un ensemble discret de variables s'effectue 
en considérant le champ dans un certain volume V de l'espace, grand 
mais fini !. Rappelons, sans entrer dans le détail des calculs, comment 
on procède. ” 

Dans un volume fini, le champ peut être décomposé en ondes 
courantes planes, de sorte que son potentiel est représenté par une 
série de la forme 


A = D'(areitr + age-itr), (2,4) 
k 


1 Pour ne pas encombrer les formules par des facteurs inutiles, nous po- 
serons V= 1, 
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où les coefficients a. dépendent du temps suivant la loi 
" areTio, w—]k|].: (2,5) 


En vertu de la condition (2,1), les vecteurs complexes a. sont 
orthogonaux aux vecteurs d'onde correspondants: a4k 0. 
La sommation dans (2,4) est étendue à l’ensemble infini discret 
de valeurs du vecteur d'onde (de ses trois composantes ks, R,, k.). 
Le passage à l'intégration sur la distribution continue peut s effectuer 
à l’aide de l’expression 
dk 


pour le nombre des valeurs possibles de k dans l'élément de volume 
de l'espace des k, d'k - dk, dk, dk... 

La donnée des vecteurs ax détermine complètement le champ 
dans le volume envisagé. De la sorte, on peut considérer ces quan- 
tités comme un ensemble discret de «variables du champ» classi- 
ques. Pour déduire le procédé de passage à la théorie quantique, 
encore faut-il soumettre ces variables à une certaine transformation, 
après quoi les équations du champ revêtent une forme analogue 
aux équations canoniques (d'Hamilton) de la mécanique classique. 
Les variables canoniques du champ sont déterminées par 


Q — 
Pr = 


V'4x (Gz + a), e 6) 
Te (Gx — @x) — Qu | 


(il est évident qu'elles sont réelles). Le potentiel vecteur s'exprime 
en fonction des variables canoniques conformément à 


A=V4n 2 (Qr cos kr——P, sin kr) (2,7) 


Pour trouver la fonction d'Hamilton H, il faut calculer l'éner- 
gie totale du champ 


a | (E°+H)dx, 


en l'exprimant en fonction des @x, Px. Mettant À sous la forme 
du développement (2,7), calculant Æ et Æ d'après (2,2) et effec- 
tuant l’intégration, il vient 


H - SV (Pi + w°Qi). 
kR 


Chacun des vecteurs Pr et Q+ est perpendiculaire au vecteur 
d'onde k, c'est-à-dire qu'il a deux composantes indépendantes, 
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La direction de ces vecteurs détermine la direction de la polarisa- 
tion de l'onde correspondante. Désignant les deux composantes de 
Q», Pa: (dans le plan normal à k) par Qu, Paz (&œ = 1, 2), nous 
recopierons la fonction d'Hamilton sous la forme 


HS 5 (Pia-+w" Qi). (2,8) 


kr 


Ainsi donc, la fonction d'Hamilton se décompose en la somme 
de termes indépendants, dont chacun ne contient qu'un couple de 
quantités Que, Pys. Chacun de ces termes correspond à une onde 
courante de vecteur d'onde et polarisation déterminés, et il a la 
forme de la fonction d'Hamilton d'un oscillateur harmonique uni- 
dimensionnel. Ceci étant, on dit de la décomposition obtenue que 
c'est la décomposition du champ en oscillateurs. 

Venons-en à la quantification du champ électromagnétique libre. 
Le procédé exposé de description classique du champ rend évident 
le passage à la théorie quantique. Nous devons maintenant traiter 
les variables canoniques —coordonnées Q4. et impulsions P4, géné- 
ralisées —comme des opérateurs avec la règle de commutation 


PrrQre — QuiPrx = —ài (2,9) 


(les opérateurs avec des ka différents commutent tous entre eux). 
En même temps que ces variables, le potentiel vecteur A et [en 
vertu de (2,2)|] les champs E et H deviennent, eux aussi, opérateurs. 

Pour déterminer l’hamiltonien du champ de façon conséquente, 
on devra calculer l'intégrale 


‘H- — \ (E* + H®) d'x, (2,10) 


où E et H sont exprimées en fonction des opérateurs Ps, Que. Mais, 
en fait, la non-commutativité de ces opérateurs ne se manifeste 
pas alors, car les produits QuPu figurent avec le facteur 
cos kr sin kr, lequel s’annulé quand on intègre dans tout le volume. 
Ceci étant, on obtient finalement pour l’hamiltonien l'expression 


H - ÿ . (Pix de WQri), (2,11) 


ke 


qui correspond exactement à la fonction d'Hamilton classique, chose 
naturelle. | 

La détermination des valeurs propres de cet hamiltonien n’exige 
pas de calculs particuliers, étant donné qu'elle se ramène au pro- 
blème connu des niveaux d’energie des oscillateurs linéaires (cf. ITT, 
$ 23). Dès lors, on peut écrire d'emblée pour les niveaux d’énergie 
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du champ , | 
E.: £ (Na +7) w, (2,12) 


les VW, étant des entiers. 

Reportant l'examen de cette formule au paragraphe suivant, 
nous nous proposons d'écrire maintenant les éléments de matrice 
des Q:, ce qu'on peut faire directement à l’aide des formules 
connues des éléments de matrice des coordonnées d'un oscillateur 
(cf. III, $ 23). Les éléments de matrice non nuls valent 

2 Na 


EN pee | Que | Na — 13 KNra — 1] Quel Nacd = V5: (2,13) 


Les éléments de matrice des P, :- Qu ne different des elements 
de matrice des Q%. que par le facteur + iw. 

Dans les calculs ultérieurs, toutelois, il sera plus commode 
d'utiliser au lieu des Q%,, Par leurs combinaisons linéaires Qs2+iPyes 
lesquelles n’ont d'éléments de matrice que pour les transitions 
Ne — Ne + l. En conséquence, nous introduirons les opérateurs 


Crre = (WQ are + Pre), Chu — = (OQz —i Pr) (2, 14) 


[les quantités classiques ce, Ca Coïncident, au facteur }”2x/w près, 
avec les coefficients as, ax, dans la décomposition (2,4)]. Les élé- 
ments de matrice de ces opérateurs sont 

Ne — 1 | Car | Nam> © Na | Crea | Nu — DD = V Na (2,15) 


La règle de commutation entre c». et cw s'obtient à l’aide de la 
définition (2,14) et de la règle (2,9): 


Caire — CruCe |. (2,16) 


Pour le potentiel vecteur nous reviendrons à la décomposition 
de la forme (2,4), où, cependant, les coefficients sont à présent des 
opérateurs. Ecrivons-la sous la forme 


À :- > (cerArr + CixAra), (2,17) 
#2 
où 
| Fa e!2) kr 


Nous avons introduit la notation e‘” pour les vecteurs unités indi- 
quant la direction de la polarisation des oscillateurs; les vecteurs 
e“ sont normaux au vecteur d'onde k, avec deux polarisations 
indépendantes pour chaque k. 
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De même, on écrit pour les opérateurs E et H 


E ET 2 (cer Erce + CéxEra), 


; — (2,19) 
H PACE ni Cfa), 
avec 
Ex = idApge, He NY Ers (nn = kw). (2,20) 
Les vecteurs 4,4 sont mutuellement orthogonaux en ce sens que 
À'Ann Ai Dx  Tundve- (2,21) 


En effet, si Ai) et As diffèrent par leurs vecteurs d'onde, leur 
produit contient le facteur e'(#-*#7, qui donne zéro quand on in- 
tègre dans tout le volume; s'ils ne différent que par les polarisa- 
tions, on a ef*et*)* 0, étant donné que deux directions de pola- 
risation indépendantes sont orthogonales. Des relations analogues 
sont vraies pour les vecteurs Ex, Ha. Il est commode d'écrire 
leur normalisation sous la forme 


LE ErEè + Habiia) ds 06 bu. (2.22) 


Substituant les opérateurs (2,19) dans (2,10) et effectuant l'in- 
tégration à l’aide de (2,22), on obtient l'hamiltonien du champ 


exprimé au moyen des opérateurs Cu, Cra : 
| | : - 
H ÿ nr] (craCka n'a Chacha) re \ (| Era | + | Hra [°) d'x = 
kr 


— > _. un) (crc + CC) . (2,23) 
kr 


Dans la représentation considérée [les éléments de matrice des 
opérateurs c, c+ sont définis par (2,15)], cet opérateur est diagonal, 
et ses valeurs propres coïncident, bien entendu, avec (2,12). 

En théorie classique l’impulsion du champ est définie comme 
l'intégrale 


P. — \(E* H) dx. 


Passant à la théorie quantique, on remplace ÆE et F4 par les 
opérateurs (2,19) et on trouve sans difficulté 


P D (Pie+wQi)n, (2,24) 
ka 


ce qui est conforme à la relation classique connue entre l'énergie 
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et l'impulsion d'ondes planes. Les valeurs propres de cet opérateur 


P-YR (Net). (2,25) 
ka ‘ 


La représentation des opérateurs réalisée par les éléments de 
matrice (2,15) est une « représentation des nombres d'occupation » — 
elle répond à la description de l’état du système (du champ) par 
la donnée des nombres quantiques W,., (nombres d'occupation). Dans 
cette représentation, les opérateurs du champ (2,19) [et donc, 
avec eux, l’hamiltonien (2,11)] agissent sur la fonction d'onde du 
système exprimée en fonction des V4; nous la noterons D(N%, f). 
Les opérateurs du champ (2,19) ne dépendent pas explicitement 
du temps. Ceci correspond à la représentation de Schrôdinger des 
opérateurs, usuelle en mécanique quantique non relativiste. Mais 
du temps dépend alors l'état du système D(N%, !), cette dépendance 
étant déterminée par l'équation de Schrôdinger 


; XD 


ie — HO. 


Une telle description du champ est, en fait, à invariance rela- 
tiviste, étant basée sur les équations de Maxwell invariantes. Mais 
cette invariance n'est pas explicitée, en premier lieu parce que les 
coordonnées spatiales et le temps figurent dans la description de 
façon très asymétrique. 

En théorie relativiste il convient de donner à la description 
une forme explicitant l’invariance. Pour ce faire, on aura recours 
à la représentation d'Heisenberg, où la dépendance temporelle 
explicite a été reportée sur les opérateurs eux-mêmes (cf. III, $ 13). 
Alors le temps et les coordonnées figurent sur un pied d'égalité 
dans les expressions pour les opérateurs du champ, et l’état du 
système (D n'est fonction que des nombres d'occupation. 

Pour l'opérateur À le passage à la représentation d’'Heisenberg 
consiste à remplacer dans chaque terme de la somme dans (2,17) 
le facteur eff” par eft#r-wf), c'est-à-dire à entendre par 44, les 
fonctions dépendant du temps 


e-itwt-kr) (2,26) 


Are =} ‘4n < En 
On s’en assurera facilement si l'on remarque que l’élément de 
matrice de l'opérateur d'’Heisenberg pour la transition i—f doit 
contenir le facteur exp {—i(E;—E)t}, E; et E, étant les énergies 
des états initial et final (cf. III, $ 13). Pour üne transition telle 
que V4 diminue ou augmente d'une unité, ce facteur se réduit 
respectivement à e”“” ou e“”. Cette exigence est observée quand 
on fait ladite substitution. 
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Par la suite (qu’on envisage le champ électromagnétique ou les 
champs de particules) nous supposerons toujours que la représen- 
tation des opérateurs est celle d'Heisenberg. 


$ 3. Photons 


Venons-en à l’examen des formules de quantification du champ 
déduites. 

Tout d’abord, la formule (2,12) pour l'énergie du champ présente 
la difficulté suivante. Au niveau d'énergie du champ le plus bas 
les nombres quantiques W,4, de tous les oscillateurs sont nuls (on 
a ce qu'on appelle l’état de vide du champ électromagnétique). Mais 
même en cet état chaque oscillateur possède une énergie « du point 
zéro » non nulle, qui vaut w;2. Or, la sommation étendue à l’infinité 
d'oscillateurs donne l'infini. Ainsi se heurte-t-on à l’une des «diver- 
gences» auxquelles conduit l'absence de fermeture logique complète 
de la théorie existante. 

Tant qu’il ne s’agit que des valeurs propres de l'énergie du 
champ, on peut lever cette difficulté en biffant simplement 
l'énergie des oscillations du point zéro, c'est-à-dire en écrivant 
pour l’énergie et l'impulsion du champ! 


E :ENmo, P = ENiak (3,1) 
C7 


Ces formules permettent d'introduire le concept, fondamental 
pour toute l'électrodynamique quantique, de quanta de lumière ou 
photons. À savoir, on peut toujours assimiler le champ électro- 
magnétique libre à un ensemble de particules dont chacune a pour 
énergie w(=— hw) et impulsion k(— nhw;c). Le lien entre l'énergie 
et l'impulsion du photon est celui qui doit être en mécanique 
relativiste pour des particules de masse de repos nulle, en mouvement 
avec la vitesse de la lumière. Les nombres d'occupation Ne, 
prennent le sens du nombre de photons à impulsions & et pola- 
risations e‘*’ données. La propriété de polarisation du photon est 
analogue à la notion de spin pour les autres particules (les parti- 
cularités spécifiques du photon sous ce rapport seront examinées 
plus bas, cî. $ 6). 

Il est facile de voir que le formalisme mathématique tout entier 
développé au paragraphe précédent se trouve en parfaite correspon- 
dance avec le concept de champ électromagnètique en tant qu'ensemble 


1 Formellement, on peut biffer correctement en convenant de considérer les 
produits d'opérateurs dans (2,10) comme « normaux », c'est-a-dire tels que les 
opérateurs c* y sont toujours placés à gauche des opérateurs c. La formule 


(2,23) devient alors H= Sue, cu. 


ka 
* Le concept de photon a été introduit par À. Eïnstein (1905). 
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de photons; cela n'est rien d'autre que l'appareil de deuxième 
quantification en application à un système de photons!. Dans 
cette méthode (cf. III, $ 64) le rôle de variables indépendantes 
est joué par les nombres d'occupation d'états, et les opérateurs 
agissent sur les fonctions de ces nombres. Les opérateurs d’« anni- 
hilation» et de «création» de particules, réduisant et augmentant 
respectivement d’une unité les nombres d'occupation, jouent alors 
un rôle fondamental. Tels sont précisément les opérateurs c&, et 


Ci: Cr annihile un photon dans l'état ka, et cé en crée un 
dans cet état. 

La règle de commutation (2,16) correspond au cas de particules 
régies par la statistique de Bose. De sorte que les photons sont 
des bosons, comme on pouvait s'y attendre a priori: le nombre 
de photons admissibles dans tout état doit être arbitraire (nous 
reviendrons encore au $ 5 sur le rôle de cette circonstance). 

Les ondes planes 44 (2,26) figurant dans l'opérateur A (2,17) 
en tant que coefficients devant les opérateurs d’annihilation des 
photons peuvent être traitées comme les fonctions d'ondes de photons 
doués d’impulsions À et de polarisations e‘*’ déterminées. Une telle 
interprétation correspond au développement de l'opérateur # en 
série de fonctions d'ondes des états stationnaires d'une particule 
dans l'appareil non relativiste de deuxième quantification [mais 
contrairement à ce dernier, dans le développement (2,17) figurent 
aussi bien des opérateurs d’annihilation que des opérateurs de 
création de particules; le sens de cette différence sera dégagé par 
la suite, cf. $ 12]. 

La fonction d'onde (2,26) est normalisée par la condition 


\ & (Ena ff + | aa [9 dx = w. (3,2) 


C'est là la normalisation «à un photon dans le volume V - 1». 
En effet, l'intégrale au premier membre représente la moyenne en 
mécanique quantique de l'énergie du photon dans l’état de fonction 
d’onde donnée [une telle interprétation résulte de façon évidente 
de la forme de l'hamiltonien donnée par la première ligne dans 
(2,23)]°. Au second membre de (3,2) figure l'énergie d’un seul 
photon. 

Le rôle d’«ëéquation de Schrôdinger» pour le photon est joué 
par les équations de Maxwell. En l'occurrence [pour le potentiel 


! La méthode de deuxième quantification en application à la théorie du 
rayonnement a été développée par P. 4. M. Dirac (1927). 

* Notons que lc coefficient 1/41 dans l'intégrale (3,2) cest deux fois plus 
grand que le coeificient ordinaire 1/8x dans (2,10). Cette différence est due, 
en dernier ressort, à la complexité des vecteurs £,,, H,,, contrairement aux 


opérateurs du champ E et H, qui sont réels. 


PHOTONS 25 


At(r, t) satisfaisant à la condition (2,1)], on a l'équation des ondes 


J-A 


Les «fonctions d'ondes» du photon dans le cas général d'états 
stationnaires arbitraires sont des solutions complexes de cette 
équation, qui dépendent du temps par le facteur e-‘"". 

Parlant de la fonction d'onde du photon, soulignons encore 
une fois qu'on ne saurait aucunement la considèrer comme l'amplitude 
de probabilité de la localisation spatiale du photon — contrairement 
à la signification fondamentale de la fonction d'onde en mécanique 
quantique non relativiste. Ceci est dû au fait que la notion de 
coordonnées du photon est dénuée de tout sens physique (il en a 
été fait mention au $ 1). Nous reviendrons encore sur l'aspect 
mathématique de cette situation à la fin du paragraphe suivant. 

Les composantes du développement de Fourier de A(r,t) par 
rapport aux coordonnées forment la fonction d'onde du photon 
dans la représentation des impulsions: notons-la À (k, t) - A (kj}e-i"!. 
Ainsi, pour un état d'impulsion k et de polarisation e‘*’ déterminées, 
la fonction d'onde en représentation des impulsions est donnée 
simplement par le facteur préexponentiel dans (2,26) 


Are (k’, a’) — V'4n = ÔxrOuce- (3,3) 


L'’impulsion d'une particule libre étant mesurable, la fonction 
d'onde de la représentation des impulsions a un sens physique plus 
profond que la fonction de la représentation des coordonnées: elle 
permet de calculer les probabilités w4, des diverses valeurs de 
l'impulsion et de la polarisation du photon se trouvant dans un 
état donné. D'après les règles générales de la mécanique quantique, 
wa eSt donnée par le carré des modules des coefficients du déve- 
loppement de A(k’) en fonctions d'ondes d'états avec des k et des 
e‘* déterminées : 


pe 12 Axe’, a')A(k')l 
_ 
(le coefficient de proportionnalité dépend du procédé de normali- 
sation des fonctions). Substituant ici (3,3), on obtient 
Wa © |e A (k)/. (3,4) 


Après sommation sur les deux polarisations on trouve la proba- 
bilité pour le photon d'avoir l'impulsion k: 


ur © |A (k) |. (3,5) 
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$S 4. Invariance de jauge 


On sait que le choix des potentiels du champ en électro- 
dynamique classique n’est pas univoque: les composantes du 
4-potentiel À, peuvent être soumises à une transformation arbitraire 
de jauge de la forme 


A, — À, +0,%: (4,1) 


4 étant une fonction arbitraire des coordonnées et du temps 
(cf. Î1, $ 18). 

Pour une onde plane, si l'on se borne aux transformations 
n’affectant pas la forme du potentiel |sa proportionnalité au 
facteur exp (—ik,x")l, la non-univocité revient à pouvoir ajouter 
à l'amplitude de l'onde un 4-vecteur arbitraire proportionnel au 
4-vecteur k*. 

La non-univocité du potentiel subsiste, bien entendu, en théorie 
quantique—en ce qui concerne les opérateurs du champ ou les 
fonctions d'ondes des photons. Sans préjuger du mode de choix 
des potentiels, au lieu de (2,17), il faudra écrire pour le 4-potentiel 
opératoriel le développement analogue : 


AF -- 2 (Cu A$e + Cu AË), (4,2) 
fL 
les fonctions d'ondes A%, étant des quadrivecteurs de la forme 
A* es ] ‘4n Le Pr. e,eh° = — ], 
V 2w 


ou bien, en omettant les indice vectoriels quadridimensionnels 
pour abréèger l'écriture, 


À, De JV 4n 


ikx Re 
Fa et, et = — 1. (4,3) 


fci la 4-impulsion k :-(w, k) (de sorte que kr —of—kr}), et e est 
le 4-vecteur unité de polarisation !. | 

Si l'on se horne aux transformations de jauge n’affectant pas 
la dépendance de la fonction (4,3) par rapport aux coordonnées et 
au temps, elles consistent en la substitution 


En 7 Ep + KR (4,4) 


1 L'expression (4,3) n'a pas complètement la forme relativiste covariante 
(quadrivectorielle), vu le caractère non invariant de la normalisation adoptée 
au volume fini V=1. Mais cette circonstance n'est pas fondamentale et elle est 
largement compensée par les avantages qu'offre ce procédé de normalisation. 
Nous verrons par la suite qu'il fournit simplement et automatiquement les quanti- 
tés physiques réelles sous la forme invariante requise. 
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— 4 (k+) étant une fonction arbitraire. La transversalité de la po- 
larisation signifie qu'est toujours possible une jauge pour laquelle 
le 4-vecteur e a la forme 


er. (0, e), ek —0 (4,5) 


(nous dirons d’une telle jauge qu'elle est 3-/ransversale). La trans- 
cription invariante quadridimensionnelle de cette condition est la 
4-transversalité 


ek -0. (4,6) 
Notons que cette condition (ainsi que celle de normalisation 
ee* —— ]) n'est pas altérée par la transformation (4,4) du fait que 


*.-0. Par ailleurs, la nullité du carré de la 4-impulsion d’une 
particule signifie la nullité de sa masse. Ainsi est explicité le 
lien entre l’invariance de jauge et la nullité de la masse du photon 
(d’autres aspects de ce lien seront indiqués au $ 14). 

Des quantites physiques mesurables ne sauraient varier dans une 
transformation de jauge des fonctions d'ondes des photons partici- 
pant à un processus. Cette exigence d'’invariance de jauge joue en 
électrodynamique quantique un rôle encore plus important qu'en 
théorie classique. Nous verrons sur de nombreux exemples qu'elle 
est ici, avec l'exigence d’invariance relativiste, un principe heuris- 
tique puissant. 

A son tour, l’invariance de jauge de la théorie est en relation 
intime avec la loi de conservation de la charge clectrique; nous 
nous arrêterons là-dessus au $ 43. 

Nous avons déjà dit au paragraphe précédent que la fonction 
d'onde de coordonnées du photon ne saurait être interprétée comme 
l'amplitude de probabilité de sa localisation spatiale. Sous l'angle 
mathématique, cette circonstance s'exprime dans l'impossibilité de 
former avec la fonction d'onde une quantité qui puisse, ne serait-ce 
que par ses propriétés formelles, tenir lieu de densité de probabilité. 
Une telle quantité devrait s'exprimer par une combinaison bilineéaire 
définie positive de la fonction d'onde À, et de sa conjuguée complexe. 
En outre, elle devrait vérifier certaines conditions de covariance rela- 
tiviste —être la composante temporelle d'un quadrivecteur (le fait 
est que l'équation de continuité, qui exprime la conservation du 
nombre de particules, traduit sous forme quadridimensionnelle la 
nullité de la divergence du 4-vecteur courant ; la composante tem- 
porelle de celui-ci est en l'occurrence la densité de probabilité de 
localisation de la particule, cf. II, $ 29). Par ailleurs, en vertu de 
l'exigence d’invariance de jauge, le 4-vecteur A, ne pourrait figu- 
rer dans le courant que . se forme du tenseur antisvymétrique 
F,,=0,A,—0,A, = —i(k,A À,). Si bien que le 4-vecteur cou- 
rant devrait étre une Ar bilinéaire de F,., et de F!, (et 
des composantes du 4-vecteur k). Mais un tel 4- vecteur ne saurait 
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être formé: toute expression satisfaisant aux conditions posées (par 


exemple 4\F,,F;) est nulle en vertu de la condition de transver- 
salite (k:F,, -0), sans même parler du fait qu'elle ne saurait être 
définie positive (étant donné qu'elle contient des puissances impai- 
res des composantes k,). 


$ 5. Le champ électromagnétique en théorie quantique 


La description du champ en tant qu’ensemble de photons est 
la seule adéquate quant au sens physique du champ électromagne- 
tique en théorie quantique. Elle remplace la description classique 
à l’aide de E et H. Ceux-ci interviennent dans l'appareil mathe- 
matique de l’image photonique en tant qu'opérateurs de deuxième 
quantification. 

On sait que les propriétés d'un système quantique se rapprochent 
de celles d’un système classique lorsque les nombres quantiques 
déterminant les etats stationnaires du système sont grands. Pour 
un champ électromagnétique libre (dans le volume donné), cela 
signifie que les nombres quantiques des oscillateurs, c'est-à-dire les 
nombres de photons W4., doivent être grands. En ce sens, la cir- 
constance que les photons obéissent à la statistique de Bose a une 
signification profonde. Dans le formalisme mathématique de la 
théorie le lien de la statistique de Boie avec les proprictés d'un 
champ classique est exprimé dans les règles de commutation des 
opérateurs Ce, Céx. Pour les N4. grands, alors que les éléments de 
matrice de ces opérateurs sont grands, on peut négliger l'unité au 
second membre de la relation de commutation (2,16), de sorte que 


CorCha © ChaCka 


c'est-à-dire que ces opérateurs se réduisent aux quantités classiques 
commutatives Cex, C2. déterminant les grandeurs classiques Æ£ et H 
du champ. 

Encore faut-il que la condition de quasi-classicisme du champ 
soit précisée. Le fait est que, si tous les W,, sont grands, lors de 
la sommation sur tous les états kx l'énergie du champ est, en tout 
cas, infinie, et la condition devient inutile. 

Une position du problème des conditions de quasi-classicisme 
douée de sens physique envisage les moyennes des valeurs du champ 
dans un petit laps de temps Af. Si l'on représente le champ elec- 
trique classique Æ (ou magnétique Æ#) par un développement en 
intégrale de Fourier par rapport au temps, lors de sa médiation 
dans le temps Af une contribution notable à la moyenne E n'est 
apportée que par celles des composantes de Fourier dont les fré- 
quences satisfont à la condition wA/< 1: dans le cas contraire, le 
facteur oscillant e-iw! est presque annulé par la médiation. Dès 
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lors, explicitant les conditions de quasi-classicisme du champ moyen, 
on ne devra considérer que ceux des oscillateurs quantiques qui 
ont leurs frequences w <& 1/Af. Il suffira d'exiger que les nombres 
quantiques de ces oscillateurs soient grands. 

Le nombre d'oscillateurs aux fréquences comprises entre 0 et 
w + l/Af (rapporté au volume V =1) vaut, quant à son ordre de 
grandeur !, 


eo) 3 ] 
COTE SL 
L'énergie totale du champ dans l'unité de volume = E*. Divisant 
cette quantité par le nombre d'oscillateurs et par une certaine 
énergie moyenne d’un photon isolé (— Âw), on trouve l'ordre de 
grandeur des nombres de photons 


Exigéant que te nombre soit grand, on obtient l'inégalité 


Ac 
[E> x (5,2) 


Telle est la condition cherchée admettant une interprétation 
classique du champ médié (sur des laps de temps Af). On voit que 
le champ doit être suffisamment fort—d'autant plus fort que l'in- 
tervalle de médiation Af est petit. Pour les champs variables, cet 
intervalle ne doit certes pas dépasser des périodes de temps au cours 
desquelles le champ varie de façon notable. En conséquence, des 
champs variables suffisamment faibles ne peuvent, en tout cas, 
être quasi classiques. C’est seulement dans le cas de champs sta- 
tiques (constants dans le temps) qu'on peut poser Af —- c, de sorte 
que le second membre de l'inégalité (5,2) s'annule. C'est dire qu’un 
champ statique est toujours classique. 

Il a déjà été dit que les expressions classiques pour le champ 
électromagnétique sous forme de superposition d'ondes planes doi- 
vent être considérées en théorie quantique comme des opérateurs. 
Le sens physique de ces opérateurs est, toutefois, très limité. En 
effet, un opérateur de champ doué de sens physique devrait con- 
duire à des valeurs nulles du champ dans l’état de vide photonique. 
Or, la valeur moyenne de l'opérateur carré du champ E* dans l’état 
normal, qui, à un facteur constant près, coïncide avec l'énergie 
du point zéro du champ, est infinie (par «valeur moyenne» on 
entend la valeur moyenne en mécanique quantique, c'est-à-dire 


1 Dans ce paragraphe on utilise les unités usuclles. 
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l'élément de matrice diagonal de l'opérateur). Ceci ne saurait être 
évité, même à l'aide d’une opération formelle quelconque de sup- 
pression (comme on peut Île faire pour l'énergie du champ), car, en 
l’occurrence, on devrait procéder en modifiant adéquatement les 
opérateurs E et H eux-mêmes (et non leurs carrés), chose qui s'avère 
impossible. Ainsi donc, contrairement aux opérateurs usuels de 
mécanique quantique. aux opérateurs du champ en électrodynamique 
quantique ne correspondent pas des quantités douées de sens physique. 


- $ 6. Moment et parite du photon 


Comme toute particule, le photon peut avoir un moment cine- 
tique déterminé. Pour trouver les propriétés de cette grandeur pour 
le photon, rappelons au préalable de quelle manière sont liées dans 
l'appareil mathématique de la mécanique quantique les propriétés 
de la fonction d'onde d’une particule avec son moment. 

Le moment d'une particule j est constitué par son moment 
orbital £ et par son moment propre ou spin s.-La-fonction d'onde 
d'une particule de spin s est un spineur symétrique d'ordre 2, 
c'est-à-dire un ensemble de 2s+ 1 composantes qui, dans les rota- 
tions du système de coordonnées, se transforment les unes au moyen 
des autres suivant une loi déterminée. Le moment orbital, lui, est 
lié à la dépendance de coordonnées des fonctions d'ondes: aux 
états de moment orbital / correspondent des fonctions d'ondes dont 
les composantes s'expriment (linéairement) au moyen des fonctions 
spheriques d'ordre Î. 

La possibilité de distinguer de façon conséquente le spin et le 
moment orbital exige donc l'indépendance des propriétés « de spin» 
et «de coordonnées» des fonctions d'ondes: la dépendance de coor- 
données des composantes d’un spineur (à l'instant donné) ne doit 
être limitée par aucune condition supplémentaire. 

Dans la représentation des impulsions des fonctions d'ondes, à 
la dépendance de coordonnées correspond une dépendance par 
rapport à l'impulsion k. La fonction d'oide du photon (en jauge 
3-transversale) est le vecteur A(k). Un vecteur étant équivalent 
à un spineur d'ordre 2, on pourrait, en ce sens, attribuer au photon 
un spin égal à 1. Or, cette fonction d'onde vectorielle est soumise 
a la condition de transversalité, kA(k) -0, laquelle est une con- 
dition supplémentaire imposée à la dépendance d'impuision du 
vecteur A(k). Ceci étant, cette dépendance ne peut plus étre donnée 
pour toutes les composantes du vecteur simultanément de façon 
arbitraire, d'où l’impossibilite de séparer le moment orbital et le 
spin. 

Notons qu'on ne saurait non plus appliquer au photon la defi- 
nition de spin en tant que moment d’une particule au repos, car 
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il n'existe pas de référentiel de repos pour le photon, qui se meut 
avec la vitesse de la lumière. 

De sorte qu'on ne saurait parler pour le photon que de son 
moment total. Alors, il est a priori évident que le moment total 
ne peut parcourir que des valeurs entières. On le voit déjà du fait 
que, parmi les grandeurs caractérisant le photon, il n’est pas de 
spineurs d'ordre impair. 

Ainsi que pour n'importe quelle particule, l'état du photon est 
aussi caractérisé par sa parité, qui est liée au comportement de la 
fonction d'onde dans l'inversion du système de coordonnées (cf. III, 
$ 30). En représentation des impulsions, au changement de signe 
des coordonnées correspond le changement du signe de toutes les 
composantes de k. L'action de l'opérateur d'inversion P sur une 
fonction scalaire @(k) ne consiste qu'en ce changement : Pœ(k)— 
—q(— À). Mais si P agit sur une fonction vectorielle A(k), on 
tiendra encore compte du fait que le changement de direction des 
axes inverse également le signe de toutes les composantes du vec- 
teur ; de sorte que! 


PA(k).-—A(—k). (6,1) 


Bien que la division du moment du photon en moment orbital 
et spin soit dénuée de sens physique, il n’en est pas moins com- 
mode d'introduire le «spin» s et le «moment orbital» / de façon 
formelle, en tant que notions auxiliaires exprimant les propriétés 
de transformation de la fonction d'onde vis-à-vis des rotations: la 
valeur s -1 signifie que la fonction d'onde est un vecteur, et { est 
l'ordre des fonctions sphériques qui y figurent. Nous avons alors 
en vue les fonctions d'ondes des etats avec des valeurs déterminées 
du moment du photon, lesquelles fonctions sont, pour une parti- 
cule libre, des ondes sphériques. Le nombre / détermine, notamment, 
la parité de l’état du photon, qui est 


PET (6,2) 


En ce même sens, l'opérateur moment j peut être représenté 
par la somme s+}-l. L'opérateur moment est lit, on le sait, à 
l'opérateur de rotation infinitésimale du système de coordonnées : 
dans Île cas précis, il est lié à l'action de cet opérateur sur le 
champ vectoriel. Dans la somme s-}- 1 l'opérateur s agit sur l'indice 
vectoriel, transformant les diverses composantes du vecteur les unes 
au moyen des autres. Quant à 1, il agit sur ces composantes comme 
sur des fonctions de l'impulsion (ou des coordonnées). 


1 Nous conviendrons de déterminer la parité d'état par l'action de l'opéra- 
teur d'inversion sur le vecteur polaire qu'est À (ou sur le vecteur électrique 
correspondant Æ£ —iwA). Cette action diffère par le signe de l’action sur le vec- 
teur axial F/—ikXA, puisque l'inversion ne change pas le sens d'un tel vecteur : 


PH(R)=H(—R). 
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Comptons le nombre d’états (d'énergie donnée) qui sont possibles 
pour une valeur donnée j du moment du photon [en faisant alors 
abstraction de la dégénérescence triviale d'ordre (2j-+1) dans les 
directions du moment]. 

Pour £ et s indépendants, ce calcul se fait simplement en comp- 
tant de combien de façons on peut, d’après les règles du modéle 
vectoriel, ajouter £ et s de sorte qu'on ait la valeur requise j. 
Pour une particule de spin s—1 on trouverait ainsi (pour j non 
nul donné) trois états avec les valeurs suivantes de / et de la 
parite : 


Li, P—(—1) 4 =(—1) 4, 1j Hi, P-(—1+t (1. 


Mais si j -0, on obtient en tout un etat (avec / -1) de parité 
P=ÆET. 

Dans ce calcul, toutefois, on n'a pas tenu compte de la condi- 
tion de transversalitée de A; toutes ses trois composantes étaient 
supposées indépendantes. Ceci étant, du nombre d'états obtenus il 
faudra encore retrancher le nombre d'états correspondant au vecteur 
longitudinal. Un tel vecteur pouvant s’ecrire sous la forme kœ{(#), 
on voit que, quant à leurs propriétés de transformation (vis-à-vis des 
rotations), ses trois composantes sont équivalentes au seul scalaire p. 
Par conséquent, on peut dire que l’état superflu, incompatible 
avec la condition de {ransversalite, correspondrait à un état de 
particule avec une fonction d'onde scalaire (spineur d'ordre O), 
c'est-à-dire avec «un spin nul»*. Le moment j de cet état coïncide 
en conséquence avec l’ordre des fonctions sphériques figurant dans œ. 
La parité de cet état, elle, en tant qu’état du photon, est déter- 
minée par l’action de l'opérateur d’inversion sur la fonction vecto- 


rielle kg: 
P(kp)——(—#4)p(—4)=(—1)Yk(R), 


c'est-à-dire qu'elle vaut (—1}. Ainsi donc, du nombre d'états obte- 
nus ci-dessus avec la parité (—1} (deux pour j0 et un pour 
j=0) il faut en retrancher un. 

Nous obtenons finalement ce résultat que, pour un moment j 
du photon non nul, il existe un état pair et un état impair. Pour 
j =0 il n'existe pas d'états. C'est dire que le photon ne saurait 
avoir un moment nul, et j ne prend que les valeurs 1, 2, 3, ... Du 


1 En effet, quand on parle du caractère de la transformation d’une grandeur 
dans une rotation, on a en vue la transformation au point donné, c'est-à-dire 
pour & donné. Dans une telle transformation Æw(k) ne varie pas, c'est-à-dire 
qu'il se conduit comme un scalaire. 

# Soulignons encore une fois que nous n'avons pas en vue ici l’état d’une 
particule récile quelconque. Le calcul effectué a un caractère purement formel 
et se reduit, sous l'angle mathématique, à la classification de tout l'ensemble 
de quantités se transformant les unes au moyen des autres d'après les reprèsen- 
tations irréductibles du groupe des rotations. 
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reste, on voit d'avance l'impossibilité de la valeur j 0: la fonc- 
tion d’onde de l'état à moment nul doit être à symétrie sphérique, 
chose impossible pour une onde transversale. 

Une terminologie déterminée est en usage pour les divers états 
du photon. Un photon dans un état de moment j et de parité 
(—1} est appelé photon électrique 2/-polaire (ou photon Ej); pour 
la parité (—1}/+1, il est appelé photon magnétique 2/-polaire (ou 
photon Mj). Ainsi, à un photon électrique dipolaire correspond un 
état impair avec j—1; à un photon électrique quadrupolaire 
correspond un état pair avec j 2; à un photon magnétique dipo- 
laire correspond un état pair avec j =1!. 


$S 7. Ondes sphériques des photons 


Ayant déterminé les valeurs possibles du moment du photon, 
nous devons à présent trouver les fonctions d'ondes qui leur cor- 
respondent *. 

Considérons d’abord le problème formel suivant : déterminer les 
fonctions vectorielles qui pourraient être fonctions propres des opé- 
rateurs j? et j.; alors, nous ne préjugeons pas de celles de ces 
fonctions qui figurent dans les fonctions d'ondes du photon qui 
nous intéressent, et nous faisons abstraction de la condition de 
transversalité. 

Nous chercherons les fonctions en représentation des impulsions. 
L'opérateur des coordonnées dans cette représentation est r — id/0k 
[cf. III (15, 12)]. L'opérateur de moment orbital est 


; Ô 

I=rxk=—iRXx:E, 

c'est-à-dire qu’il ne diffère de l'opérateur moment en représentation 

des coordonnées que par la substitution de k à r. Dès lors, la 

solution du problème posé est formellement la même dans les deux 

représentations. 

Nous désignerons les fonctions propres cherchées par Y,, et les 

appellerons vecteurs sphériques. Ils doivent vérifier les équations 


VF ya = 1 + 1) Fi Vin = MY jm (7,1) 


(l'axe des z est une direction donnée de l’espace). Montrons que 
toute fonction de la forme aŸ,, a cette propriété, & étant un 
vecteur quelconque formé à l’aide du vecteur unité # — k/w, et les 


1 Ces appellations correspondent à la terminologie de la théorie classique 
du rayonnement : nous verrons par la suite ($$ 46, 47) que le rayonnement des 
photons des types electrique et magnétique est déterminé par les moments 
SA et magnétiques correspondants d’un système de charges. 

* Cette question a été examinée pour la première fois par W. Heitler (1936). 
La forme de résolution exposée appartient à V. Bérestetski (1947). 
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Ym des fonctions sphériques ordinaires (scalaires). Nous définirons 
celles-ci partout conformément à III, $ 28: 


m+!'m 


— 1, @ED(— Dim 
Von) CD TE Spot Pi" (cos detre (7,2) 


(8, æ sont les angles sphériques de la direction #)!. 
A cet effet, rappelons la règle de commutation III (29,4): 


{l;, a}- = ie. 


Le second membre de cette égalité peut se mettre sous la forme 
(—Ss;a,), s étant l'opérateur de spin | (l’action de cet opérateur 
sur une fonction vectorielle est précisément déterminée par l'égalité 
say — — iea;; CF. HIT, $ 58, prob. 2). Aussi a-t-on 


la, — a}; = — SA y. 
Utilisant cette égalité, on trouve 
ja, =(l;+s;)a, =a;l;. 
Par conséquent, 
j° (aY ») + FT Î- (AY ,») = Al Y 
Or, la fonction sphérique Y,, est fonction propre des opérateurs 1° 
et 1,, qui correspond à leurs valeurs propres j (j +1) et m, de sorte 
qu’on est conduit aux égalites (7,1). 


Nous obtenons trois types de fonctions sphériques essentielle- 
ment différents en prenant pour «a l’un des vecteurs suivants=: 


\ nxX 
—— , ——  , 7,3 
ViG+D  ViG+i Si 


1 Notons pour Îles renvois ultérieurs la valeur des fonctions pour 6—0 
(n est pris suivant l'axe des 2): 


LHET 
Vin (13) = it VE Ou (7,22) 


* L'opérateur ç,=|R] T6, agit sur les fonctions qui ne dépendent que de 


la direction de #. Îl n’a en tout (en coordonnées sphériques) que deux compo- 
santes : 


2, 0 
Van | sinüov) 
L'opérateur noté ci-dessous A, est la partie angulaire de l'opérateur de Laplace : 


1 à. Ô l O0 
An = sin 0 06 00 55 À sin 6 agi” 
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Ainsi donc, nous définirons les vecteurs sphériques comme suit : 


| 
QD) > Van Yo P — —]|)/: 
Va Vian " / : 
im =nx y, P=(—1) +1; (7,4) 
Yo ny, P=(—1). 


À côte de chaque vecteur est indiquée sa parité P. Les vecteurs 
sphériques des trois types sont entre eux orthogonaux, Yi est 
longitudinal, Y#} et Y}r sont transversaux par rapport à #. 

Les vecteurs sphériques peuvent s'exprimer d'après les fonctions 
sphériques scalaires. Alors les Yi s'expriment au moyen des fonc- 
tions sphériques du seul ordre {= j, et ff; et Yi} au moyen des 
fonctions sphériques d'ordres {—j+1. Cette circonstance est 
a priori évidente: il suffit de comparer les parités, indiquées dans 
(7,4), des vecteurs sphériques avec la parité (—1)'+! du champ 
vectoriel exprimée au moyen de l’ordre des fonctions sphériques 
qui y sont contenues. 

Les vecteurs sphériques de chaque type sont orthogonaux et 
normalises : 

\ Y ynY j'md0 = Ô;; dm: (7,9) 


Ceci est évident pour les vecteurs Ÿ'} en vertu de la condition de 
normalisation des fonctions sphériques Y ,,. Pour les vecteurs 
l'intégrale normalisante est 


l ; __ . . 2 
05 | Ve nn jm d0 = — 75 \ Vin AnŸ jnd0, 


et comme A,Ÿ,,-—j(j+1)Y;,, on est conduit à (7,5). A une 
intégrale de ce genre se ramène aussi la normalisation des Yi}. 

Notons qu’on aboutirait aux vecteurs sphériques (7,4) sans pas- 
ser par la vérification directe des équations (7,1) faite ci-dessus, 
à partir de considérations générales sur les propriétés de transfor- 
mation des fonctions. Ce sont des considérations de ce genre qui 
nous ont amenés à conclure au paragraphe précédent qu'une fonc- 
tion vectorielle de la forme #9 correspond à une valeur j du mo- 
ment coincidant avec l'ordre des fonctions sphériques figurant 
dans œ@; si l'on pose simplement @-ŸY,,, la fonction #@ corres- 
pondra aussi à une valeur déterminée m de la projection du moment. 
De cette façon, nous sommes conduits d'emblée aux vecteurs sphé- 
riques Y‘}”. Mais le raisonnement fait au $ 6 sur les propriétés de 
transformation ne change pas si l’on remplace le facteur #7 dans le 
produit #7 par le vecteur V, ou #*XV,;; on obtient ainsi les vec- 
teurs sphériques des deux autres types. 

Revenons aux fonctions d'ondes du photon. Pour un photon du 
type électrique (Ej) le vecteur A(k) doit être de parité (—1}. 


2* 
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Telle est la parité des vecteurs sphériques Ÿ$ et Ÿ}; mais seul 
le premier d’entre eux satisfait à la condition de transversalite. 
Pour un photon du type magnétique (Mj) le vecteur À (k) doit 
être de parité (—1)+!; seul #7 a cette parité. D'où les fonctions 
d'ondes du photon de valeur déterminée du moment j et de sa 
projection m (et de son énergie w): 

Auim (E) = 5 8 (181 —0) Fa (n) (7,6) 
où l’on écrira au lieu de Ÿ,, respectivement Y}} ou 7, selon 
que le photon est du type électrique ou magnétique; la valeur 
donnée de l'énergie est prise en considération par le facteur 
Ô(|k|—0w). 

Les fonctions (7,6) sont normalisées par la condition 


my \ O0" A6; (R) Au jm (R) ER — WÔ (©°—@) 6; Érm. (7,7) 


Pour les fonctions d'ondes de la représentation des coordonnées la 
condition (7,7) équivaut à la condition! 


I : , 
47 \ {Em (r) Eye (r) + HS, ;m (r) He (r)} d X = 
—= WÔ (w’ —w) Ô;;Oynmr- (7,8) 


En effet, exprimée au moyen des potentiels, l'intégrale du premier 
membre s'écrit 


Il ° ’ 1 
97 \ A6jm (r) À jm (r)w ud' XX. 
Il faudra substituer ici 


ep. À 
Avja (7) = | Aujn (A) et 


(27)° ” 


(7,9) 


bp? 
Aw'j'm (r)— À Arme (&') ET ER . 
Après quoi, l’intégration sur dx donne la fonction 6, (2n)° ô (k°—k), 
qui disparaît quand on intègre sur d'k, et l'intégrale se ramène à 
la forme (7,7). 

Nous supposions jusqu’à present la jauge des potentiels trans- 
versale, pour laquelle le potentiel scalaire ®Œ—0. Toutefois, dans 
diverses applications d’autres jauges de l'onde sphérique peuvent 
être plus commodes. 


1 Cette condition est du même type que (2,22). L'apparition du facteur 
Ô (&’—w) au second membre de l'égalité provient de ce qu'on considère ici le 
champ (une onde sphérique) dans tout l'espace infini, au lieu du champ dans 
un volume fini V=1. 
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Une transformation admissible des potentiels en representation 
des impulsions consiste dans le changement 


A—-A-tnf(k), D—D+f(R), 


f(k) étant une fonction arbitraire. Prenons-la en l'occurrence de 
sorte que les nouveaux potentiels s'expriment au moven des mêmes 
fonctions sphériques et qu'ils aient, comme auparavant, une parité 
déterminée. Pour un photon du type électrique ces conditions limi- 
tent le choix des potentiels aux fonctions suivantes : 


AU (&) = 6 ([k1—w) (FE + CnY ie), 
[0] - 

(ec) 47° (7, 10) 

Doi (R) REA Ô (| R | — &) CY ms 
u) "© 


C étant une constante arbitraire. Pour un photon du type magné- 
tique, à l'issue d'une telle adjonction At" (k) ne serait plus de 
parité déterminée, si bien que, dans les mêmes conditions, le 
choix (7,6) s'avère univoque. 

La probabilité qu'un photon de moment et parité déterminés 
soit enregistré en mouvement dans la direction de #7 comprise dans 
l'élément d'angle solide do vaut, en vertu de (3,5) et (7,6), 


w(#) do | Yi (#)[* do. (7,11) 


L'expression écrite est celle pour un photon du type £. Mais comme 
Im =», les distributions des probabilités &(#) pour les 


photons des deux types sont les mêmes. 


Le carré du module |Y[* est indépendant de l'azimut @ (les 


facteurs e+'"T dans les fonctions sphériques se réduisent). Ceci 
étant, la distribution des probabilités w(#7) est symétrique par 
rapport à l’axe des z. Puis, chacun des vecteurs sphériques étant 
doué de parité déterminée, les carrés de leurs modules sont pairs 
par rapport à l’inversion, c'est-à-dire par rapport à la substitution 
de l'angle polaire 8—n—06; c'est dire que, développée en poly- 
nômes de Legendre, la fonction w (8) ne contient que des polynômes 
de degré pair. La détermination des coefficients d’un tel dévelop- 
pement se ramène au calcul d'intégrales de produits de trois fonc- 
tions sphériques, puis à une sommation par rapport aux compo- 
santes. Intégration et sommation s'effectuent d’après les formules 
déduites au tome III, $ 107, 108 et conduisent au résultat suivant : 


uw (0) := (— 1)/+1 FAT x 


ane n(ii2\fiil P. (cos 8). 7,12 
x 2. (4n JETNOINIES 2n (COS 0) (7,12) 
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Indiquons, enfin, les expressions des composantes des vecteurs 
sphériques sous forme de développements en fonctions sphériques. 
Nous nous servirons alors des «composantes sphériques» du vec- 
teur, lesquelles sont définies dans III, $ 107 ; composantes f, de f: 


TN om mt 
Si l’on introduit les « vecteurs unités circulaires » : 
(0; — polz) (+1) — nt (x) r0\ÿ) 
e le,e 7 (e*’ + 1e”), 
et 0 — 1! fetx) je) 7,14 
75 ( ) (7,14) 
(les et’: sont les vecteurs unités du système d’axes rectangulaires 


X, y, 2), On a 
f=Z(— fe, 
fi =(— 1)t- x fe!- —D* — fe, (7,15) 


Les composantes sphériques des vecteurs sphériques s'expriment au 
moyen des symboles 3j à l’aide des fonctions sphériques par les 
formules suivantes : 


C nr: 1 | 
(— 1)/+8+k#1 MeV À uen 
: ] ] 
+7 1(6 À ne. 


_ a 
D ipenna(pe), 2 VTT en D . (7,16) 
——/j 5%]. 
(— 1y+nri (70), =} j+1 tant = ne. 
] j 
+Vi Cr À ER Lee 


Ces formules se déduisent comme suit. Chacun des trois vecteurs 
sphériques a la forme Y,,=aY,,, a étant l’un des trois vecteurs 
(7,3). Pas ee 


= 2 m'|a|jm>Yim, 
et le problème est de trouver les éléments de matrice des vecteurs a 
relativement aux fonctions propres du moment orbital. On a, 
d’après III (107,6), 
[ l 


m'as] jm> = pme ( m À )alel» 
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ÎmX étant le plus grand des nombres / et j. Aussi suffit-il de con- 
naître les éléments matriciels réduits non nuls </|[a|| j>. On a pour 
ceux-ci les formules 


—1{nl=<nit-D*- ill, 
Fall D =i(—D VE, (7,17) 
—1|FalD =i(+ D FT, 

ax Val =iVl({+ D (+). 


$S 8. Polarisation du photon 


Le vecteur de polarisation e joue pour le photon le rôle de 
«partie de spin» de la fonction d'onde (avec les réserves faites au 
$ 6 au sujet de la notion du spin du photon). 

Les différents cas qui peuvent se présenter pour la polarisation 
du photon ne diffèrent en rien des types de polarisation possibles 
d’une onde électromagnétique classique (cf. II, $ 48). 

Une polarisation arbitraire e peut être représentée par la super- 
position de deux polarisations orthogonales choisies d’une façon 
quelconque déterminée e‘” et et’ [etet*= 0]. Dans le dévelop- 
pement 


e—eet) tee" (8,1) 


les carrés des modules des coefficients e, et e. déterminent les 
probabilités pour le photon d’avoir pour polarisation e‘* ou e. 

On peut prendre pour celles-ci deux polarisations linéaires 
orthogonales. On peut également décomposer une polarisation arbi- 
traire en deux polarisations circulaires de sens de rotation contraires. 
Les vecteurs de polarisation circulaire dextrogyre et lévogyre seront 
respectivement notés e‘+!? et el”! ; en coordonnées Ené avec l'axe 
des à dirige dans la direction du photon #7 —k/;w, on a 


et+1 — — = (e‘® + ie"), et-1 — AE (e° —ie"”), (8,2) 


Le fait que le photon puisse avoir (pour une impulsion donnée) 
deux polarisations différentes signifie autrement que chaque valeur 
propre de l’impulsion est deux fois dégénérée. Ceci est en relation 
intime avec la nullité de la masse du photon. 

Une particule de masse non nulle en mouvement libre possède 
toujours un référentiel de repos. C'est, de toute évidence, dans ce 
référentiel que sont explicitées les propriétés de symétrie de la 
particule en tant que telle. On doit alors considérer la symétrie 
par rapport à toutes les rotations possibles autour du centre 
(c'est-à-dire par rapport au groupe tout entier de symétrie sphéri- 
que). Une caractéristique des propriétés de symétrie de la particule 
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par rapport à ce groupe est son spin s, lequel détermine l’ordre de 
dégénérescence (le nombre 2s+ 1 des diverses fonctions d’ondes qui 
se transforment les unes au moyen des autres). Notamment, une 
particule à fonction d'onde vectorielle (trois composantes) a pour 
spin I. 

- Une particule dont la masse est nulle n’a pas de référentiel de 
repos —elle se meut avec la vitesse de la lumière dans n'importe 
quel référentiel. Pour une telle particule il existe toujours une 
direction privilégiée dans l’espace, celle du vecteur impulsion k 
(axe des à). Il est clair qu’on n'a pas dans ce cas de symétrie par 
rapport au groupe tout entier de rotations tridimensionnelles, et il 
ne peut être question que de symétrie axiale autour de l'axe dis- 
tingue. 

En symétrie axiale seule est conservée l'hélicité de la particu- 
le—la projection du moment sur l’axe des £; notons-la À '. Si l’on 
exige encore la symétrie dans les réflexions dans les plans passant 
par l’axe des &, les états se distinguant par le signe de À seront 
mutuellement dégénérés ; pour ÀÆ0 nous aurons donc double dé- 
générescence *. L'état d’un photon d’impulsion déterminée correspond 
précisément à l’un des types de ces états doublement dégénérés. 
Il est décrit par une fonction d'onde «de spin», laquelle est un 
vecteur e du plan En; les deux composantes de ce vecteur se trans- 
forment entre elles dans toutes les rotations autour de l’axe des & 
et dans les réflexions dans les plans passant par cet axe. 

Les différents cas de polarisation du photon se trouvent en 
correspondance déterminée avec les valeurs possibles de son héli- 
cité. Cette correspondance peut s'établir d’après les formules III 
(58,3) qui relient les composantes de la fonction d'onde vectorielle 
aux composantes du spineur d'ordre deux qui lui est équivalent *. 
Aux projections À — +1 ou —1 correspondent des vecteurs e dont 
seule la composante e.—ie, ou e.+ie, est non nulle, c'est-à-dire 
qu'on a respectivement e—e+" ou e—et-". En d’autres termes, 
les valeurs À — +] ou —1 correspondent à la polarisation circu- 
laire dextrogyre ou lévogyre du photon (ce même résultat sera 
obtenu au $ 16 par un calcul direct des fonctions propres de l’opéra- 
teur de projection du spin). 

Ainsi donc, la projection du moment du photon sur la direction 
de son mouvement ne peut avoir que deux valeurs (+ 1); la valeur 0 
est impossible. 


1 À la difference de la projection du moment m sur une direction donnée 
(axe. des z) de l'espace, envisagée au paragraphe précédent. 

* Rappelons que telle est la classification des termes électroniques d'une 
molécule diatomique (INT, $ 78). 

3 Rappelons qu'aux composantes de la fonction d'onde en tant qu'ampli- 
tudes de obabibité des diverses valeurs de la projection du moment d’une par- 
ticule (dont il est ici question) correspondent les composantes contravariantes 
d'un spineur. 
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L'état du photon avec une impulsion et une polarisation déter- 
minées est un état pur (au sens expliqué au tome III, $ 14); il 
est décrit par la fonction d'onde et correspond à la description 
complète de l’état de la particule (du photon) en mécanique quan- 
tique. On peut avoir aussi bien des états «mixtes» du photon, qui 
correspondent à une description moins complète réalisée non pas 
par la fonction d'onde, mais seulement par la matrice densité. 

Soit un photon dans un état mixte suivant sa polarisation, 
mais cet état correspondant à une valeur déterminée de l'impulsion 
k. Il existe dans un tel état (dit de polarisation partielle) une 
fonction d’onde «de coordonnées » !. 

La matrice densité polarisatoire du photon est un tenseur 
d'ordre deux p,, dans le plan perpendiculaire à # (plan En; les 
indices &«, f ne’ parcourent que deux valeurs). Ce tenseur est her- 
mitique : 

Ps; — Ph) (8,3) 
et normalisé par la condition 
Pas —= 1 7 Pos = À. (8,4) 


En vertu de (8,3), les composantes diagonales p,, et p.. sont réelles 
et liées par la condition (8,4). La composante p,., elle, est complexe, 
et p., pis. Par conséquent, la matrice densité est caractérisée en 
tout par trois paramètres réels. 

Si la matrice densité polarisaloire est connue, on peut trouver 
la probabilité que le photon ait une polarisation quelconque déter- 
minée e. Cette probabilité est déterminée par la «projection» du 
tenseur p,, sur la direction de e, c'est-à-dire par la quantité 


Pa: (8,5) 
Ainsi, les composantes p,, et p.. sont les probabilités des polarisa- 


tions linéaires le long des axes £ et n. La projection sur les vec- 
teurs (8,2) donne les probabilités des deux polarisations circulaires : 


5 [1 = es É (Pis — Pau]. (8,6) 


Les propriétés de p,, coïncident, pour ce qui est de la forme 
et de l’essence, avec celles du tenseur J,. décrivant une lumière par- 
tiellement polarisée en thcorie classique (cf. II, $ 50). Rappelons 
ici quelques-unes de ces propriétés. 

Dans le cas d’un état pur de polarisation déterminée e le ten- 
seur p,, se reduit aux produits des composantes de e: 


Pas = Eepe (8,7) 


1 La matrice analogue pour l'électron en théorie non relativiste a été con 
sidérée dans III, $ 59. 
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Alors le déterminant |p,.| 0. Dans le cas inverse du photon non 
polarisé toutes les directions de polarisation sont équiprobables, 
c'est-à-dire que 


] 
Pa; — DJ by (8,8) 


avec [Pa,1= 1/4. 

Dans le cas général, il est commode de décrire la polarisation 
partielle à l’aide des trois paramètres réels de Stokes E,, &., &,!, 
au moyen desquels la matrice densité s'exprime sous la forme 


_L/ 14% &i—ibs 
PS TUE Ve) Pr 


Tous les trois paramètres parcourent leurs valeurs entre — 1 et +-1. 
Dans l'état non polarisé &, -E, -E, 0; pour un photon complète- 
ment polarisé E?+65+E5 = 1]. 

Le paramètre E, caractérise la polarisation linéaire suivant les 
axes des E ou des n; la probabilité pour que le photon soit linéai- 
rement polarisé suivant ces axes est respectivement (1 +E.):2 ou 
(1—E.,)/2. Aussi les valeurs £,-— +1 ou —1 correspondent-elles 
à la polarisation totale dans ces directions. 

Le paramètre E, caractérise la polarisation linéaire dans les di- 
rections formant l'angle g—n/4 ou p——1x;4 avec l'axe des E. La 
probabilité que le photon soit linéairement polarisé dans ces direc- 
tions est respectivement (1<+E,)/2 ou (1—E,)/2; on s’en assure 
aisément en projetant Pas, SUT e={(l1, +l)/V 2. 

Enfin, E. est le degré de polarisation circulaire; en vertu de 
(8.6), la probabilité que le photon ait une polarisation circulaire 
dextrogyre ou lévogyre est (1+E.)/2 ou (1—E.);2. Comme les deux 
polarisations correspondent aux hélicités À = + 1, il est clair que, 
dans le cas général, E, est la moyenne de l’hélicité du photon. 
Notons également que dans le cas d'état pur de polarisation e 


E.—i(exXe*)r. (8,10) 


Rappelons (cf. 11, $ 50) que Ë, et } E?+E5 sont invariants par 
Lorentz. 

Nous aurons aussi par la suite à envisager la question du com- 
portement des paramètres de Stokes dans l’inversion du temps. I] 
est facile de voir qu'ils sont invariants dans cette transformation. 
Il est évident que cette propriété est indépendante de la nature de 
l'état de polarisation, de sorte qu’il suffit de s’en assurer ne serait-ce 
que pour le cas de l'état pur. L’inversion du temps entraîne en 
mécanique quantique le remplacement de la fonction d'onde par sa 


1 Ne pas confondre la notation des paramètres avec celle de l'axe des E! 


POLARISATION DU PHOTON 43 


conjuguée complexe (III, $ 18). Pour une onde à polarisation plane 
ceci traduit la substitution! 


R——k, e——e*. (8,11) 


Dans une telle transformation la partie symétrique de la matrice 
densité est 


I 
9 (e.e.* in ee"), 


> 


l'invariance de E, par rapport à la même transformation, elle résulte 
de (8,10); elle est évidente aussi de par le sens de £. en tant 
que valeur moyenne de l’hélicitée. En effet, l’hélicité est la projec- 
tion du moment 7 sur #, c’est-à-dire le produit ÿn; or, l'inversion 
du temps change le signe de ces deux vecteurs. 

Dans les calculs ultérieurs nous aurons besoin de la matrice 
densité du photon écrite en formalisme quadridimensionnel, c'est-à- 
dire sous la forme d’un 4-tenseur p,,. Pour un photon polarisé 


décrit par le 4-vecteur e, il est naturel de définir ce tenseur comme 
suit : 


si bien que les paramètres &, et £, restent inchangés. Quant à 


Pa, =e,e.*. (8,12) 


En jauge 3-transversale e— (0, e), et si l’un des axes spatiaux de 
coordonnées est pris suivant #, les ccmposantes non nulles de ce 
4-tenseur coïncident avec (8,7). 

Pour un photon non polarisé, il correspond à la jauge 3-transver- 
sale un tenseur p,, de ccmposantes 


Ù 
Pix = D (Ôx —n;n"x), Po; " P;0 — Poo — 0 (8, l 3) 


[si l'un des axes coïncide avec la direction de #, nous retrouvons 
ul L'utilisation directe de p,. sous cette forme tridimensionnelle 
serait, toutefois, incommode. Mais nous pouvons nous servir de la 
transformation de jauge; pour la matrice densité, ceci est une 
transformation de la forme 


Pas —+ Pas + Uk, FAR (8,14) 
les 4, étant des fonctions arbitraires. Posant 
k; 


Ko — jo? Lip 


1 Le changement complémentaire du signe de e est dû à ce que l'inversion 
du temps change le signe du potentiel vecteur du champ electromagnétique. Le 
potentiel scalaire, lui, ne change pas de signe ; ceci étant, pour le 4-vecteur e 
l'inversion du temps cest la transformation 


(os €) —+ (60 —e*). (8,114) 
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on obtient au lieu de (8,13) l'expression quadridimensionnelle simple 
Par TZ Env. (8,15) 


Onobtient facilement la représentation quadridimensionnelle de la 


matrice densité d'un photon partiellement polarisé en écrivant au 
préalable le tenseur bidimensionnel (8,9) sous forme tridimension- 
nelle : 


l «+ n ë a a 
Pa = ÿ (ej"es + eee) +È (ee + een) — 


[Ce a e 0 
ue Ës (ee — e)e;) + ss (ee; —e!?e®), 
et? et e‘* étant les vecteurs unités des axes rectangulaires £ et n. 
La généralisation exigée se fait en remplaçant ces 3-vecteurs par 
les 4-vecteurs unités réels du genre espace e‘!}, e* orthogonaux 
entre eux et à la 4-impulsion du photon k: 


et? pt) 2], 


ete” =0, (8,16) 
eh _ e""k 2. 0. 


Dans un référentiel particulier : et" — (0, e‘!), e— (0, ef). On 
a donc la matrice densité quadridimensionnelle du photon 


D, 6) 6 1 62 ON 1 Br O0) 02) 1 2) ED 
Pu=z (ue Here )+ Sen +en ex )— 


iËe 0) 2) (D 4 En OU) CU 2) (2 
—% (en Ne & )+E (en ex —e ex). (8,17) 


Le choix effectif des 4-vecteurs e!!}, e‘?’ dépend des conditions con- 
crêtes du problème considéré. 

On aura en vue que les conditions (8,16) ne fixent pas le choix 
de el et et: de façon univoque. Si un 4-vecteur quelconque e 
vérifie ces conditions, celles-ci seront aussi vérifiées par tout 4-vec- 
teur de la forme e, +%k, (étant donné que k*-- 0). Cette non- 
univocité est due à la non-univccité de jauge de la matrice densité. 

Le premier terme dans (8,17) correspond à l'état non polarisé. 


Aussi pourrait-on le remplacer, en vertu de (8,15), par — 7 Env. 


Une telle substitution est de nouveau équivalente à une transior- 
mation de la jauge. 

Lorsqu'on opère avec des 4-tenseurs de la forme (8,17) decom- 
posés en deux 4-vecteurs indépendants, il est commode d'avoir 
recours au procédé formel suivant. Ecrivant le tenseur (8,17) sous 
la forme 


3 
(a) (b) 
Div = 2.P* eee 
a, 2= 
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représentons les coefficients p‘‘? par une matrice d'ordre deux 


nt po] 


pt*1) pr"), 


Ainsi que toute matrice hermitique d'ordre deux, elle se peut dé- 
composer en quatre matrices indépendantes d'ordre deux, les matrices 
de Pauli ©6,,0,, 6. et la matrice unité 1. Cette décomposition a la 
forme 


= (1480), E=(E, &, E), (8,18) 


ce dont on s'assure facilement par rapprochement direct de (8,17) 
en utilisant les expressions connues des matrices de Pauli (18,5) 
(la réunion des trois quantités E,, £., E, en un «vecteur» & a, bien 


entendu, un sens purement formel, dont le seul but est la commo- 
dité de l'écriture). 


Problème 
Ecrire la matrice densité d'un photon en représentation où les «axes» de 
coordonnées sont les vecteurs unités circulaires (8,2). 
Solution. Les composantes de p.848 dans les nouveaux axes (a, B— +1) 
s'obtiennent en prajetant le tenseur (8,9) sur les vecteurs (8,2) : 


Pia = Pas eh Pi = Pas S & 
pi : HE —65+i6 ) 
2 — Es —ib; 1—£: ° 


$S 9. Système de deux photons 


Un raisonnement analogue à celui du $ 6 permet de calculer 
le nombre d'états possibles dans le cas plus complexe d’un système 
de deux photons (L. Landau, 1948). 

Nous considérons les photons dans le référentiel de leur centre 
d'inertie’; les impulsions des photons sont k,——k,=—= k. La fonc- 
tion d'onde du système de deux photons (en représentation des 
impulsions) peut être représentée par un tenseur tridimensionnel 
d'ordre deux À,(#7) formé bilinéairement avec les composantes des 
fonctions d’ondes vectorielles des deux photons; chacun des indices 
de ce tenseur correspond à un des photons (#7 est le vecteur unité 
suivant %). La transversalité de chacun des photons est exprimée 


1 Un tel référentiel existe toujours, sauf dans le cas de deux photons se 
déplaçant parallèlement et dans le mème sens. L’impulsion totale k, +R, et 
l'énergie totale w,+-w, de tels photons sont liées entre elles par la même rela- 
tion que pour un photon, de sorte qu'il n'existe pas de référentiel où l'on 
aurait 4, +R: =0. 
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par le fait que À,, est perpendiculaire à #2: 
À fl "—= 0, An, -: 0. (9,1) 


La transposition mutuelle des photons signifie la transposition 
des indices de À, en même temps que le changement du signe 
de #. Les photons obéissant à la statistique de Bose, on a 


A; (—n) = À,;(n). (9,2) 


Le tenseur À, n'est pas, en général, symétrique sur ses indi- 
ces. SE nus -le Eu ses parties symétrique (s,) et antisyvmé- 
trique (aix) : Sa. La relation (9,2) [ainsi que les condi- 
tions d’ on alité (9,1)] doit, évidemment, être vérifiée sépare- 
ment par chacune de ces parties. On en déduit 


Sir (—8) --S;x (#2), (9,3) 
a; (—n) — —a;,(n). (9,4) 


L'inversion du système de coordonnées ne change pas par elle-même 
le signe des composantes d'un tenseur d'ordre deux, mais elle change 
celui de #. Il en résulte, d’après (9,3), que la fonction d'onde s,, est 
symétrique par rapport à l’inversion, c'est-à-dire qu'elle correspond 
aux états pairs du système de photons; la fonction d'onde u,,, 
elle, correspond aux états impairs. 

Un tenseur antisymétrique d'ordre deux équivaut (est le dual 
de) à un vecteur axial a, dont les composantes ont pour expression 


a; = + Ex Arr e.,, étant le tenseur antisymeétrique unité (cf. II, $ 6). 


L'orthogonalité du tenseur a,, au vecteur n# signifie que les vec- 
teurs a et z sont parallèles. Aussi peut-on écrire a — nœ(n), @ étant 
un scalaire; d’après (9,4) on doit avoir a(—n)=—ai{(n), de sorte 
que 

p(—n)=(n). 


C'est dire que le scalaire @ ne peut se construire linéairement 
qu'avec les fonctions sphériques d'ordre pair L (zéro compris). 

On voit que, par ses propriétés de transformation (dans les ro- 
tations) le tenseur antisymétrique a;; équivaut à un scalaire (com- 
parer avec le renvoi de Ia page 32). Attribuant à ce dernier le 
«spin» 0, on trouve que le moment de l'état J —£L. Ainsi donc, 
a;, Correspond aux états impairs du système de photons de mo- 
ment J pair. 

Considérons le tenseur symétrique s,,. Comme il est pair par 
rapport au changement du signe de #, il lui correspond des états 
pairs du système de photons. Il en résulte que toutes les compo- 


1 On a a; —e;x; ay, et la condition d'orthogonalité donne 
Gikfik =EirainR =(nX A); =0. 
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santes s, s'expriment à l’aide des fonctions sphériques d'ordre pair 
L (y compris L = 0). Un tenseur symétrique arbitraire du second 
ordre s, se réduit, on le sait, à un scalaire (s:;) et à un tenseur 
symétrique (s;) de trace nulle (s;; - 0). 

On attribue au scalaire s,: le «spin» zéro, de sorte que le mo- 
ment des états qui lui correspondent est J--£Z, c'est-à-dire pair. 
Au tenseur s;, correspond le «spin» 2 (cf. III, $ 58). Ajoutant, d’a- 
près la règle d'addition des moments, ce «spin» et le «moment or- 
bital» pair L, on trouve que pour J0 donné pair trois états sont 
possibles (avec L-J/+2, J), et pour JÆ1 impair deux états (avec 
L- JÆH1). Exceptions: J - 0 avec un état (L= 2) et J = 1] avec 
un état (L- 2). 

Dans ces calculs, toutefois, on n'a encore pas tenu compte du 
fait que s;, doit être orthogonal à #. Ceci étant, du nombre d'états 
obtenus il faut encore déduire le nombre d’états auxquels corres- 
pond un tenseur symétrique d'ordre deux «parallèle» à #. Un tel 
tenseur (désignons-le par s;,) peut se mettre sous la forme 


Sik on nb, 2e nb;, 


b étant un vecteur. D’après (9,3), ce vecteur doit vérifier la con- 
dition b(—n7)=——bl(n). Ainsi donc, le tenseur s;, responsable des 
états « superflus» équivaut à un vecteur impair. Ce vecteur ne devra 
donc s'exprimer qu’au moyen des fonctions sphériques d'ordres L 
impairs. Notant également qu’à un vecteur correspond le «spin» 1, 
on trouve que pour tout moment pair J/-£-0 deux états sont pos- 
sibles (avec L--J+1), et pour tout J impair un état (avec L—J); 
un cas particulier est J = O avec un état (L- 1). 

Reunissant les résultats obtenus, on obtient le tableau suivant 
indiquant le nombre d'états possibles pairs et impairs d'un système 
de deux photons (de somme d'’impulsions nulle) pour diverses va- 
leurs du moment total J : 


J Pairs Impairs 

(0) 1 l 

] — — (9,5) 
2k 2 I 

2R 1 ] — 


(k est un entier positif non nul). On voit que les états impairs 
sont absents pour les J impairs, la valeur J 1 elle-même étant 
impossible. 

La fonction d’onde d’un système de deux photons À4;, détermine 
la corrélation de leurs polarisations. La probabilité que les deux 
photons aient simultanément des polarisations déterminées e, et e, 
est en raison de 


À eiiesx. 
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En d’autres termes, si la polarisation e, d’un photon est donnée, 
celle du second e. est proportionnelle à 


Er © À kit. (9,6) 


Dans les états impairs du système 4,, coïncide avec le tenseur 
antisymétrique a;,. Alors 


ee; Naeiieir — 0, 


c'est-à-dire que les polarisations des deux photons sont orthogona- 
les. Dans le cas où la polarisation est lincaire cela signifie que 
leurs directions sont perpendiculaires, et que les sens de rotation 
sont contraires dans le cas de polarisations circulaires. 

Un état pair avec J =0 est décrit par un tenseur symétrique 
qui se réduit au scalaire 


Sy =Const-(ô,, —n;n,). 


Ceci étant, de (9.6) on déduit e, —e;. Dans le cas de polarisation 
linéaire cela signifie que leurs directions sont parallèles, et qu'ici 
encore leurs sens de rotation sont contraires dans le cas de polari- 
sations circulaires. Cette dernière circonstance est évidente a priori : 
pour J 0 la somme des projections des moments des photons sur 
une même direction k doit être en tout cas nulle (en ce qui concerne 
les projections sur des directions opposées k, et k., c’est-à-dire les 
hélicités, elles sont alors identiques). 


CHAPITREII 
BOSONS 


$S 10. Equation d'onde pour les particules de spin 0 


Nous avons montré au chapitre premier comment on peut édifier 
une description quantique du champ électromagnétique libre. Nous 
sommes partis pour cela des proprièêtés connues du champ à la 
limite classique et nous avons utilisé les concepts de la mécanique 
quantique usuelle. Cette description du champ en tant que système 
de photons implique nombre de traits qui sont aussi transposes 
dans la description relativiste des particules en théorie quantique. 

Le champ électromagnétique constitue un système à une infi- 
nité de degrés de liberté. La loi de conservation du nombre de 
particules (de photons) n'existe pas pour lui, et parmi ses états pos- 
sibles il en est avec un nombre arbitraire de particules'. En thco- 
rie relativiste cette propriété doit être aussi, en général, celle de 
systèmes de particules quelconques. La conservation du nombre de 
particules en théorie non relativiste est liée à la loi de conserva- 
tion de la masse: la somme des masses (de repos) de particules ne 
varie pas dans leur interaction; or, la conservation de la somme 
des masses, par exemple, dans un système d'électrons signifie aussi 
l'invariance de leur nombre. En mécanique relativiste la loi de 
conservation de la masse n'existe pas; seule doit être conservée 
l'énergie totale du système (impliquant aussi l'énergie de repos des 
particules). Dès lors, le nombre de particules ne doit plus se con- 
server, si bien que toute théorie relativiste de particules doit être 
une théorie de systèmes comprenant une infinité de degrés de li- 
berté. En d’autres termes, une telle théorie de particules revêt le 
caractère d'une théorie de champ. 

Un appareil mathématique adéquat pour la description de sys- 
tèemes avec un nombre variable de particules est celui de deuxième 
quantification (III, $ 64, 65). Dans la description quantique du 
champ électromagnétique le rôle d'opérateur de deuxième quantifi- 
cation est tenu par le quadripotentiel À. [Il s'exprime au moyen 


1 En fait, il est bien entendu que le nombre de photons ne varie qu'à 
l'issue de divers processus d'interaction. 
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des fonctions d'ondes (de coordonnées) de diverses particules (des 
photons) et des opérateurs de création et d’annihilation de ces par- 
ticules. Un rôle analogue dans la description d'un système de par- 
ticules est tenu par l’opérateur # de la fonction d'onde quantifiée. 
Pour le construire, il faut, avant tout, connaître la forme de la 
fonction d’onde d’une particule libre et celle de l'équation vérifiée 
par cette fonction. 

Il convient de souligner le caractère auxiliaire de la notion de 
champ de particules libres. Les particules réelles interagissent, et 
l'objectif de la théorie est d'étudier ces interactions. Or, toute 
interaction se ramène à une collision, avant et après laquelle le 
système peut être considéré comme un ensemble de particules li- 
bres. Il a été dit au $ 1 qu’elles étaient les seuls êtres mesurables. 
Ceci étant, nous nous servirons des champs de particules libres 
comme moyen de description des états initiaux et finaux. 

Nous commencerons la description relativiste des particules li- 
bres par le cas de particules de spin 0. La simplicité mathématique 
de ce cas permet d'’expliciter en toute clarté les idées majeures et 
les traits caractéristiques d'une telle description. 

L'état d’une particule libre (sans spin) peut être complètement 
déterminé par la donnée de sa seule impulsion p. Alors l'énergie & 
de la particule! a pour définition e*—p°-+m*? (mn étant la masse 
de la particule), ou sous forme quadridimensionnelle : 


p° == m°. (10,1) 


On sait que les lois de conservation de l'impulsion et de l’éner- 
gie sont liées à l’homogéncité de l’espace et du temps, c’est-à-dire 
à la symétrie par rapport aux translations du quadrisystème de 
coordonnées. En description quantique l'exigence de cette symétrie 
signifie que la fonction d'onde d’une particule de 4-impulsion dé- 
terminée ne peut qu'être multipliée par un facteur de phase (de 
module 1) dans une translation des 4-coordonnées. Seule une ex- 
ponentielle d’exposant linéaire par rapport aux 4-coordonnées ré- 
pond à cette exigence. En d’autres termes, la fonction d’onde de 
l'état d’une particule libre de 4-impulsion déterminée p*_-(e, p) 
doit être une onde plane: 


const:e”P*, px et — pr (10,2) 


(le choix du signe dans l’exposant en théorie relativiste est con- 
ventionnel ; il est choisi conformément au cas non relativiste). 
L'équation d'onde doit admettre les fonctions (10,2) pour solu- 
tions particulières pour tout 4-vecteur p vérifiant la condition (10,1). 
Exprimant le principe de superposition, elle doit être linéaire: 


1 Nous désignons l’énergie d’une seule particule par £e, à la différence de 
l'énergie E d'un système de particules, 
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toute combinaison linéaire des fonctions (10,2) décrit également un 
état possible de la particule, et doit donc être aussi solution. En- 
fin, elle doit être d'ordre le plus bas possible, car un ordre élevé 
introduirait des solutions superîilues. 

Le spin est le moment d'une particule dans son référentiel de 
repos. Si le spin de la particule est s, sa fonction d'onde dans le 
référentiel de repos est un spineur tridimensionnel d'ordre 2s. La 
description de la particule dans un référentiel arbitraire exige que 
sa fonction d'onde soit exprimée sous forme de quantités quadridi- 
mensionnelles. 

Une particule de spin 0 est décrite dans son référentiel de re- 
pos par un 3-scalaire. Toutefois, un tel scalaire peut avoir une 
«origine» quadridimensionnelle différente : cela peut être un 4-sca- 
laire #, mais aussi bien la quatrième composante d’un 4-vecteur 
w, (du genre temps) dont seule la composante ÿ, est non nulle 
dans le référentiel de repos. 

Pour’ une particule libre le seul opérateur pouvant figurer dans 
l'équation d'onde est l'opérateur 4-impulsion p. Ses composantes 
sont les opérateurs de dérivation par rapport aux coordonnées et 
au temps: 


pride (ie, —iv). (10,3) 


L’équation d’onde doit être une relation différentielle entre 1 
et wÿ, réalisée à l'aide de l'opérateur p. Cette relation doit, bien 
entendu, être invariante par Lorentz. Telles sont les relations 


my a PAŸ, pr, = mp, (10,4) 


m étant une constante dimensionnelle caractérisant la particule*. 
Reportant #, de la première équation dans la seconde, il vient 


(p°—m*) ÿ = 0 (10,5) 
(O0. Klein, V. Fok, 1926). Développée, cette équation s'écrit 
0° 2 
— 0,0 = (— ta) me. (10,6) 


En y substituant + sous forme d'onde plane (10,2), on obtient 
p*:=m°, d'où l'on voit que m est la masse de la particule. Notons 
que la forme de l'équation (10,5) résulte aussitôt du fait que p° 
est le seul opérateur scalaire qu'on puisse former avec p (pour cet- 


1 Ou bien de façon analogue la composante temporelle d'un 4-tenseur d'ordre 
plus élevé; mais ce cas ménerait à des équations d'ordres plus élevés. 

* Les constantes m sont introduites dans (10,4) de sorte que #4, et ÿ aient 
la mème dimension. Il n'y a pas lieu d'introduire dans ces deux équations des 
constantes m, et m. différentes, car on pourrait toujours les rendre égales en 
redéfinissant 4 ou Y,. 
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te raison, à une équation de ce genre satisfait chacune des compo- 
santes de la fonction d'onde d’une particule de spin quelconque, 
chose que nous constaterons par la suite à maintes reprises). 

Ainsi donc, une particule de spin O est décrite en fait par le 
seul scalaire (quadridimensionnel) vérifiant l’équation du second 
ordre (10,5). Pour ce qui est des équations du premier ordre (10,4), 
le rôle de fonction d'onde incombe à un ensemble des quantités 1 
et w#,, et le 4-vecteur 1, se réduit au 4-gradient du scalaire 1}. 
Dans le référentiel de repos la fonction d'onde de la particule ne 
dépend pas des coordonnées (spatiales), et, comme il se doit, les 
composantes spatiales du 4-vecteur 4, y sont nulles. 

Afin de pouvoir effectuer par la suite la deuxième quantification, 
il est utile d'exprimer l'énergie et l'impulsion d’une particule sous 
forme d’intégrales, par rapport à l'espace, de certaines combinaisons 
bilinéaires (en vw et w*) constituant en quelque sorte la densité 
spatiale de ces quantités. En d’autres termes, il faut trouver le 
tenseur d’énergie-impulsion T,, correspondant à l'équation (10,5). 
A l’aide de ce tenseur la loi de conservation de l'énergie et de 
l'impulsion s'exprime par l'équation 


ô,T# -0. (10,7) 


Suivant les règles générales de la théorie des champs (cf. IT, 
$ 32), nous écrirons à cet effet le principe variationnel dont l’'équa- 
tion (10,5) serait une conséquence. Aux termes de ce principe doit 
être minimum l’«intégrale d’action» 


S-\Ldx (10,8) 


d'un certain d4-scalaire réel Z—de la densite de la fonction de 
Lagrange du champ. À l’aide du scalaire ÿ (et de l'opérateur ©) 
on peut former une expression bilinéaire scalaire réelle de la forme 


L à p* -drp— mp", (10,9) 


m étant une constante dimensionnelle. Considérant et #* comme 
des variables indépendantes décrivant le champ (les «coordonnées 
généralisées» g du champ), il est facile de voir que les équations 
de Lagrange 

Q OL  OôL 

man do (10,10) 
(qu = 0,q) coïncident effectivement avec les équations (10,5) pour 
w et #", et =” est la masse de la particule. Notons également que 
l'expression (10,9) est écrite avec un signe général tel que le carré 


1 L'opérateur L deux fois quantifié est appelé lagrangien du champ. Pour 
ètre laconiques, nous nous servirons de ce terme, suivant la commodité, pour la 
densité de la fonction de Lagrange, qu'elle soit « quantifiéc» ou non. 
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de la dérivée par rapport au temps, |dwp/ôf |’, figure dans L avec 
le signe + ; sinon, l'action ne saurait avoir un minimum (cf. II, 
$ 27). Quant au choix du coefficient général numérique dans Z, il 
est conventionnel (et il n'affecte que le coefficient normalisant 
dans #, cf. ci-dessous). 

Le tenseur d'énergie-impulsion se calcule à présent d'après la 
formule 


OL v 
Te qu — Lu (10,11) 
(sommation sur tous les g). Substituant (10,9), il vient 
T,, - 0,4" -0,ÿ +0,4°-0,p— Lg, (10,12) 


(ces quantités sont, comme il se doit, réelles, réalité assurée par 
celle de L). En particulier, 


*0 (01 l ès : Ets 
Too 2 LE SERV vE + mp, (10,13) 
… 2b° p , dp° 9 (10,14) 


0 Ji ‘ odxi À 
La 4-impulsion du champ est donnée par l'intégrale 


P, = | Tuodx, (10,15) 


c’est-à-dire que T,, et T,; jouent le rôle de densité d'énergie et 
d'impulsion. Notons que T,, est définie positive. 

La formule (10,13) peut servir à normaliser la fonction d'onde. 
L'onde plane normalisée «à une particule dans le volume V - 1» 
s'écrit sous la forme 

l 


Po = V 2 


En effet, pour cette fonction T,,—æe, de sorte que l'énergie totale 
dans le volume V -- 1 coïncide avec l'énergie d’une seule particule. 

Le moment cinétique, dont la conservation est liée à l’isotropie 
de l'espace, peut, lui aussi, s'exprimer sous la forme d'une inté- 
grale d'espace; mais nous n’aurons pas besoin par la suite d’une 
telle représentation du moment. 

Enfin, outre les lois de conservation liées directement à la sy- 
métrie spatio-temporelle, les équations (10,4) admettent encore une 
loi de conservation. En effet, il est facile de voir qu'en vertu de 
(10,4) (et d'équations analogues pour 1°) on a l'équation 


0,j* — 0, (10,17) 


e-iPx, (10,16) 


où | 
j, = m (pbs + bath) = à [db — (0, D") 1]. (10,18) 


D'où l’on voit que j» joue le rôle de 4-vecteur densité de courant. 
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Alors (10,17) est l'équation de continuité, qui exprime la loi de 
conservation de 


Q={\ dx, (10,19) 
où ; 
L=-r-i(ve-Tv). (10,20) 


Notons que j, n’est pas une quantité définie positive. Il résulte 
déjà de ceci qu’on ne saurait certainement pas l’interpréter dans 
le cas général en tant que densité de probabilité de la localisation 
spatiale de la particule. Le sens de la loi de conservation exprimée 
par l'équation (10,17) sera dégagé au paragraphe suivant. 


$S 11. Particules et antiparticules 


Suivant les règles générales de deuxième quantification, nous 
devons considérer le développement d’une fonction d'onde arbitraire 
en fonctions propres d’un choix complet d'états possibles de Îa 
particule libre, par exemple en ondes planes 1, : 


pP—=Dapbp, Ÿ'=2arbp. 
P P 


Après quoi, les coefficients a, , a devraient être interprétés comme 


des opérateurs a,, a, d'annihilation et de création de particules 
dans les états correspondants!. 

Mais ce faisant, nous nous heurtons d'emblée à la circonstance 
majeure nouvelle (en comparaison de la théorie non relativiste) sui- 
vante. Dans une onde plane, solution de l'équation (10,5), l’éner- 
gie e doit satisfaire (pour une impulsion p donnée) à la seule con- 
dition e*=p*+m*, c'est-à-dire qu’elle peut avoir deux valeurs: 
e——+} p°+m*. Mais seules peuvent avoir le sens physique d'ener- 
gie d’une particule libre les valeurs positives de &. Or, on ne sau- 
rait purement et simplement omettre les valeurs négatives: seule 
la superposition de toutes les solutions particulières indépendantes 
de l’équation d'onde en donne sa solution générale. D'où la nécessité 
d’une certaine modification de l’interprétation des coefficients du 
développement de # et #* lors de la deuxième quantification. 

Ecrivons ce développement sous la forme 


_ Le C+) à (pr-et) 1 C—) si (pr+et) 
v-Zyr ë +E7t eitprten, (11,1) 


1 Nous affcctons les fonctions 4 de l'indice de 4-impulsion p, ayant en vue 
par la suite de désigner les fonctions de «fréquence négative» par Ÿ_,- Quant 
aux opérateurs a, a+, ils sont affectés de l'indice d'impulsion tridimensionnelle p, 
laquelle détermine complètement l'état d’une particule réelle. 
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avec, dans la première sommation, des ondes planes normalisées 
conformément à (10,16) à «fréquences» positives, et négatives dans 
la seconde sommation; æe désigne partout la quantité positive 


+) p°+m°. Lors de la deuxième quantification, on remplace comme 


d'habitude les coefficients a£'? dans la première sommation par les 
opérateurs a, d’annihilation des particules. Dans la seconde som- 
mation, on remarquera que, dans la formation ultérieure des élé- 
ments de matrice, la dépendance temporelle de ses termes corres- 
pondra non pas à l’annihilation, mais à la création de particules: 
le facteur et = (e-it)* répond à une particule excédentaire d'énergie & 
dans l’état final (cf. fin $ 2). En conséquence, on remplace les 
coefficients af? par les opérateurs b'*} de création de certaines 
autres particules. Remplaçant également dans la seconde sommation 
dans (11,1) la notation de la variable de sommation p par —p 
(afin que le facteur exponentiel prenne la forme e-‘(r-tf)), on ob- 
tient les opérateurs sous la forme 

{px 1 ht oipx ue + px _: —ipx 

=) 7x re px bi eirx), 1p* site + b,e7iPx), 
: d (11,2) 


Ainsi donc, tous les opérateurs a,, b, sont multipliés par des 
fonctions à dépendance «régulière» du temps (-e”'#), et les opé- 


rateurs a>, b), par leurs conjuguées complexes. C'est précisément 
ceci qui permet d’interpréter, en vertu des règles générales, a,, b, 
comme des opérateurs d'annihilation, et a, b, comme des opéra- 
teurs de création de particules d’impulsions p et d'énergies &. 
Nous sommes conduits au concept de deux espèces de particules 
qui se manifestent ensemble et sur un pied d'égalité. On les appelle 
particules et antiparticules (le sens d’une telle appellation sera dé- 
gagé par la suite). Aux unes correspondent dans l'appareil de deu- 


xième quantification les opérateurs a,, a, , aux autres les opérateurs 


b,, b>. Les deux espèces de particules, dont les opérateurs figurent 
dans le même opérateur #, ont, par là, les mêmes masses. 

On peut aussi bien aborder l'origine de ces résultats du point 
de vue des exigences directes d'invariance relativiste. 

Les transformations de Lorentz constituent, sous l'angle mathé- 
matique, des rotations du 4-système de coordonnées qui changent 
la direction de l’axe des temps (avec les rotations purement spatia- 
les, qui n’affectent pas l’axe des temps, elles constituent un groupe 
de transformations, dit groupe de Lorentz ). Toutes ces transforma- 


1 Notons que l'ensemble de toutes les rotations tridimensionnelles (spatiales) 
constitue par lui-même un groupe, lequel est un sous-groupe de Lorentz. Mais 
l'ensemble des transformations de Lorentz ne constitue pas par lui-même un 
groupe : le résultat de transformations de Lorentz successives peut se réduire à 
une rotation purement spatiale. 
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tions possèdent cette propriété commune qu’elles ne font pas sortir 
l'axe des £ de la nappe correspondante du cône de lumière. On a 
là l'expression du principe physique qu'est l'existence d’une vitesse 
limite de propagation de signaux. 

Or, sous le rapport purement mathématique, le changement 
simultané du signe de toutes les quatre coordonnées (inversion 
quadridimensionnelle) est aussi une rotation: le déterminant de cette 
transformation est +1, comme celui de toute autre transformation 
de rotation. Alors, l’axe des temps est reporté d’une nappe du 
cône de lumière dans l’autre. Bien que cette circonstance signifie 
qu’une telle transformation est physiquement irréalisable (en tant 
que transformation du référentiel), au point de vue mathématique 
la différence est réduite au seul fait que (la métrique étant pseudo- 
euclidienne) une telle rotation ne saurait se faire en marge d'une 
transformation complexe des coordonnées. 

Il est naturel de considérer que cette différence est mineure 
quand il s’agit d’invariance quadridimensionnelle. Alors toute expres- 
sion invariante par Lorentz doit être également invariante par 4-inver- 
sion. La formulation exacte de cette exigence en application à 
l'opérateur scalaire # sera donnée au $ 13. Mais notons d'emblée 
que, de toute façon, elle conduit à la nécessité de la présence simul- 
tanée dans les opérateurs 1 de termes avec les deux signes devant & 
dans les exposants, puisque la substitution { ——# change précisé- 
ment ces signes. 

Revenons aux expressions (11,2) et ctablissons les relations de 


commutation entre les opérateurs a,, a; (et b,, b>). Dans le cas 


de photons ceci a été fait (pour c,, cp) par analogie avec des 
oscillateurs, c’est-à-dire, en fait, en partant des propriétés du champ 
électromagnétique à la limite classique. Mais à présent on n’a plus 
une telle analogie. Pour établir les règles de commutation (de Bose 
ou de Fermi) entre opérateurs, nous devons nous guider seulement 
de la forme de l’hamiltonien formé avec ces opérateurs. 

Celui-ci s'obtient (cf. III, $ 64) en substituant # et #+ à pet Ÿ° 


dans l'intégrale \ Tee d'x !. On trouve ainsi 


H - Ze (ay ar + b, bp ). (11,3) 


Il est facile de voir qu'on n'obtient un résultat sensé pour les 
valeurs propres de cet hamiltonien que si les opérateurs vérifient 


! En théorie non relativiste on convient alors d'écrire l'opérateur adjoint 
d+ à gauche de 4. Mais ici l'ordre est indifférent, car la permutation de 4 
et de + n'entrainerait que la permutation des opérateurs ap et bp investis 
de droits égaux. Toutefois, ayant choisi tel ou tel ordre, il faudra toujours $e 
conformer à la même règle. 
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les règles de commutation de Bose: 
(tous les autres couples d’opérateurs sont commutatifs; en particu- 


lier, sont commutatifs tous les opérateurs a,, a, des particules avec 
tous les opérateurs b,, b, des antiparticules). En effet, en ce cas 


H=Ze(aya +b5b, +1). 


Les valeurs propres des produits a,;a, et h,b, sont égales aux 
entiers positifs W, et N, que sont les nombres de particules et 
d'antiparticules. Pour ce qui est de la constante additive infinie 
Se («l'énergie du vide»), on peut de nouveau en faire abstraction : 


E-Xe(No+ No) (11,5) 


[cf. formule (3,1) et renvoi correspondant]. Cette expression est 
définie positive et correspond au concept de deux espèces de par- 
ticules réellement existantes. De façon analogue, on obtient 
pour l'impulsion totale d'un système de particules 


P=2Zp (No +, ) (11,6) 


Si l'on avait pris au lieu de (11,4) les relations de commuta- 
tion de Fermi (des anticommutateurs au lieu de commutateurs), 
on aurait eu 


H=2De(a;a, —b;b, + 1), 
P 


et au lieu de (11,5), l'expression dénuée de sens physique 
D'Ee(N>— Nh) qui, n'étant pas définie positive, ne saurait repré- 
senter l'énergie d’un système de particules libres. 

De sorte que les particules de spin 0 sont des bosons. 

Puis, considérons l'intégrale Q (10,19). Remplaçant dans j° les 
fonctions 1 et w#* par les opérateurs 1 et #* et intégrant, on 
obtient 


Q= 2 (ap ap — bp be) = 2 ar ap — bp bp — 1). (11,7) 

Valeurs propres de cet opérateur (déduction faite de la constante 
additive inessentielle Ÿ 1) : 

Q= 2 (Wr— No). (11,8) 


on voit qu’elles sont égales aux différences des nombres totaux 
de particules et d’antiparticules. 
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Tant que nous considérons des particules libres, faisant abstrac- 
tion de toute interaction entre elles, le sens de la loi de conser- 
vation de Q [ainsi que, du reste, des lois de conservation de l'énergie 
et de l'impulsion totales (11,5-6)] reste, bien entendu, conventionnel 
dans une large mesure : en réalité est conservée non seulement cette 


somme, mais aussi chacun des nombres NW, NV, séparément. La con- 
servation de Q à l'issue de l'interaction dépend du caractère de 
l'interaction. Si Q est conserve (c'est-à-dire si l'opérateur Q com- 
mute avec l’hamiltonien de l'interaction), alors l'expression (11,8) 
montre quelle est la restriction imposce par cette loi aux variations 
possibles du nombre de particules: seules peuvent paraître ou dis- 
paraître des paires « particule + antiparticule ». 

Si une particule est électriquement chargée, son antiparticule 
doit avoir la charge contraire: si toutes deux avaient la même 
charge, la création ou l’annihilation de leur paire contredirait à 
la loi immuable de la nature qu'est la conservation de la charge 
électrique totale. Nous verrons par la suite ($ 32) comment cette 
opposition des charges (lorsque des particules interagissent avec 
le champ électromagnétique) apparaît automatiquement dans la 
théorie. 

La quantité Q s'appelle parfois la charge du champ des parti- 
cules données. Pour des particules électriquement chargées, Q défi- 
nit, notamment, la charge électrique totale du système (mesurée 
en unité de charge élémentaire e). Encore faut-il souligner que 
particules et antiparticules peuvent être électriquement neutres. 

De cette façon, on voit comment le caractère de la dépendance 
relativiste de l'énergie par rapport à l'impulsion (la racine de 
l'équation e° -p*+m° a deux signes), de concert avec les exigen- 
ces d’invariance relativiste, conduit en théorie quantique à un nou- 
veau principe de classification des particules, à la possibilite de 
l'existence de paires de particules différentes (particule — antipar- 
ticule) qui se trouvent entre elles dans la correspondance décrite 
plus haut. Cette prédiction remarquable a été faite (pour les par- 
ticules de spin 1/2) par Dirac en 1930, avant la découverte de 
la première antiparticule— du positron. 


$ 12. Particules réellement neutres 


Lors de la deuxième quantification de la fonction # (11,1) les 


coefficients ak'” et al? étaient considérés comme des opérateurs se 


rapportant à différentes particules. Mais cela n'est pas obligatoire : 
comme cas particulier, les opérateurs de création et d’annihilation 
figurant dans % peuvent se rapporter aux mêmes particules [ainsi 
qu’il en était des photons, cf. (2,17)]. Désignant dans ce cas lesdits 
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opérateurs par €, et C}, nous écrirons l'opérateur # sous la forme 
Ï due Les 
v-Lyr (e rte) (12,1) 


Le champ décrit par un tel opérateur correspond à un système 
de particules identiques, dont on peut dire qu'elles «coïncident 
avec leurs antiparticules ». 

L'opérateur (12,1) est hermitique (h* = +); on peut dire que 
le champ est réel. Il est naturel qu'un tel champ ait deux fois 
moins de «degrés de liberté» qu’un champ complexe, pour lequel 
les opérateurs %# et p* ne coincident pas. 

Ceci étant, exprimé au moyen de l'opérateur réel w#, le lagran- 
gien du champ doit contenir en plus [par rapport à (10,9)] le fac- 
teur !/. 


I ne. 
L = (0, - dr — m°). (12,2) 
Le tenseur d’énergie-impulsion correspondant est 
T,. -:0,%-0,%— Lg, (12,3) 


de sorte que l’opérateur densité d'énergie s'écrit 
9% 0 \* : ne 
To (SR) Le) ++ mel 129 
Substituant (12,1) dans \ T,,d'x, on obtient l'hamiltonien du champ 
H=z De (cp + cpcp). (12,5) 
P 


Ceci montre de nouveau que la quantification doit être celle de Bose : 
{Ch Cle |: (12,6) 


et les valeurs propres de l'énergie (faisant encore abstraction de 
la constante additive) 


E= DEN (12,7) 
P 


Si la quantification avait été celle de Fermi, on aurait obtenu 
le résultat absurde que la valeur de E ne dépend pas de W,. 

La «charge» Q du champ envisagé est nulle. Cela est déjà evi- 
dent du fait que Q doit changer de signe lorsque les particules 
sont remplacées par les antiparticules; or, dans le cas donné, les 


1 Tel le facteur excédentaire !/, dans l'opérateur (2,10) densité HR 
du champ électromagnètique (exprimé en fonction des opérateurs réels E et H) 
en comparaison de la densité d'énergie du Es (3,2) exprimée au moyen de 
sa fonction d'onde complexe ; cf. nota p. 
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unes et les autres «coïncident». Ceci étant, il n'existe pas non 
plus de 4-vecteur densité de courant. En effet, l'expression 


j, = i[b+0,4 —(0,+*)%#] (12,8) 


de l'opérateur 4-courant conservatif j s’annule pour wd -w* (le 
vecteur w#o,w, lui, n’est pas conservé par lui-même). À son tour, 
ceci traduit l’absence d’une loi de conservation particulière qui 
limiterait les variations possibles du nombre de particules. Il est 
évident que de telles particules sont, de toute façon, électrique- 
ment neutres. 

Les particules de cette espèce sont dites réellement neutres, à 
la différence des particules électriquement neutres, qui ont une anti- 
particule. Alors que celles-ci ne peuvent s’annihiler (se transfor- 
mant en photons) que par paires, les particules réellement neutres 
peuvent s’annihiler individuellement. 

La structure de l'opérateur 1 (12,1) est la même que la struc- 
ture des opérateurs (2,17-20) du champ électromagnétique. On 
peut dire en ce sens que les photons eux aussi sont des particules 
réellement neutres. Dans le cas du champ électromagnétique l’her- 
miticité des opérateurs était due au fait que les champs électrique 
et magnétique étaient réels en tant que grandeurs physiques me- 
surables (à la limite classique). Dans le cas des opérateurs à de 
particules il n'existe pas de lien de ce genre, puisqu'il ne leur 
correspond pas de grandeurs directement mesurables quelles qu’elles 
soient. À ce sujet, il y a lieu de rappeler de nouveau que, dans 
la théorie existante, les opérateurs 1 sont probablement des « no- 
tions rudimentaires» qui disparaitront d’une théorie conséquente. 

L'absence de 4-vecteur courant conservatif est une propriete 
générale des particules réellement neutres qui n’est pas due à un 
spin nul (ainsi, elle a aussi lieu pour les photons). Elle exprime 
physiquement l'absence des interdictions correspondantes pour la 
variation du nombre de particules. Du point de vue formel, il 
existe un lien direct entre l'absence de courant conservatif et 
la réalité du champ: l’hermiticité de %. 

Le lagrangien d’un champ complexe 


L — 0,w+ Op — m'p+4 (12,9) 
est invariant par rapport à la multiplication de l'opérateur 1 par 
un facteur de phase arbitraire, c'est-à-dire par rapport aux trans- 
formations ! 

et, dr —e- pt. (12,10) 


Notamment, le lagrangien ne varie pas par la transformation infi- 
nitesimale 
Ÿd — # + ida-w#, dt —- pt —iôx-p*. (12,11) 


1 L'ensemble de ces transformations est appelé groupe de jauge. 
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Lorsque les «coordonnées généralisées» g varient infiniment peu, 
le lagrangien subit la variation ‘ 


OL oL OI Ô dL 
_ KE — 0 
= E(au + due) 2 (EE) + 
0 ÔL | 
LD Fr re q) 

(sommation sur tous les qg). Le premier terme est nul en vertu 
des «équations du mouvement» (des équations de Lagrange). Si 
l'on entend par «coordonnées» q les opérateurs # et ÿ* et qu'on 
pose Ov -- iôœ-w#, 6b*  — iôa-w*, on obtient 

6L — da Ex (4 5 — ne 

HU 


ox! 


Ceci montre que la condition d'invariance du lagrangien (ÔL — 0) 
équivaut à l'équation de continuité (0, j# =0) pour le 4-vecteur 
j# =i( pt L 


Ô OL 
op: —Ÿ dY à ® (12,12) 


On s’assurerait sans peine que pour le lagrangien (12,9) cette for- 
mule conduit au courant (12,8). 

Ainsi donc, dans le formalisme mathématique de la théorie 
l'existence d’un courant conservatif est liée à l’invariance du la- 
grangien par rapport aux transformations (12,10) (W. Pauli, 1941). 
Le lagrangien (12,2) d’un champ réellement neutre ne possède pas 
cette symétrie. 


$ 13. Transformations C, P, T 


Contrairement à la 4-inversion, l’inversion tridimensionnelle 
(spatiale) n’est pas réductible à des rotations du 4-système de coor- 
données : le déterminant de cette transformation est égal non pas 
à —-1, mais à —1. Aussi les propriétés de symétrie des particules 
par rapport à l’inversion (P) ne sont-elles pas déterminées d'avance 
par des considérations d’invariance relativiste!. 

Appliquée à la fonction d’onde scalaire, l'opération d'inversion 
consiste dans la transformation 


Ph(f, r)=+vd(, —r), (13,1) 


le signe + ou — au second membre correspondant respectivement 
à un vrai scalaire ou à un pseudoscalaire. 


1 Le groupe de Lorentz complété de l’inversion d'espace est dit groupe de 
Lorentz élargi (à l'encontre du groupe initial ne contenant pas P, dit propre). 
Le groupe élargi contient toutes les transformations qui ne font pas sortir l’axe 
des { des nappes correspondantes du cône de lumière, 
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Ceci montre qu'il convient de distinguer deux aspects du com- 
portement de la fonction d'onde dans l’inversion. L’un d’eux est 
lié à la dépendance de la fonction d'onde par rapport aux coor- 
données. Seule cette question était envisagée en mécanique quanti- 
que non relativiste: elle conduit à la notion de parite d'état (que 
nous appellerons à présent parité orbitale), laquelle caractérise les 
propriétés de symétrie du mouvement de la particule. Si l’état 
possède une parité orbitale déterminée (+1 ou — 1), cela signifie 
que 


dE, —r)=+vV(i, Fr). 


L'autre aspect est le comportement (dans l'inversion des axes 
de coordonnées) de la fonction d'onde au point donné (qu'il est 
commode d'assimiler à l'origine). Ce comportement conduit à la 
notion de parité intrinsèque de la particule. À la parité intrinsèque 
+ 1 ou —1 correspondent (pour une particule de spin 0) deux 
signes dans la définition (13,1). La parité totale d’un système de 
particules est donnée par le produit de leurs parites intrinsèques 
et de la parité orbitale du mouvement relatif. 

Les propriétés de symétrie «intrinsèques» de diverses particules 
ne se manifestent, bien entendu, qu’au cours des processus de leurs 
transformations mutuelles. L'analogue de la parité intrinsèque en 
mécanique quantique non relativiste est la parité d'état lié déter- 
miné d’un système complexe (par exemple d’un noyau). Du point 
de vue de la théorie relativiste, qui ne fait pas de distinction de 
principe entre particules complexes et élémentaires, une telle parité 
intrinsèque ne diffère pas de la parité intrinsèque des particules 
qui figurent en théorie non relativiste comme particules élémentai- 
res. Dans le domaine non relativiste, où celles-ci sont invariables, 
leurs propriétés de symétrie intrinsèques sont inobservables, de 
sorte que leur considération aurait été dénuée de sens physique. 

Dans l'appareil de deuxième quantification, la parité intrinsè- 
que s'exprime par le comportement des opérateurs 1 dans l’inver- 
sion. Aux champs scalaire et pseudoscalaire correspondent les lois 
de transformation 


P: dé, r)— Hit, —7r). (13,2) 


Le sens lui-même de l’action de l’inversion sur l'opérateur 1 doit 
être formulé sous la forme d’une transformation déterminée des 
opérateurs d’annihilation et de création des particules: elle doit 
se traduire ‘par (13,2). Il est facile de voir que telle est la trans- 
formation 


(et de mène pour les opérateurs adjoints). En effet, faisant cette 
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substitution dans l'opérateur : 


Ÿ (é, r) _ 2-7 (ap e—iwl+ipr + by eiwi—ipr) (13,4) 


et changeant ensuite la notation de la variable de sommation 
(p——p}), on le met sous la forme +wÿ(f, —r). De sorte que si 
l'on note +” (f, r) l'opérateur qui a subi la transformation (13,3), 
on peut écrire l'égalité 


Do Fr) Hp, —r). (13,5) 


Notons que la transformation (13,3) a un caractère tout à fait 
naturel : l’inversion change le signe du vecteur polaire p, de sorte 
que les particules d'impulsion p sont remplacées par des particules 
d’impulsion — p. 

Dans (13,3) les opérateurs a, et b, se transforment tous deux 
avec les signes supérieurs, ou bien tous deux avec les signes in- 
férieurs. Dans l'appareil de deuxième quantification ceci traduit 
l'identité des parités intrinsèques de la particule et de l’antiparti- 
cule (de spin 0). Cette identité est déjà évidente par elle-même 
du fait que particules et antiparticules (de spin 0) sont décrites 
par les mêmes fonctions d'ondes (scalaires ou pseudoscalaires). 

L'opérateur 1# (13,4) est aussi doué de symétrie par rapport à 
une transformation qui n'a pas son analogue en théorie non rela- 
tiviste;, c'est la conjugaison de charge, notée C. Si l’on interchange 
tous les opérateurs a, et b,: 


(c'est-à-dire si l'on remplace mutuellement les particules par les 
antiparticules), 1 se transforme en son «conjugué de charge » #°, et 


DC, Fr) pt (4 r). (13,7) 


Cette égalité exprime la symétrie avec laquelle les notions de 
particules et d’'antiparticules entrent dans la théorie. 

Notons que la délinition de la transformation de conjugaison 
de charge contient un certain arbitraire formel inessentiel. Le sens 
de la transformation ne change pas si l’on introduit dans la défi- 
nition (13,6) un facteur de phase arbitraire : 


a) — er” bh, b,— er dp- 


ÿ — et, pt — ep, 
et itérant cette transformation, on reviendrait, comme auparavant, 
à l'indentité (db —#). Mais toutes ces définitions sont équivalen- 
tes. Etant donné que les propriétés des opérateurs # ne changent 
pas quand ils sont multipliés par un facteur de phase (comparer 


On aurait alors 
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avec la fin du paragraphe précédent), on peut simplement désigner 
par we'z/* l’opérateur 1#, après quoi on est ramené à la définition 
de la conjugaison de charge sous la forme (13,6-7). 

Comme la conjugaison de charge remplace une particule par 
une antiparticule qui ne lui est pas identique, elle ne conduit pas 
dans le cas général à l'apparition d’une nouvelle caractéristique 
quelconque d’une particule ou d’un système de particules en tant 
que telles. 

Les systèmes formés par un nombre égal de particules et 
d’antiparticules constituent, en ce sens, une exception. L’opéra- 
teur C transforme un tel système en lui-même, si bien qu'il existe 
dans ce cas pour cet opérateur des états propres, lesquels corres- 
pondent aux valeurs propres C—Æ+1 (celles-ci résultent du fait 
que C*—]). Pour décrire la symétrie de charge, on peut alors 
considérer que particule et antiparticule sont deux «états de 
charge» différents d’une même particule, qui se distinguent par la 
valeur du nombre quantique de charge Q — + 1. La fonction d'onde 
d'un système se présente comme le produit de la fonction orbitale 
et de la fonction «de charge» et doit être symétrique par rapport 
à la transposition simultanée de toutes les variables (de coordon- 
nées et de charge) de toute paire de particules. Quant à la symé:- 
trie de la fonction «de charge», elle détermine la parité de charge 
du système (cf. problème). 

Ainsi qu’il a été souligné au $ 1, en théorie relativiste il n’y 
a pas de différence de principe entre particules «complexes» et 
«élémentaires». Ceci étant, la notion de parité de charge, elle 
aussi, qui apparaît de façon naturelle pour les systèmes « réellement 
neutres», doit se rapporter de même aux particules «élémentaires » 
réellement neutres. Dans l’appareil de deuxième quantification 
cette notion est décrite par l'égalité 


pc = +; (13,8) 


le signe + correspond aux particules dont la parité de charge est 
positive, et le signe—, aux particules dont la parité de charge 
est négative. 

Nous avons indiqué au $ 11 que l’invariance relativiste doit 
aussi signifier l’invariance par rapport à la 4-inversion. Pour ce 
qui est de l’opérateur de champ scalaire (au sens des 4-rotations), 
c'est dire qu’on doit avoir dans une telle transformation : 


L'AUE r) — d(—t, —r) 
avec toujours le même signe + à droite. Aux termes de la trans- 
1 Dans ces raisonnements nous avons en vuc des particules de spin 0. Le 


procéde d'étude décrit se généralise directement pour les autres cas (cf., par 
exemple, problème du $ 27). 
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formation des opérateurs a,, b,, la transformation de #({, r) en 
t(— 1, —r) se fait en transposant dans (13,4) les coefficients de 
e—irx et eïrx, c'est-à-dire par la substitution 


à, be Deae (13,9) 


Substituant aux opérateurs a les opérateurs b, cette transformation 
implique le remplacement mutuel des particules par des antiparti- 
cules. On voit qu’en théorie relativiste s'impose de façon natu- 
relle l'exigence d’invariance par rapport à une transformation qui 
implique, concurremment à l'inversion d'espace (P) et du temps 
(T), la conjugaison de charge (C); ceci constitue le théorème CPT. 

Toutefois, il convient de souligner à ce sujet que, bien que les 
raisonnements exposés ici et aux $ 11, 12 soient une évolution 
naturelle des notions de la mécanique quantique usuelle et de la 
relativité classique, les résultats déduits par cette voie sortent de 
leur cadre tant par la forme (opérateurs # contenant simultané- 
ment des opérateurs de création et d'annihilation de particules) que 
par l'essence (particules et antiparticules). De sorte qu’on ne sau- 
rait considérer ces résultats comme une nécessité purement logique. 
Ils recèlent des principes physiques nouveaux que seule l'expérience 
peut sanctionner. 

Si l’on note #°”?7 (4, r) l'opérateur (13,4) où l’on a effectué la 
transformation (13,9), on pourra écrire 


dc/7T (4, Fr) =vb(— ti, —r). (13,10) 


Ayant ainsi formulé la 4-inversion comme la transformation 
(13,9), nous établissons aussi par là même pour l'opérateur % la 
formulation de la transformation d’inversion du temps: avec la 
transformation CP, elle doit donner (13,9)°. Eu égard aux défini- 
tions (13,3) et (13,6), on trouve en conséquence 


Ta, ab, 4h, (13,11) 


[les signes + correspondent à de tels signes dans (13,3)]. Le sens 
de cette transformation est tout à fait naturel: l’inversion du 
temps fait non seulement passer du mouvement d’impulsion p au 
mouvement d’impulsion —p, mais encore elle transpose les états 
initiaux et finaux dans les éléments de matrice; ceci étant, les 
opérateurs d’annihilation de particules d’impulsion p sont rempla- 
cés par des opérateurs de création de particules d’impulsion —p. 
Faisant dans (13,4) la substitution (13,11) et changeant la désigna- 


de Il a été formulé par J. Schwinger (1953), G. Lüders (1954) et W. Pauli 
(l | oc 


). | 
2 La transformation CP est dite inversion combinée. 
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tion de la variable de sommation (p--—p), on trouve! 
dr) +Evb-(—1,r). (13,12) 


Cette égalité est analogue à la règle usuelle d'inversion du 
temps en mécanique quantique : si un certain état est décrit par 
la fonction d'onde w(f, r}), l'état «inversé dans le temps» est 
décrit par ÿ*(—f, r); le passage à la conjuguée complexe est dü 
à la nécessité de rétablir le caractère «régulier» de la dépendance 
par rapport au temps, violé par le changement du signe de 1! 
(E. P. Wigner, 1932). 

Etant donné que la transformation T, et avec elle CPT, trans- 
pose les états initiaux et finaux, les notions d'états propres et de 
valeurs propres n’ont pas de sens pour ces transformations. Ceci 
étant, ces notions ne conduisent pas à de nouvelles caractéristiques 
des particules en tant que telles. En ce qui concerne les consé- 
quences auxquelles elles conduisent lorsqu'elles sont appliquées aux 
processus de diffusion, on en parlera au $ 70. 

Voyons comment varie dans les transformations C, P et T le 
4-vecteur opérateur courant j* (12,8). La transformation (13,2) avec 
la substitution (d,, d;)—-(0d,, — d;) donne 


Pi (er — (9 — je. 7 (13,13) 


comme il se doit pour un vrai 4-vecteur. La transformation (13,7) 
aurait simplement donné 


Ci Ge ei — je (13,14) 


si + et #* avaient été commutatifs. Toutefois, leur non-commuta- 
tivité n'apparaît qu'en raison de la non-commutativité de a, et 
a» (ou de b, et b,) avec les mêmes p; mais, en vertu des règles 
de commutation (11,4), la transposition de ces opérateurs ne donne 
lieu qu'à l'apparition de termes indépendants des nombres d'occu- 
pation, c'est-à-dire de l’état du champ. Rejetant, comme dans 
(11,5-6), ces termes en tant qu'inessentiels, nous revenons à la 
règle (13,14) qui a un sens naturel: remplaçant les particules par 
les antiparticules, la conjugaison de charge change le signe de 
toutes les composantes du 4-courant. 

L'opération d'inversion du temps étant liée à la transposition 
des états initiaux et finaux, appliquée au produit d'opérateurs, 
elle change l’ordre des facteurs. Ainsi, 


(b+ 0, +)7— (0, p)7 (p+)7. 


1 Si l'on définissait l'operation T indépendamment des autres transforma- 
tions, on aurait alors le mème arbitraire dans le choix du facteur de phase 
que celui qui existe dans l'opération C. L'exigence de symétrie CPT ne laisse 
si ou du facteur de phase que dans l'une des transformations, dans 

ou dans 
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Dans le cas envisagé, toutelois, cette circonstance n’est pas ma- 
jeure : les opérateurs %# étant commutatifs (au sens indiqué plus 
haut), le retour à l’ordre initial des facteurs n'affecte pas le résul- 
tat. Notant de même que, dans l'inversion du temps, (0d,, d;) — 
— (—0,, 0), on trouve la règle de transformation du courant : 


Ti (ee —j)-r » (13,15) 


Le vecteur tridimensionnel j change de signe conformement au sens 
classique de cette grandeur. 
Enfin, on a en transformation CPT 


CPT: (ÿ, je —(—j, —i)-r = (13,16) 


conformément au sens de cette opération en tant que 4-inversion. 
Soulignons en l’occurrence que, la 4-inversion se réduisant à une 
rotation de 4-système de coordonnées, on n’a pas par rapport à 
celle deux types de 4-tenseurs (réels et pseudo), quel que soit l’ordre. 

Jusqu'à présent les particules étaient supposées libres. Mais les 
nombres quantiques de parite n’acquièrent un sens réel que si l’on 
considère des particules interagissantes, alors qu’on leur attribue 
des règles de choix déterminées, qui permettent ou interdisent tels 
ou tels processus. Toutefois, seules peuvent avoir un tel sens les 
caracteristiques conservatives: les valeurs propres des opérateurs 
qui commutent avec l’hamiltonien des particules interagissantes. 

En vertu de l’invariance relativiste, l'opérateur de transformation 
CPT devra certainement commuter avec l’hamiltonien. En ce qui 
concerne les transformations C et P (et donc T) séparément, 
l'expérience prouve que les interactions électromagnétiques et les 
interactions fortes sont invariantes par rapport à elles, si bien que 
les nombres quantiques de parité correspondants se conservent dans 
ces interactions. Dans une interaction faible ces lois de conservation 
sont violées!. 

Anticipant quelque peu, indiquons que l'opérateur d'interaction 
de particules chargées avec le champ électromagnétique est donné 
par le produit des quadrivecteurs opératoriels À et j. La conjugaison 
de charge changeant le signe de j, l’invariance de l'interaction 
électromagnétique par rapport à cette transformation signifie que 
le signe de À doit aussi changer. En d’autres termes, les photons 
sont des particules à parité de charge négative. 

Ledit comportement des opérateurs À est conforme aux propriétés 
du 4-potentiel en théorie classique. En effet, les transformations 


C: (A,, A) — (— A,, —A}),, 
P: (A,, A) — (A,, — À Dr. 
CPT: (As A) —(—A,. —A).,. 


1 L'idée que la parité peut n'être pas conservée dans les interactions faibles 
a été émise pour la premiere fois par T, D. Lee et C. N. Yang (1956). 
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entraînent que 
T: (A,, A) —(A,, —A)-,,, 


ce qui correspond à la règle classique de transformation des po- 
tentiels du champ électromagnetique dans l'inversion du temps. 


Probleme 


Déterminer les parités de charge et d'espace d'un système de deux particules 
de spin O (particule et antiparticule) ct de moment orbital de mouvement 
relatif /. 

Solution. La transposition des coordonnées des particules équivaut à 
une inversion (par rapport au centre d'inertie), de sorte qu'elle multiplie la 
fonction orbitale par (—1)!; la transposition des variables de charge équivaut 
à la conjugaison de charge et multiplie le facteur €e de charge» dans la fonction 
d'onde par le C cherché. De la condition C(—1){ 1 on déduit 


C=(—1) 


La parité d'espace P du système cest le produit de la parité orbitale et des 
parités intrinsèques des deux particules. Comme les parités intrinsèques de la 


particule ct de l’antiparticule sont identiques, dans le cas donné P coïncide 


avec la parité orbitale: P—(—1){. 


S 14. Equation d'onde pour une particule de spin 1 


Une particule de spin ! est décrite dans son référentiel de 
repos par une fonction d'onde à trois composantes: par un vecteur 
à trois dimensions (on appelle vectorielle une telle particule). Pour 
ce qui est de leur origine quadridimensionnelle, elles peuvent être 
les trois composantes spatiales d’un 4-vecteur 1” (du genre espace) 
ou d’un 4-tenseur antisymétrique du second ordre #"”, dont les 
composantes temporelle (4°) et spatiales (f'*) s’annulent dans le 
référentiel de repos. 

L'équation d'onde, qui est une relation différentielle entre 4", 
y", s'établit par des relations que nous écrirons sous la forme 


lp, =: Pub, — pb. (14,1) 

Mn = P'Yuv, (14,2) 

où p--i0 (À. Proca, 1936). Appliquant aux deux membres de 
(14,2) l'opération p", il vient (tb, étant antisrmétrique) 

pu = 0. (14,3) 


On peut éliminer +, entre les équations (14,1-2) en substituant 
la première équation dans la seconde. Il vient en tenant compte 


1 Anticipant, indiquons qu'il correspond à l'ensemble du 4-vecteur Yu et 
du 4-tenseur 1% un ensemble de 4-spineurs du second ordre £””, LOFT TB où 
ET et Me sont des spineurs symétriques se transformant entre eux par 
inversion ($ 19). 
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de (14,3) nu” , ‘ “5 - 
(p° —m°) Yu = 0, (14,4) 


ce qui montre de nouveau (cf. $ 10) que m est la masse de la 
particule. De cette façon, une particule libre de spin 1 peut être 
décrite en tout par un seul 4-vecteur 1", dont les composantes 
vérifient l'équation du second ordre (14,4), ainsi que la condition 
complémentaire (14,3), qui exclut de #" la partie appartenant au 
spin 0. 

Dans le référentiel de repos, où +, ne dépend pas des coor- 
données spatiales, on trouve que p‘\,- 0. Puisque dans le même 
temps p°, -mŸ,, on voit que dans le référentiel de repos Ÿ,  O, 
comme il se doit. En même temps que 1, s’annulent aussi les 1. 

Une particule de spin 1 peut avoir diverses parités intrinsèques, 
suivant que #" est un vrai vecteur ou un pseudovecteur. Dans le 
premier cas 


Pb" = (1°, — 1’), 
et dans le second 
F(— 4, #1). 


Les équations (14,1-2) peuvent être déduites du principe 
variationnel, de lagrangien 


l e ] ‘é 
L= pub — 5 pe (Ou Yv — dv Yu )— 


—7 pe (Ou v—d pu) + mu pa. (14,5) 


Le rôle de ue généralisées indépendantes v est tenu par 
Yu» fu Yuvs Ÿu v'- 

Pour la déduction du tenseur d'énergie-impulsion la formule 
(10,11) n'est pas très commode dans le cas donné, car elle 
conduirait à un tenseur non symétrique, qui demanderait encore 
à être symétrisé. Au lieu de cela, on peut se servir de la formule 


 TuV—E ne (14,6) 


où il est.supposé que L est mis sous une forme relative à des 
coordonnées curvilignes arbitraires (cf. 11, $ 94). Si L ne contient 
que les composantes du tenseur métrique lui-même g,, (mais non 


4 Si d'on ne faisait varier que par rapport à Ÿ, [en supposant à l'avance les 
Puy exprimées en fonction de LA d'aprés (14,1)], l'équation (14,3) devrait étre 
introduite en tant que condition complémentaire non liée au principe variationnel. 
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leurs dérivées par rapport aux coordonnées), la formule se simplifie : 
T 2 OV—gL à d0L 


= 22 —9g.L 
FO V—g og OF" Ex 


(rappelons que ding  —g..dg") 


Comme la dérivation dans (14,6) ne porte pas sur les quantités 
w,, V,, appliquant cette formule, ces quantités ne seront pas 
forcément supposées indépendantes ; on peut d'emblée se servir de 
la relation (14,1) et recopier le lagrangien (14,5) sous la forme 


ES NT SE NLS UT (14,7) 
Alors 
Tan — be — ant” + me QE, + ,) + 
Le be mes pe. (14,8) 


Notamment, la densité d'énergie est donnée par l'expression définie 
positive 


| ° Le à e ; e 
Po TS Pix ik + Pos oi + m° (too TT bi) . (14,9) 
Le 4-vecteur densité de courant conservatif est donné par: 


je == (pe, — pps). (14,10) 


On peut le trouver, d'après la formule (12,12), en dérivant le 
lagrangien (14,5) par rapport aux dérivées 0,%,. En particulier, 


JE (pe — po pe) (14,11) 
et n'est pas définie positive. 
Onde plane normalisée à une particule dans le volume V -- 1: 


fu 


L_ue-irs, un 1, (14,12) 
V 2 : 


u, etant le 4-vecteur polarisation unité vérifiant [en vertu de 
(14,3)] la condition de 4-transversalité 


u,p* 0. (14,13) 
En effet, substituant la fonction (14,12) dans (14,9) et (14,11), 
on obtient 
Too = —2E*ÿ, 4" =e,  j° =1. 
Contrairement au photon, une particule vectorielle de masse 


non nulle a trois directions de polarisation indépendantes. Pour 
les amplitudes qui leur correspondent, cf. (16,21). 
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La matrice densité pour les particules vectorielles partiellement 
polarisées est définie de sorte qu’elle se réduise à l'état pur au 
produit 


e 
Pa. — u,ux 


[comme (8,7) pour les photons]. D'après (14,12-13) elle vérifie la 
condition : 


pro,,=0, pi -—1. (14,14) 

Pour les particules Maure: impolarisées p,,, doit avoir la forme: 
Qu, = AB, + OP,P.. 

Déterminant les coéllicients a et b à partir de (14,14), il vient : 


pu + (ae) (14,15) 


La quantification d'un champ vectoriel se faisant en tout point 
comme pour le cas scalaire, on n'a pas à refaire tous les raisonne- 
ments. L'expression (14,9) de T,, étant définie positive, et celle 
(14,11) de j° ne l'étant pas, nous sommes conduits, comme dans 
le cas scalaire, à la nécessité de la quantification de Bose. 

Un lien intime existe entre les propriétés d'un champ vectoriel 
réellement neutre et d’un champ électromagnétique. Un champ 
vectoriel neutre est décrit par un opérateur # réel : 


Ÿ, — > A (cortex Lou ul" eirx), (14,16) 
Q £ 
pa 


Cpas Cpa étant les opérateurs de Bose d'annihilation et de création 
de particules (l'indice « numérote les trois polarisations indépen- 
dantes). Le lagrangien de ce champ: 


L'eau — p (d,Ÿ,— db.) + map. (14,17) 


Au champ électromagnétique correspond le cas #1--0. Alors le 
4-vecteur +* devient le 4-potentiel A*, et le 4-tenseur 4’, le 
tenseur F#* du champ, lié au potentiel par la définition (14,1). 
L'équation (14,2) devient d,,— 0, ce qui correspond au deuxième 
groupe d'équations de Maxwell. Elle n'entraîne plus la condition 
(14,3), laquelle cesse donc d’être obligatoire. Vu l'absence de con- 
dition complémentaire, il n’est pas besoin de considerer dans Île 
lagrangien %, et Ÿ,. comme des «coordonnées » indépendantes, et 
(14.17) se réduit à 


L = — 7 Ÿ.. (14,18) 


en conformité avec l'expression classique du lagrangien du champ 
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électromagnétique. Ce lagrangien, en même temps que le tenseur 
us est invariant par rapport à une transformation de jauge 
arbitraire des « potentiels» 1. On voit clairement le lien de cette 
circonstance avec la masse nulle: le lagrangien (14,17) ne jouit 
pas de cette propriété en raison du terme #”1*4#,%". 


$S 15. Equation d’onde pour les particules douées 
de spins entiers supérieurs 


Etant donné que les équations d'ondes (14,3-4) résultent 
directement de la donnée de la masse et du spin de la particule, 
l'utilisation pratique du lagrangien se ramène à la déduction des 
expressions pour l'énergie, l'impulsion et la charge du champ, 
plutôt qu’à la déduction de ces équations elles-mêmes. 

Dans ce but, on l'a déjà note, on peut se servir au lieu de 
(14,5) de l'expression (14,7), dont la transformation peut être 
poussée plus loin. Utilisant (14,1), recopions (14,7) sous la forme 


L = — (9,4) (d") + (9,44) (dr) + m'pn® = 
= — (9,1) (Op) + m'pug" + à, (pur) —4,0/0 1. 


En vertu de (14,3), le dernier terme est nul, et l’avant-dernier 
est une dérivée totale. L’omettant, on obtient le lagrangien 


L''= — (0,155) (07) + mnt. (15,1) 
Il a la mème structure que le lagrangien (10,9) d'une particule de 
spin O0, à cela près que le scalaire 1 a été remplacé par le 4-vecteur 
ÿ, et qu'on a changé le signe général. Ceci tient à ce que #, est 
un vecteur du genre espace, de sorte que #,ÿ#° < 0, alors que ‘pour 
une particule scalaire p#* ©: 0. 
Si l'on construit le 4-tenseur d' énergie-impulsion et le 4-vecteur 
courant à l’aide du lagrangien (15,1), on obtient des expressions 


de la même forme que les expressions (10,12) et (10,18) pour un 
champ scalaire : 


T,,=— 0,4" .-0,%,—0.,44"-0,#,—L'g.., (15,2) 

ji, = — if0,*— (0,6) vi. (15,3) 

Elles différent elles aussi de (14,8) et (14,10) par des dérivées to- 

tales. Mais les valeurs locales de ces quantités n’ont pas (on l’a 

déjà souligné auparavant) un sens physique profond. Seules sont 

essentielles les intégrales de volume Fu (10, 19) et Q (10,19), qui 
coïncident pour les deux choix de T. 

Un tel mode de description s étend beat à des particules 
de spin arbitraire (entier). La fonction d'onde d'une particule de 
spin s est un 4-tenseur irréductible d'ordre s, c'est-à-dire un ten- 
seur symétrique sur tous ses indices et qui s’annule pär contraetiort 
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sur n'importe quel couple d'indices: 
| | Éuv..--V..v.u.. D 0: (15,4) 


Ce tenseur doit vérifier la condition complémentaire de 4-transver- 
salité : 


p'f. .H.. = 0, (15,5) 
et chacune de ses composantes, à l'équation du second ordre : 
(p°—m)p.:. 0. (15,6) 


Dans le référentiel de repos, la condition (15,9) fait s’annuler tou- 
tes les composantes du 4-tenseur qui ont O0 parmi leurs indices. En 
d'autres termes, dans le référentiel de repos (c’est-à-dire à la limite 
non relativiste) la fonction d'onde se réduit, comme il se doit, à 
un 3-tenseur irréductible d'ordre s à 2s+1 composantes indepen- 
dantes. 

Le lagrangien, le tenseur d’énergie-impulsion et le vecteur cou- 
rant pour un champ de particules de spin s ne se distinguent de 
(15,1-3) que par la substitution de V4... à 1f.. 

Onde plane normalisce: 


pv. 


TC . ep te, 


V 2e 
Univ... UMV-. 1 (15,7) 
l'amplitude de l'onde vérifiant les conditions 
u--h--p, - 0. (19,8) 


On a 2s- 1 états de polarisation indépendants. 

La quantification du champ se fait par généralisation évidente 
des cas de spin 0 ou I. 

Le schéma exposé suffit largement pour l'objectif fixé qu’est la 
description du champ de particules libres. Il en va autrement si 
l'on pose le problème de la description de l'interaction de parti- 
cules avec le champ électromagnétique. Cette interaction devrait 
être introduite dans le lagrangien, dont on devrait pouvoir déduire 
toutes les équations sans avoir à poser des conditions complémen- 
taires (cf. de même nota p. 146). Toutefois, une telle description 
de l'interaction ne convient en fait qu'aux électrons, particules 
de spin 1;'2 (cf. $ 32). De sorte que pour les autres spins ce pro- 
blème ne saurait présenter qu'un intérêt méthodologique. 

Notons qu'il est impossible de formuler pour tous les spins 
(entiers et demi-entiers) s> 1 un principe variationnel à l'aide 
d'une seule fonction (tensorielle ou spinorielle) dont l’ordre corres- 
pond au spin donné. Dans ce but, il apparaît indispensable d'intro- 
duire encore, en tant que quantités auxiliaires, des quantités ten- 
sorielles ou spinorielles d'ordre inférieur. Alors, le lagrangien est 
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choisi de telle façon que ces quantités auxiliaires s’annulent auto- 
matiquement en vertu des équations du champ des particules libres 
qui résultent du principe variationnel!. 


$S 16. Etats d'hélicité des particules * 


En théorie relativiste, le moment orbital £ et le spin s d’une 
particule en mouvement ne se conservent pas séparément. Seul se 
conserve le moment total j fs. N'est donc pas conservée non 
plus la projection du spin sur une direction donnée quelconque 
(axe des 2), si bien que cette quantité ne peut servir à l'énumé- 
ration des états polarisatoires (de spin) d’une particule en mouvement. 

Toutefois, la projection du spin sur la direction de l'impulsion 
est conservée: comme {--r>:p, le produit sx coïncide avec le 
produit conservatif ÿr (r —p;/|p|). Cette quantité s'appelle hélicité * 
(elle a déjà été envisagée pour le photon au $ 8). Nous désignerons 
ses valeurs propres par À(À —5, ..., +5), et nous appellerons 
les états d’une particule à valeurs déterminées de À états d'hélicite. 

Soit y#». la fonction d'onde (onde plane) décrivant l'état d'une 
particule avec p et À déterminés, et u‘’(p) son amplitude: pour 
abréger les notations, nous omettrons les indices des composantes 
de cette fonction (pour un spin entier, ce sont des indices 4-tenso- 
riels). 

Nous avons vu aux paragraphes précédents que, lors de la des- 
cription relativiste de particules de spin non nul (entier), force 
était d'introduire une fonction d'onde ayant plus de 2s-+ 1 compo- 
santes. Toutefois, le nombre de composantes indépendantes reste 
alors égal à 2s--1: on élimine les composantes «excédentaires» en 
imposant des conditions complémentaires, qui ont pour effet d’an- 
nuler ces composantes dans le référentiel de repos (c'est ce que 
nous verrons aussi, au Chapitre suivant, pour les s demi-entiers). 

Conformément aux formules de transformation du moment (cf. 
II, $ 14), l’hélicité est invariante dans les transformations de Lorentz 
qui ne changent pas la direction p sur laquelle le moment est pro- 
jeté. C'est pourquoi le nombre À conserve dans de telles transfor- 
mations son sens de nombre quantique, et on peut utiliser pour 
l'étude des propriétés de symétrie des états d’hélicité un référentiel 
où |p|<£m (un référentiel de repos à la limite). Alors #,. se réduit 
a une fonction d'onde non relativiste à 2s+ 1 composantes. Dési- 
gnons son amplitude par &%)(#), indiquant à titre d'argument Ja 
direction n =p/|p|, suivant laquelle est quantifié le moment. L’am- 


1 Cf. M. Ficrz, W. Pauli, Proc. Rov. Soc. A173, 211 (1939). Dans 
cet ouvrage, le programme indiqué cest réalisé pour les particules de spin 3:2 et 2. 


* Le contenu de ce paragraphe concerne les particules de spin quelconque 
(entier ou demi-entier). 


3 «Helicity » chez les Anglais. 
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plitude & est fonction propre de l'opérateur #3: 
(as) 0 (ne) “- Zu) (ne). (16,1) 


En représentation spinorielle &% est un spineur contravariant sv- 
métrique de rang 2s: conformément aux formules de correspondance 
111 (57,2), ses composantes peuvent aussi s'énumérer d’après Îles 
valeurs qui leur correspondent de la projection du spin © sur l'axe 
des z fixé. 

En représentation des impulsions, les fonctions d'ondes des états 
considérés coïncident, pour l'essentiel, avec les amplitudes ut (p). 
À savoir : 

pi. (8) = 1% () 8% (v—n) — u% (p)8®(v—n), (16,2) 


où l'impulsion, en tant que variable indépendante, a été notée k 
pour distinguer de sa valeur propre p, et v:k:|k| pour distin- 
guer de #-- p|p|*. À la limite non relativiste, 


Vas. (v) = ut (v) Ô (v —n) = uw" (n) 0 (v —n). (16,3) 
Plus en détail, cette expression devrait s’écrire sous la forme 
ri. (V, 0) Er” (V) 8% (v—n), 


qui explicite également la variable indépendante discrète s. 

L'opérateur d'hélicité s7 commute avec les opérateurs j. et j°. 
En effet, l’opérateur moment est lié aux rotations infinitésimales 
du système de coordonnées, et le produit scalaire de deux vecteurs 
est invariant par rotation. Ceci étant, il existe des états station- 
naires où la particule a simultanément des valeurs déterminées du 
moment j, de sa projection j,_- m et de l’hélicité À. Nous appel- 
lerons ces états des éfats d'hélicité sphériques. 

Déterminons les fonctions d'ondes de ces états en représentation 
des impulsions. On peut opérer à l’aide des formules déduites au $ a 


1 Les raisonnements exposés (ainsi que l’énumération des valeurs possibles 
de À) concernent des particules de masse non nulle. Les particules de masse 
nulle n'ont pas de référentiel de repos, ct l’hélicité ne peut avoir que deux 
valeurs À + s. Ceci est en relation avec la circonstance déjà mentionnée au 
$ 8 : les Ctats d’une telle particule sont classés d'après leur comportement vis-à-vis 
du groupe de symétrie axiale, qui n'admet qu'une dégénérescence des niveaux 
d'ordre deux (au point de vue des propriétés de l’équation d'onde, c’est dire 
que, dans le passage à la limite m — 0, le systéme d'équations pour une parti- 
cule de spin s se décompose en équations indépendantes, lesquelles correspondent 
à des particules sans masse de spins 5, s—1, ...). Ainsi, pour le photon 
2 — + 1, ct le rôle des w* correspondants incombe aux vecteurs tridimension- 


nels et 1!) (8,2). 
* 0 est la fonction à définie de sorte que | d'*'(v—n)du, 1. On à omis 


dans (16,2) [et plus loin dans le cas analogue (16,4)] la fonction d. qui assure 
la valeur donnée de l'énergie. 
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de l'Appendice'. Concurremment au système de coordonnées xyz 
fixe dans l’espace (par rapport auquel sont écrites les fonctions 1,,,), 
introduisons aussi un système «mobile» En£ d’axe des & dirigé sui- 
vant la direction de v. Remplaçant dans la formule (a,2) la notation m' 
par À, nous écrirons 


jrs (Æ) =, Din (V). 


L’axe des & coïncidant avec l’axe de quantification du moment dans 
la fonction !t;”, cette dernière coïncide avec l'amplitude u‘*”. La 


fonction d'onde normalisée (cf. plus bas) est 


Ÿ ma (Rk) == j° . 1 


La question se pose toutefois ici du choix des phases, en rela- 
tion avec la multivocité suivante. La rotation du système de coor- 
données EnË£ par rapport à xyz est définie par trois angles «, fi, y; 
quant à la direction de v, dont seulement peut dépendre la fonc- 
tion d'onde de la particule, elle ne dépend que de deux angles 
sphériques &æ:=4, B:=0. Ainsi faut-il convenir d’un choix quel- 
conque déterminé de l’angle y. Nous poserons y - 0, c’est-à-dire 
que nous définirons DS}, (v) comme suit : 


Din (v) = Din (g, 9, 0) — efmidin (0). (16,5) 


En vertu de (a,14), les fonctions (16,5) vérifient les conditions 
d'orthogonalité et de normalité : 


Din (v) ui? (R). (16,4) 


Ece : do I à 
\ Din, (v) Din, (v) _ DE 25 Ô;, jÔmim, (16,6) 


(do,, — sin 6dôdæ). L'orthogonalité des Ÿ,,,, sur l'indice À est assurée 


par le facteur ut). Ainsi donc, les fonctions 1,,, sont, comme il se 
doit, orthogonales sur tous les indices jmÀ, et pour le coefficient 
choisi dans (16,4), elles sont normalisées par la condition 


À Fini dy : 1. (16,7) 


Il est alors supposé que les amplitudes ut) sont normalisées à 
l'unité: uGu@) -T, 

Considérons le comportement des fonctions d'ondes des états 
d'hélicité par rapport à l’inversion des coordonnées. Le produit du 
vecteur polaire + par le vecteur axial j est un pseudoscalaire. Dès 
lors, il est clair a priori que, par inversion, un état d’hélicité À 


. * Les formules déduites au $ a sont bastes sur les seules propriétés de sv- 
métrie par rapport aux rotations. Aussi s'appliquent-elles aux fonctions en re- 
présentation des impulsions dans la même mesure qu'aux fonctions des coordon- 
nées. . 
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se transforme en un état d’hélicité —2%; il faut seulement déter- 
miner les facteurs de phase dans tes transformations. 

Dans l'inversion, v ——v. Le vecteur v est déterminé par deux 
angles æ, 0, et la transformation v —- —" est réalisée par la substi- 
tution @—-@+1, Ü—.1r—0. Par là, se trouve fixé le nouvel axe, 
mais reste indéterminée la position des axes E et n, qui dépend 
également encore du troisiéème angle d'Euler y; la transformation 
des seules 8 et @ ne permet pas de distinguer, en ce sens, fa ré- 
flexion du système de coordonnées de la rotation de l’axe £. En 
termes des trois angles d’Euler, l’inversion est la transformation 


a:2p—p+n, B—=0—717—0, y—1r—7. (16,8) 


C'est pourquoi si D$},.(v) est défini par (16,5) (c'est-à-dire que 
y=0), et que la substitution v-—-—"v est entendue comme le 
résultat de l'inversion, on a: 


Din (—v) - Din(g+r, 1—0, a). (16,9) 
À l'aide des formules (a,5), (a,9) et (a,11) on trouve en conséquence 
D! D (—v) - | = eñrd) (x — 0) pin (SF) 2 
= (—1)/ eme, (0) =(—1)- DA (p, 8, 0), 
ou 


Din (— v) —(— 1 Dm (v) (16,10) 


(j— À est un entier). 

Une formule analogue peut être déduite pour le spineur &‘* en 
remarquant que ses composantes w0) coïncident, à un faeteur pres, 
avec les fonctions 


wo (v) = DE (v}*. (16,11) 


En effet, appliquant la formule de transformation (a,l) aux fonc- 
tions propres du spin et posant que sa projection en & a une 
valeur déterminée À [c’est-à-dire en remplaçant au second membre 
de (a,1) jm par ô»:;], on trouve que les Dis (v) sont les fonctions 
d'ondes de spin correspondant à des valeurs déterminées de ses 
projections en z et & (o et 4). L'ensemble de ces fonctions (0 — 
—=— 5, ..., +s)constitue [d’après les formules de correspondance III 
(58,1)] un spineur covariant d'ordre 2s. Pour ce qui est des com- 
posantes du spineur contravariant [auxquelles correspondent d’après 
les formules III (57,2) les composantes xŸ?], elles se transforment 
comme les conjuguées complexes des composantes d’un spineur 
covariant du même ordre. 
On déduit de (16,10-]11) 


a (—v) =(— 1) -hwt-") (v) (16,12): 
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(s—? est un entier). Appliquée à x‘, l'opération d'inversion com- 
porte toutefois non seulement la substitution v — — +, mais encore 
la multiplication par un facteur de phase général (la «parité intrin- 
sèque» de la particule), que nous désignerons par n: 


Pa® (v) = ne (—v)= n(—1) 7 ut" (v). (16,13) 


En ce qui concerne l'amplitude relativiste u‘*(k), cette transfor- 
mation s'écrit sous la forme 


Pu® (k)— nBu® (—R) -n(— 1} "ut (k), (16,14) 


B étant une certaine matrice, unité par rapport aux composantes 
de u‘”’ qui subsistent à la limite |p]—-0. Il est important que 
cette matrice ne dépend pas des nombres quantiques d'état, et en 
ce sens la différence entre (16,13) et (16,14) est inessentielle !. 

Appliquant (16,14) à (16,2), on obtient la loi de transformation 
des fonctions d'ondes des états | 72 À > : 


Ph (v) =n(— 1), 2 (v). (16,15) 


Pour les états d’hélicité sphériques, on obtient en se servant de 
(16,10) et (16,12) la loi de transformation : 


Ph, (v) =" (— 1) Sn (v). (16, 16) 


Les états +, se transforment, en vertu de (16,16), par eux-mêmes, 
c'est-à-dire qu'ils possèdent une parité déterminée. Mais si À #0, 
seules les superpositions d'états à hélicités opposées possèdent une 
parité déterminée : 


u) = 1,4 : 
Poar V5 (far Æ Vin). (16,17) 
Par inversion ils se transforment par eux-mêmes : 


Phin 21 (v) = + n(— 1) spi. à: (V). (16,18) 


Notons que nous avons fait dans ce paragraphe la classification 
des états d'une particule libre de moment donné en nous aidant 
seulement de quantités conservatives, et sans avoir recours à la 
notion de moment orbital (utilisée, par exemple, aux $ 6, 7 pour 
la classification des états du photon). 

À titre d'exemple, envisageons le cas du spin 1. Dans le réfé- 
rentiel de repos, les amplitudes u‘* (4-vecteurs) se réduisent aux 


1 Ainsi, pour s—1 les amplitudes w%? sont les quadrivecteurs (16,21); alors 
B est une matrice entièrement unité sur les indices quadrivectorielles: Puy — Ouv 
Pour s=—1/2 (comme on le verra au chapitre suivant) u‘* est un bispineur ; 
alors le facteur de phase n=i, et B est la matrice de Dirac 3° [cf. (21,10)]. 
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vecteurs tridimensionnels et), lesquels jouent en l'occurrence le 
rôle des amplitudes 7. L'action de l'opérateur de spin 1 sur la 
fonction vectorielle e est donnée par la formule 


(S:e)4 -— — teur (16,19) 
(III, $ 58, problème 2). Aussi l'équation (16,1) prend-elle la forme 
in >: e0) - het. (16,20) 


Ses solutions (dans le système de coordonnées ëm avec l'axe des & 
dirigé suivant #2) coïncident avec les vecteurs unités sphériques 
(7,14) !: 


(0) —_ ÿ (£D) — _— 1 
e 1(0, 0, 1), e F TE (1, Hi, 0). (16,21) 


Dans le référentiel où la particule a pour impulsion p, les ampli- 
tudes des états d’hélicité sont les 4-vecteurs 


/ , : l 
gor=(lel, Levi, wsnn (0 21). (16,22) 
Si e est un vecteur polaire, 1--— 1. Alors les fonctions (16,17) 
(pour s-= 1, ce sont des vecteurs tridimensionnels) ont pour parités : 
im 15 | * P--(—1)}, 
bin” 21 P—(—1)"t, 


Ÿno : P-(— 1). 


Rapprochant de la définition des vecteurs sphériques (7,4), on 


voit que ces fonctions sont identiques (à des facteurs de phase près) 


respectivement à F, Yi, Fin. Déterminant les facteurs de phase 


(disons en comparant les valeurs pour 0 = 0), on obtient les cgalites 
suivantes : 


de = = 1 PE j LE (eDi, L et- DD, n), 
Via = PV evo evo (16,23) 


y!” j-1 "2j+ 1 és el") + LL 
Fin: = L/ }’ Le Don 


(j est un entier !); les e%)” = net) sont les vecteurs unités circu- 
laires en axes £'n'é tournés par rapport à £nt de 90° autour de 
l'axe des &. 


1 Le choix des facteurs de phase est fixé par l'exigence que les éléments de 
matrice des opérateurs de spin, qui sont calcules à l’aide des fonctions propres 
(16,21), répondent aux définitions générales données dans [1], $$ 27, 107. 
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La dernière des formules (16,23) équivaut à l'expression (a,f7) 
pour dÿ}, (8). De la première (ou de la seconde) de ces formules on 
peut déduire une expression simple pour les fonctions d{”,,. On a 


i/7 1 y 2j+-1 DO in = Yet: JE Dares A D)° VY 


On développe le produit scalaire dans le dernier membre de l’éga- 
lité dans le système Ené, ayant en vue que 


0. 0 \. 0. Ï 0 
Eu égard à la définition (7,2) de Y,, et à la définition (16,5), on 
obtient en définitive 


5 (j— mm)! ( (2) . _m \ pri 
dd ,n (0) = (— 1) +1 y” Gemiid en | 5% u sn0) Pi ; (cos 0), m>0. 
(16,24) 


CHAPITRE III 
FERMIONS 


S 17. Spineurs quadridimensionnels 


En théorie non relativiste, une particule de spin arbitraire s est 
décrite par une grandeur à 25+ 1 composantes, qui est un spineur 
symétrique d'otdre 2s. Au point de vue mathématique, les spineurs 
réalisent les représentations irréductibles du groupe des rotations 
spatiales. 

En théorie relativiste, ce groupe n'intervient qu'en tant que 
sous-groupe du groupe plus large de rotations quadridimensionnelles, 
du groupe de Lorentz. D'où la nécessité de la construction d'une 
théorie de spineurs quadridimensionnels (4-spineurs), quantités 
réalisant les représentations irréductibles du groupe de Lorentz; les 
$ 17-19 sont consacrés à cette théorie. Aux $ 17, 18 seul est 
envisagé le groupe de Lorentz propre, qui ne comprend pas l’inver- 
sion d'espace; cette dernière sera considérée au $ 19. 

La théorie des 4-spineurs se construit comme pour les 3-spineurs 
(B. L. van der Waerden, 1929 ; G. E. Uhlenbeck, O. Laporte, 1931). 

Un spineur E* est une quantité à deux composantes (&œ 1, 2); 
en tant que composantes de la fonction d'onde d’une particule de 
spin 1/2, E! et E* correspondent aux valeurs propres de la projet- 
tion en z du spin, respectivement égales à + 1/2 et à —1/2. Dans 
une transformation arbitraire du groupe de Lorentz (propre) les 
deux quantités &!, £* se transforment entre elles : 


5 '=ai+fié, 


£° ne vE!  ÔE:. (17,1) 


Les coefficients «, Bi, y, à sont des fonctions déterminées des 
angles de rotation du 4-système de coordonnées vérifiant la condi- 
tion 

aù —fy - 1, (17,2) 


c'est-à-dire que le déterminant de la transformation binaire (17,1) 
est égal à 1, de même que les déterminants des transformations 
des coordonnées dans le groupe de Lorentz. 

En vertu de la condition (17,2), la forme bilinéaire $'2*—£*£t 
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(&” et =° étant deux spineurs) est invariante dans la transformation 
(17,1) (elle correspond à une particule de spin O0 «formée» de deux 
particules de spin 1,2). Pour avoir une écriture naturelle d'expres- 
sions invariantes de ce genre, concurremment aux composantes 
«contravariantes» £* du spineur, on introduit également des com- 


posantes «covariantes» £,. On passe des unes aux autres à l'aide 
du «spineur métrique» g,. !: 


= - La, (17,3) 
où 
0 1 
Er + o) , (17,4) 
de sorte que 
ë: = <, ca —$!. (17,9) 


Alors l'invariant Et£?—£*=1 s'écrit sous forme du produit scalaire 
23% On a 22% =. _© m1 
TE 

Jusqu'à présent, les propriétés énumérées coïncident formelle- 
ment avec celles des spineurs à trois dimensions. Toutefois, la 
différence apparaît quand on passe aux spineurs conjugués com- 
plexes. 

En théorie non relativiste, la somme 


ppt ppt", (17,6) 


qui détermine la densité de probabilité de localisation des particules 
dans l'espace, devait être un scalaire, ce qui exigeait que les com- 
posantes w°* se transforment comme les composantes covariantes 
d’un spineur; en d'autres termes, la transformation (17,1) devait 
être unitaire (æœ- Ô*, fi - --v*). En théorie relativiste la densité 
des particules n'est plus un scalaire, mais la composante tempo- 
relle d'un quadrivecteur. Ceci étant, ladite exigence disparaît, et 
aucune condition supplémentaire n'est à présent imposée aux coeffi- 
cients de la transformation [à part (17,2). Les quatre quantités 
complexes x, fi, y, 6, sous la seule condition (17,2), équivalent à 
8—2 6 paramètres réels, ce qui correspond au nombre des angles 
déterminant une rotation du 4-système de coordonnées (rotations 
dans les six plans de coordonnées). 

Ainsi donc, les transformations binaires conjuguées complexes 
sont essentiellement différentes, si bien qu'il existe en théorie 
relativiste deux types de spineurs. Pour distinguer ces types, des 
notations particulières sont en usage: les indices de spineurs qui 
se transforment d'apres les formules conjuguées complexes de (17,1) 
sont notés sous forme de chiffres ponctués (indices ponctués). De 


1 Les indices spinoriels seront désignés par les premières lettres de l'alpha- 
bet grec: a, Bi, y. .…. 
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sorte que, par définition, 
n* — E°, (17,7) 


 Signifiant «se transforme comme». En d'autres termes, les for- 
mules de transformation d’un spineur «ponctué» s’écrivent : 


ni ani pénf, né yéni + 6" ni. (17,8) 


La manipulation des indices ponctués se fait comme pour les 
indices ordinaires : 


nn, 1 = —n!. (17,9) 


Vis-ä-vis des rotations spatiales, les 4-spineurs se comportent 


comme les 3-spineurs. On sait que pour ces derniers 1, — #%. 
En vertu de la définition (17,7), le 4-spineur n, se comporte donc, 


dans les rotations, comme le 3-spineur contravariant #*. Consi- 
dérées comme les composantes de la fonction d'onde, n;, et n; 


a donc respectivement aux projections du spin 1/2 et 
— | 

Les spineurs d'ordres supérieurs sont définis comme des collec- 
tivités de grandeurs se transformant comme les produits des com- 
posantes de plusieurs spineurs d'ordre un. Parmi les indices d’un 
spineur d'ordre supérieur il peut alors en être des ponctués et des 
non ponctués. Ainsi, il existe trois types de spineurs d'ordre deux : 


ges, LE, 

1% ‘Hi. 

En ce sens, l'indication du seul ordre total d’un spineur ne suffit 
pas à définir cette notion de façon univoque; aussi bien indique- 
rons-nous, s’il est besoin, l’ordre d'un spineur par un couple de 
nombres (k, /), qui sont les nombres d'indices ponctués et d'indices 
non ponctués. 

Les transformations (17,1) et (17,8) étant algébriquement indé- 
pendantes, point n'est besoin de fixer l’ordre des indices ponctués 
et non ponctués (en ce sens, par exemple, £"* est égal à &”°). 

Pour être invariante, toute égalité spinorielle doit avoir dans 
ses deux membres le même nombre d'indices ponctués et d'indices 
non ponctués; faute de quoi, elle serait violée au passage d'un 
référentiel dans un autre. On aura alors en vue que la conjugaison 
complexe implique le remplacement des indices ponctués par des 
indices non ponctués, et vice versa. Ceci étant, invariante est la 
relation n°*= (£**)* entre deux spineurs. 

La contraction de spineurs ou de leurs produits ne saurait se 
faire que sur des couples d'indices de même espèce : sur deux indices 
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ponctués ou sur deux indices non ponctués. La sommation sur des 
indices d'espèces différentes n'est pas une opération invariante. 

Dès lors, du spineur 
TC PRET LIT PRES TE (17,10) 


symétrique sur tous les k indices non ponctués et sur tous les / 
indices ponctués, on ne saurait former un spineur d'ordre inférieur 
(rappelons que la contraction sur un couple d'indices sur lesquels 
un spineur est symétrique donne zéro). C'est dire qu'on ne peut 
passer par combinaisons linéaires des quantités (17,10) à un nombre 
moindre de quantités se transformant entre elles dans toutes les 
transformations du groupe. En d'autres termes, les 4-spineurs symé- 
triques réalisent les représentations irréductibles du groupe de Lorentz 
propre. Chaque représentation irréductible est donnée par un couple 
de nombres (k, l). 

Chaque indice spinoriel parcourant deux valeurs, on a k+1 


choix essentiellement différents de nombres a,;,x. ... a, dans (17,10) 
(contenant 0, 1, 2, ..., k fois l'indice 1 et k, k—1, ..., 0 fois 
l'indice 2) et 2-11 oi de nombres f,B, ... f,. Par conséquent, 


un spineur symétrique d’ordre (k, {) a en tout (k+1)({-:-1) com- 
posantes indépendantes; ceci est la dimension de la représentation 
irréductible réalisée par ce spineur. 


$ 18. Lien des spineurs avec les quadrivecteurs 


Un spineur £”* avec un indice ponctué et un indice non ponctué 
a 2-2 4 composantes indépendantes, en l'occurrence autant qu'un 
4-vecteur. Dès lors, il est clair que l’un et l’autre réalisent une 
même representation irréductible du groupe de Lorentz propre, de 
sorte qu'une correspondance déterminée doit exister entre leurs 
composantes. 

Pour l’établir, nous aurons recours tout d’abord à la correspon- 
dance analogue dans le cas tridimensionnel, prenant en considéra- 
tion que 3- et 4-spineurs doivent avoir même comportement par 
rapport aux rotations purement spatiales. 

Pour un spineur tridimensionnel #** on a les formules de corres- 
pondance (cf. III, $ 58) que nous écrirons sous la forme 


2 11) __ I 2 1 
Ta TD + Y'a) 
a, = 5 EH pt) = (be — 5), 
Qu = (pt + tt) = à (pts — 2), 


a, a, a, étant les composantes d'un vecteur tridimensionnel a 
Passant au cas quadridimensionnel, on remplacera les composantes 
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+” par &*B, et on considérera que a,, a,, a, sont les composañtes 
contravariantes a!, a*, a* d’un 4-vecteur. Pour ce qui est de l'ex- 
pression de la quatrième composante, a, on voit d'avance sa forme 
du fait mentionne au $ 17: la quantité (17,6) doit se transformer 
comme a°. C'est pourquoi a — L'!+£t*#; le coefficient de propor- 
tionnalité étant déterminé de façon que le scalaire &,g £ coïncide 
avec le scalaire 2a, a* —: 2u*. 

Nous sommes ainsi conduits aux formules de correspondance 


suivantes 


ai- LE at), at (hé — ii) 
ue. | (18,1) 
gp (HE), a (ii Ltd). | 
Formules inverses : 
Luiz Loo æat-La, LÉ Lii = a—a, 
Qt — Loi - a!—ia?, (18,2) 
tels: = al-+ ja?. 
Alors, 
Cati &* Da. (18,3) 
Notons de même que 
bi LT - À a°. (18,4) 


Cette dernière égalité découle du fait que le spineur d’ordre deux 


a à est antisymétrique sur ses indices «y, et donc proportionnel 
au spineur métrique. 

. La correspondance entre spineur £"* et 4-vecteur est un cas 
particulier d’une règle générale: tout spineur symétrique d'ordre 
(k, k) équivaut à un 4-tenseur symétrique irréductible (c’est-à-dire 
qui s’annule par contraction sur un couple d'indices arbitraire) 


d'ordre k. 
Le lien entre spineur et 4-vecteur peut s'écrire sous forme com- 


pacte à l’aide des matrices à deux rangées de Pauli!: 
0 1 O0 --i I 0 
de (1 0): œ,={; 0): = (o 1) (18,5) 


Si l'on note symboliquement € la matrice des t“# avec des indices 
supérieurs (le premier étant non ponctué), les formules (18,2) s'écri- 
vent sous la forme 

6 -ac+-a° (18,6) 


1 Dans III nous nous sommes servis des matrices $ = @/2. : 
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(bien entendu, le deuxième terme représente le produit de a° par 
la matrice unité). Formules inverses : 


a= Tr(£o), a = Tr£. (18,7) 


À l'aide des formules (18,6-7) on peut établir un lien entre 
les lois de transformation d'un 4-vecteur et d’un spineur, et, par 
là, exprimer la loi de transformation d'un spineur en fonction des 
paramètres des rotations du 4-système de coordonnées. 

Ecrivons la transformation du spineur Ë* sous la forme 


=" =(Be)" Bo): (18,8) 


B étant la matrice à deux rangées formée avec les coefficients de 
la transformation binaire. Alors la transformation du spineur ponctué 
s'écrit : 
nf = (B*mË = (nB*#, (18,9) 
et nous écrirons symboliquement la transformation du spineur du 
second ordre &? En‘ sous la forme! : &”’ = B£B*. Dans une trans- 
formation infinitésimale, B _-1-+72, où À est une petite matrice, 
et on a, en se limitant aux petites quantités du premier ordre, 
L'=C+(AG-+CA*). (18,10) 
Considérons d’abord la transformation de Lorentz qui fait passer 
dans un référentiel qui se meut avec la vitesse infinitésimale ôV 
(sans variation de la direction des axes spatiaux). Alors le 4-vec- 
teur at — (a°, a) se transforme comme suit : 


a'-a—aôV, a a” —aôV. (18,11) 


Servons-nous à présent des formules (18,7). La transformation de 
a peut s’écrire, d'une part, sous la forme 


a’ a —aôV — a —— Tr (£oôV), 
et d'autre part sous la forme 
a’ — STr £" — a° +HTr (EL ER")= a ET EG +27). 


Les deux expressions doivent identiquement coïncider (c'est-à-dire 
pour tout &). D'où l'on déduit l’égalite 


A+At. — oôV. 
1 Pour les composantes covariantes : 
LB GB). 1, = (MB*-1). (18,82) 


(de sorte que le produit de deux spineurs £:=° reste invariant). 
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De la même façon, considérant la transformation de a, on obtient 
6). + ).+0 — — ÔV. 
Ces égalités, en tant qu’équations pour ?, ont la solution suivante : 


I 
À = + = TZ où Y. 


Ainsi donc, la transformation de Lorentz infinitésimale du spineur 
£z est donnée par la matrice 


B-1—- (0m) 6, (18,12) 


n étant le vecteur unité dans la direction de la vitesse 8V. On 
en déduit facilement la transformation pour une vitesse finie VW. 
A cet effet, rappelons-nous que la transformation de Lorentz signi- 
fie (géométriquement) une rotation du 4-système de coordonnées 
dans le plan f, n de l’angle , lié à la vitesse V par l'égalité! thœ -V. 
À la transformation infinitésimale correspond l'angle ôg - ôV, et 
la rotation de l’angle fini ç se fait en répétant q/ôw fois la rotation 
de l'angle ôg. Elevant l'opérateur (18,12) à la puissance qôq et 
passant à la limite ôg — 0, on trouve 

- Lne 


Be © . (18,13) 


Pour dégager le sens mathématique de l’action de cet opérateur, 
on notera que, d’après les propriétes de matrices de Pauli, toutes 
les puissances paires de #0 sont égales à 1, et toutes les puissances 
impaires, à #0. Notant que ch se développe d’après les puissances 
paires de son argument, et sh d’après les puissances impaires, on 
obtient en définitive 


B ch+—nosh+, th @ =V. (18,14) 


Notons que les matrices B des transformations de Lorentz sont 
hermitiques: B -B*. 

Considérons à présent la rotation infinitésimale du système de 
coordonnées spatial. Alors, le vecteur tridimensionnel & se trans- 
forme comme suit : 

a’ a—68 a, (18,15) 
66 étant le vecteur de l'angle de rotation infinitésimal. On pourrait 
déduire de la même façon la transformation correspondante du 
spineur. Toutefois, on n’a pas à refaire le raisonnement. car, vis-à- 


! Rappelons que la métrique est pseudoeuclidienne dans les plans contenant 
l'axe des temps. 
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vis des rotations spatiales, les 4-spineurs se comportent.tels les 
3-spineurs, et pour ceux-ci la transiormation est connue a priori 
du lien général entre l'opérateur de spin et l'opérateur de rotation 
infinitésimal : | 

B=1-+- 060. (18,16) 


On passe à.la rotation d’un angle fini 6 de la même leçon ue ‘on 
est passé de (18,12) à (18,14): 


B -- explr no = COS + ino sin À ; (18,17) 


n étant le vecteur unité de l'axe de rotation. Cette matrice est 
unitaire (B*--B°7!), ainsi qu'il se doit pour la rotation d'espace. 


$S 19. Inversion des spineurs 


Exposant, au tome III, la théorie tridimensionnelle des spineurs, 
nous sommes passés sur leur comportement par rapport à l'opéra- 
tion d’inversion spatiale, puisqu’en théorie non relativiste nous 
n'aurions pas été conduits à des résultats physiques nouveaux. 
Néanmoins, nous nous arrêterons maintenant là-dessus afin de mieux 
comprendre l'étude des propriétés des 4-spineurs par rapport à l'in- 
version. 

L'opération d’inversion ne change pas le signe d'un vecteur 
axial, tel étant le vecteur spin. Ceci étant, la valeur de sa projec- 
tion s, ne change pas non plus. [Il en résulte qu’en inversion 
chacune des composantes d'un spineur #* ne peut se transformer 
que par elle-même, c'est-à-dire qu'on doit avoir 


pe — Pr, (19,1) 


P. étant un coefficient constant. Par deux inversions successives 
on revient au système de coordonnées initial. Dans le cas des 
spineurs, toutelois, le retour à l'état initial peut être interprété de 
deux façons différentes: comme une rotation du système de 0° ou 
de 360°. Pour les spineurs ces deux définitions ne sont. pas équi- 
valentes, étant donné que les ÿ“ changent de signe dans une rota- 
tion de 360°. Ainsi donc, on a une alternative de deux conceptions 
de l’inversion: dans un cas 


PES PE, (19,2) 
et dans l’autre 
P? :—1, P:+i. (19,3) 


Il importe alors que la notion d'inversion soit définie de la 
même façon pour tous les spineurs. [1 est inadmissible que diffé- 
rents spineurs se conduisent différemment par rapport à l'inversion 
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[conformément à (19,2) ou à (19,3)}, car alors on ne saurait former 
à. partir de deux spineurs quelconques un scalaire (ou un pseudo- 
scalaire): si le spineur V2 se transformait d'après (19,2) et q"“ 
d'après (19,3), la quantité W* 4 serait multipliée par inversion 
par +ài au lieu de rester, au signe près, inchangée. 

Il est encore à souligner que (quelle que soit la définition de 
l'inversion) l'attribution de telle parité déterminée P à un spineur 
n’a pas un sens absolu, étant donné que les spineurs changent de 
signe dans une rotation de 2x, qui peut toujours être faite en 
même temps que l'inversion. Mais, est douée de caractère absolu 
la «parité relative» de deux spineurs, définie comme la parité du 
scalaire 1“. formé de ces spineurs; tous les spineurs changeant 
simultanément de signe dans une rotation de 2x, l’indétermination 
qui en résulte n’affecte pas la parité de ce scalaire. 

Venons-en aux spineurs quadridimensionnels. 

Notons d'abord que, l’inversion changeant le signe de trois 
(x, y, z) des quatre coordonnées (f, x, y, z), elle commute avec 
les rotations spatiales, mais non avec les transformations qui retour- 
nent l’axe des temps. Si L est la transformation de Lorentz faisant 
passer dans un référentiel se déplaçant avec la vitesse V, alors 
PL -:L’P, où L’ est la transformation faisant passer au référentiel 
se déplaçant avec la vitesse — V. 

Il en résulte que, par inversion, les composantes d’un 4-spineur 
E* ne peuvent se transformer par elles-mêmes. Si l’inversion de 
Ex consistait, comme auparavant, en la transformation (19,1) 
(c'est-à-dire si elle était représentée par une matrice proportionnelle 
à la matrice unité), elle commuterait avec toutes les transforma- 
tions de Lorentz sans exception, chose certainement impossible 
(car, appliquées à E“, les opérations L et L’ ne coïncident pas 
a: priori). 

Ainsi, l'inversion doit transformer les composantes de Et au 
moyen d'autres quantités. Telles peuvent être seulement les com- 
posantes d’un autre spineur n*, qui ne coïncide pas, quant à ses 
propriétés de transformation, avec Et. L'inversion ne changeant 
pas (on l’a noté plus haut) la projection en z du spin, les compo- 
santes £!' et £* peuvent seulement se transformer par inversion en 
les composantes 1; et n: qui répondent aux mêmes valeurs s. = 1,2 


et s,——1;/2. Comprenant par inversion l'opération qui, appliquée 
deux fois, donne 1, on peut définir son action par les formules 
Ét—n, Na —+ 87 | (19,4) 


[pour les composantes covariantes £, et contravariantes n* ces 
trarrsformations-ont le signe inverse: 


Een, D ——b. (19,42) 
puisque l'élévation et l’abaissement d'un même indice se fait avec 
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des signes différents, cf. “(7 5) et (17,9)]'. Mais si l'inversion est 
comprise dans un sens tel que P°- —1, son action est définie par 
les formules 


E—-in,, 1, —&?, (19,5) 
ou, ce qui revient au même, 
Ee——int, t--- —it,. (19,5a) 


Une certaine différence dans le caractère des deux définitions 
de l'inversion est que, dans la seconde, des spineurs conjugués 
sg se transforment de la même manière: si = -:n° 


=, 0: 
J*--E£*% on aura en vertu de “ae Ea——iH”, H° -—. —i=,, 
se à-dire la même loi que pour Eë,, La définition (19,4), elle, 


donnerait la transformation =, — Hé, Hé. +2, de signe inverse 
de la transformation des spineurs £,, n*. Nous reviendrons au $ 27 
sur les aspects physiques possibles de cette différence. 

Par la suite, pour fixer les idées, nous supposerons partout que 
la définition adoptée est (19,5). 

Par rapport au sous-groupe de rotations les spineurs &* et n, 


se transforment, on le sait, de la même manière. Formant avec 
leurs composantes les combinaisons 


8 +; (19,6) 


nous obtiendrions des quantités se transformant dans l'inversion 
conformement à (19,1) avec P —+i. Toutelois, ces combinaisons 
ne se comportent pas comme des spineurs par rapport à toutes les 
transiormations du groupe de Lorentz. 

De la sorte, pour inclure l'inversion dans le groupe de symeé- 
trie, on doit prendre simultanément un couple de spineurs 
(£", n;): un tel couple s'appelle bispineur (d'ordre 1). Les quatre 
composantes d'un bispineur réalisent une des représentations irré- 
ductibles du groupe de Lorentz élargi. 

Le produit scalaire de deux bispineurs (£”*, n,) et (=°, H;) 
peut être formé de deux manières. La quantite 


"=, +; H“ (19,7) 


1 La définition (19,4) est. certes. dans un sens précis, conventionnelle, en 
raison de Ho des = et des n . Ainsi, introduisant au lieu de n, le 


nouveau spineur n, = € in on obtient, au lieu de (19,4), la définition équi- 
valente: 


te à « idea 


me mes 
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ne change pas par inversion, c'est-à-dire que c’est un vrai scalaire. 
La quantite 


8 — 1, H* (19,8) 


est aussi invariante vis-à-vis des rotations du 4-système de coor- 
données, mais elle change de signe par inversion; en d'autres ter 
mes, c’est un pseudoscalaire. 

De deux façons différentes peut aussi être défini un spineur 


d'ordre deux &$. Le définissant par la loi de transformation 

GB EH + Enb, (19,9) 
nous obtenons des quantités qui se transforment par inversion 
d’après 

DB — Lis, (19,10) 
Alors, le 4-vecteur a“ auquel est équivalent un tel spineur se 
transforme [en vertu des formules (18,1)] d'après la loi (a”, a) — 
—(a*, —a), c'est-à-dire que c'est un vrai 4-vecteur (le vecteur 
tridimensionnel a étant polaire). | 
Mais on peut aussi bien définir &’# d’après 


Cob  ECHÉ— = né. (19,11) 
Alors! 


Me (19,12) 


Il correspond à un tel spineur un 4-vecteur pour lequel l'inversion 
signifie la transformation (a°, a) ---(—a", a), c'est-à-dire un 4-pseu- 
dovecteur (le vecteur tridimensionnel a, lui, est axial). 

Les spineurs symétriques d'ordre deux avec des indices du 
même type sont définis par les lois de transformation : 


sal Pi PE 
ER sa" pP=e 


TS — 5 


Par inversion ils se transforment l'un dans l'autre: 
pe (19,14) 


Le couple (£“, n;,5) forme un bispineur d'ordre deux. Le 


nombre de ses composantes indépendantes est 3-+3—6. Tel est 
aussi le nombre de composantes indépendantes d’un 4-tenseur anti- 
symétrique d'ordre deux a“*. Ceci étant, il doit exister une corres- 
pondance déterminée entre l’un et l’autre (tous deux réalisent des 


1 Soulignons que les lois de transformations (19,10) et (19,12), qui différent 
du signe dans le second membre, sont nullement équivalentes, puisqu'on à dans 
Jeurs deux membres les composantes d'un même spineur (cf. nota p. 90). 
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représentations irréductibles équivalentes du groupe- de : Lorentz 
élargi). 
. Les spineurs EF et n;g Se transformant indépendamment par 
rapport au groupe de Lorentz propre, il est aussi possible de former 
avec les composantes du 4-tenseur a“* deux groupes de grandeurs 
qui se transforment seulement les uns à l'aide des autres dans 
toutes les rotations du 4-système de coordonnées. Cette partition se 
fait comme suit. 

Introduisons un vecteur polaire tridimensionnel p et un vecteur 
axial tridimensionnel &@ liés aux composantes du 4-tenseur ak 
comme suit : 


au = . | + ne —=(p, a) (19,15) 
y - x 
—Pp,; —4, a, (à 


[(p, a) est une notation condensée que nous utiliserons pour enu- 
mérer les composantes d’un tel tenseur]. Alors a,,-:(—p, a), et 
des deux quantités 


a —p° -. + ana”, ap — + Eivpnd# Ya", 


la première est un scalaire, et la seconde un pseudoscalaire; par 
rapport au groupe de Lorentz propre, toutes deux sont invariantes. 
Avec elles sont aussi invariants les carrés des vecteurs tridimen- 
sionnels fi -p+ia. Cela signifie que toute rotation du 4-espace 
équivaut pour les vecteurs f+ à une «rotation», en général d’an- 
gles complexes, de l’espace tridimensionnel (aux six angles de rota- 
tion du 4-espace correspondent trois «angles de rotation » com - 
plexes du système tridimensionnel). Pour ce qui est de l’inversion 
d'espace, qui change le signe de p (mais non celui de a), elle 
transforme les vecteurs f * et —f" l’un dans l’autre. Les compo- 
santes de ces deux vecteurs constituent précisément les deux grou- 
pes de grandeurs formées avec les composantes de ak". 

Ainsi est aussi explicitee la a  : entre les composan- 
les du 4-tenseur a“Y et des spineurs E%Ÿ, : n,4- Puisque le groupe de 
Lorentz contient comme sous-groupe les rotations d’espace, les 
relations entre les composantes du spineur et celles du vecteur 
tridimensionnel doivent étre les mêmes que pour les spineurs tri- 
dimensionnels : 


(19,16) 
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Problème 


Etablir la correspondance générale entre spineurs d'ordre pair et 4-tenseurs. 

Solution. Tous les spineurs avec des k+{ pairs rcalisent des représent a- 
tions irréductibles univoques du groupe de Lorentz élargi, de sorte qu'ils équi- 
valent aux 4-tenseurs qui réalisent les mêmes représentations !. 

Un spineur d'ordre (k, k) se transforme par inversion d’après 


28... W.…. _, + La ue VÔ (1) 


Un tel spineur équivaut à un quadritenseur symétrique irréductible d'ordre k, 
vrai ou pseudo, en fonction du signe dans (1). 

Les spineurs de rangs (k, {) ct ({, k) formant un bispincur ss transforment 
par invérsion d’après D. 


k ! 
cp .. + … —+(—1) 2 Lab . r6 _- (2) 
ET 


Pour {—k+2 un bispineur équivaut à un 4-tenseur irréductible ap, de 
rang k+ 2, antisymétrique sur les indices [pv] et symetrique sur tous Fe autres. 
Dire que ce tenseur cst irréductible, c’est dire qu'il s'annule par contraction sur 
tout couple d'indices, ainsi que quand on forme son dual par rapport à trois 
indices quelconques (c'est-à-dire que exUYP Auv] pa … — 0); cette dernière condi- 
tion signifie que ce tenseur donne zérn par sommation avec permutation circu- 
laire sur trois indices, sur pv et un quelconque des indices restants. 

Pour ({:=k+4, un bispineur équivaut à un 4-tenseur  irréductible 
Afipj{volor … d'ordre k+4 aux propriétés suivantes : il est antisymétrique sur 
les couples d'indices [Au] et [vp]. symétrique par rapport à tous les autres indi- 
ces, symétrique par rapport à la permutation des couples [Au] et [vp], il s’an- 
nulc par contraction sur tout couple d'indices ainsi que lorsqu'on forme son 
dual par rapport à trois indices quelconques. 

De façon générale. pour {=k<+2n, un bispineur équivaut à un 4-tenseur 
irréductible d'ordre & + 2n, antisymétrique sur n couples d'indices et symétrique 
sur es À autres indices *. 


$ 20. Equation de Dirac en représentation spinorielle 


Une particule de spin 1/2 est décrite dans son référentiel de 
repos par une fonction d'onde à deux composantes, par un spineur 
tridimensionnel. De par son «origine quadridimensionnelle», cela 
peut être un 4-spineur non ponctué ou bien ponctué. La description 


1 Les spincurs de rang impair, eux. réalisent des représentations binaires 
du groupe : une rotation d'espace de 360° change le signe des spineurs, de sorte 
qu'il correspond à chaque élément du groupe deux matrices de signes opposés. 

* Les 4-tenscurs antisymétriques sur un plus grand nombre d'indices (sur 
trois, sur quatre, etc.) n'apparaissent pas dans cette classification pour Îa raison 
evidente : un tenseur antisymétrique d'ordre 3 équivaut (est dual) à un pseudo- 
vecteur, el un tenseur antisymétrique d'ordre 4 se réduit à un scalaire (il est 
proportionnel au pscudotenseur unité e’#*:); l'antisvmétrie sur plus de quatre 
indices est impossible dans l'espace à quatre dimensions, 
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d’une particule dans un référentiel quelconque fait intervenir ces 
deux tvpes de 4-spineurs; nous les noterons £z et 11. !. 

Pour une particule libre, l'unique opérateur figurant dans l’équa- 
tion d'onde ne peut être (on l’a déjà indiqué au $ 10) que l'opé- 
rateur 4-impulsion p, —i0,. En notations spinorielles, il correspond 
à ce 4-vecteur un spineur opératoriel p,,, avec 


pli=p,; =P;+Po P=P,; =Po—P. 
pè=—p,;=Pe—iPy pai=—p;=p,+ip,. (20,1) 


L'équation d’onde est une relation différentielle linéaire entre les 
composantes de spineurs, réalisée à l’aide de l'opérateur p,,. La 
condition d’invariance relativiste fixe le système d'équations suivant : 


ph UF ur mE?, 
PE” — Mn; , (20,2) 


m ctant une constante dimensionnelle. Il n’y a pas lieu d’intro- 
duire des constantes différentes m, et m., dans ces deux équations 
(ou bien de changer le signe de m), car, en redéfinissant conve- 
nablement Ë? ou n,, on pourrait à nouveau ramener les équations 
à la forme primitive. 

Eliminons des équations (20,2) l’un des deux spineurs, en subs- 
tituant n; de la seconde équation dans la première : 


pin; = prÉpyë" = ME. 


Or, d’après (18,4), pp == p‘ô;, de sorte qu'il vient 
(p°—m)E = 0, (20,3) 


ce qui montre que "1 est la masse de la particule. 

Notons que la nécessité de l'introduction de la masse dans 
l'équation d'onde exige la considération simultanée de deux spi- 
neurs (£* et n,): on ne saurait former avec un seul de ces spineurs 
une équation à invariance relativiste contenant un paramètre di- 
mensionnel quelconque. Par là, l'équation d'onde est automatique- 
ment invariante par rapport à l’inversion d’espace si l'on définit 
la transformation de l’équation d'onde comme suit : 


P: Et—in, on, — it. (20,4) 


1 Un spineur tridimensionnel d'erdre 1 peut aussi « provenir » de 4-spineurs 
d'ordres supérieurs impairs, qui. dans le référentiel de repos, deviennent antisv- 
métriques sur un ou plusieurs couples d'indices. Mais de telles variantes con- 
duiraicnt à des équations d'ordres plus élevés (cf. nota p. 51). 
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On verrait facilement que par cette substitution [et par la subs- 
titution simultanée p,,— p.35 évidente en vertu des formules (20,1)], 
les deux équations (20,2) se transforment l’une dans l’autre. Deux 
spineurs qui se transiorment l'un dans l’autre par inversion forment 
une quantité à quatre composantes, un bispineur. 

L'équation d'onde relativiste représentée par le système (20,2) 
est appelée équation de Dirac (elle a été déduite par Dirac en 1928). 
Pour l'étude ultérieure et les applications de cette équation, con- 
sidérons ses différentes transcriptions. 

À l'aide de la formule (18,6). recopions les équations (20,2) 
sous la forme 


— m°= 
(Pa + po) n SE ms, (20,5) 
(P, — PO) S = MN. 
Les symboles £ et n représentent ici des quantités à deux compo- 


santes, les spineurs 

Re Là ni 

RU lt (20,6) 

\S7/ \1E 

(le premier a ses indices supérieurs, le second les a inférieurs), et 
lorsqu'on multiplie les matrices o par une grandeur arbitraire à 
deux composantes f, on a toujours en vue, ici et par la suite, la 
multiplication usuelle des matrices 


(of), = 6, ); (20,7) 


La transcription de f sous forme de colonne (}) correspond au 


fait que chaque ligne de & est multipliée par cette colonne. 
Pour la commodité des références ultérieures, nous écrirons 
encore une fois ici les matrices de Pauli 


6,— È 0) , = ( à) , = (0 _{) (20,8) 


et nous rappellerons leurs principales propriétés : 
0x + Ou0: = Lys 
GiOp = ie + Or 


(20,9) 


(cf. TITI, $ 55). 
Ecrivons de même l'équation d'onde vérifiée par la fonction 
d'oride conjuguée complexe constituée des spineurs 


= (sr, E), n= (ni, n?). (20,10) 
Comme tous les opérateurs p, contiennent le facteur i, on a 
pi: —p,. Prenant les conjugués complexes des deux membres des 


équations (20,5), on aura aussi en vue que, les matrices © étant 
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hermitiques (0° = 0), 
(fa = 0ùp fi = fr Op = (PO)ar 
et on obtient les équations sous la forme 


N° (Po + PO) = — m£?, 
&° (Po — PO) = — mn". E20) 


Sous cette forme d'écriture, il est conventionnellement entendu que 
les opérateurs pt agissent sur la fonction placée à leur gauche. 
L'écriture de &* et n° sous forme de lignes horizontales correspond 
à la multiplication matricielle dans ces équations: la ligne de } 
est multipliée par les colonnes dans les matrices o : 


(F°O)a = fi Spa. (20,12) 


La transformation d'inversion pour E*, n° est définie comme la 
conjuguée complexe de la transformation (20,4): : ns 


P: Eu — in, ny — is, (20,13) 


$S 21. Forme symétrique de l’équation de Dirac 


La transcription spinorielle de l'équation de Dirac est la plus 
naturelle en ce sens qu'elle explicite directement son invariance 
relativiste. Toutefois, il peut être plus commode dans les applica- 
tions d'utiliser d'autres représentations de l'équation d'onde, qui 
s'obtiennent par un autre choix des quatre composantes indépen- 
dantes de la fonction d'onde. 

Nous désignerons la fonction d'onde à quatre composantes par 
le symbole # (de composantes 1,, i=—1, 2, 3, 4). On a là, en 
représentation spinorielle, un bispineur : 


(5). (21,1) 


Mais on pourrait tout aussi bien choisir comme composantes indé- 
pendantes de # n'importe quelles combinaisons linéaires indépen- 
dantes de £ et n'. Nous conviendrons, ce faisant, de restreindre les 
transformations linéaires admissibles par la seule exigence d'’unita- 
rité; ces transformations ne changent pas les formes bilinéaires 
construites avec 1p et #* ($ 28). 

Dans le cas général où le choix des composantes de ÿ est arbi- 
traire, l'équation de Dirac peut se mettre sous la forme 


Pau Ve Fu, mp; 


1 Pour être laconiques, nous parlerons de la grandeur à quatre composan- 
tes d comme d'un bispineur aussi bien dans ses représentations non spinorielles. 
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les y“(u —0, 1, 2, 3) étant des matrices à quatre rangées (matri- 
ces de Dirac). Nous écrirons d'ordinaire cette équation sous forme 
symbolique, omettant les indices matriciels : 


: (vp—m) Ÿ = 0, (21,2) 
ou 


Os a 
VP = VÉPy = PoŸ —PY=EV HV, Y= (7, v°, Y). 


Ainsi, à la forme spinorielle de l'équation avec les composantes 
de + prises dans (21,1) correspondent les matrices! 


w=(ro)r Y=(s 6): (21,3) 


ce qu'on verrait facilement en écrivant les équations (20,5) sous la 


forme 
Cepe 07) ()="() 


et en rapprochant de (21,2). 

Dans le cas général, les matrices y ne doivent vérifier que les 
conditions assurant l’égalité p*-=m*. Pour expliciter ces conditions, 
multiplions l'équation (21,2) à gauche par yp. On a 

(v°P,) (V'P,) = mp, y") = my. 
Comme p,p, est un tenseur symétrique (tous les opérateurs p, com- 
mutent), on peut recopier cette égalité sous la forme 


3 PAP, (VV — V7) p = mp, 
d'où l’on voit que 
VE + v've = 2e. (21,4) 
Ainsi donc, deux matrices y” différentes anticommutent, et on a 
pour le carré de chacune d’entre elles : 


GE == =—-1, (PP =L (21,5) 


Dans une transformation unitaire arbitraire des composantes de 
d (= Uwy, U étant une matrice unitaire à quatre rangées) les 
matrices y se transforment d’après 


y" = UyU-1- UyU* (21,6) 
[de sorte que l'équation (yp—m)ÿ=0 devient (y’p—m)1p" = 0]. 


Les relations de commutation (21,4) restent alors, bien entendu, 
inchangées. 


1 Ici et par la suite, nous utilisons l'écriture condensée des matrices à 
quatre rangées représentées par des matrices à deux rangées: chaque symbole 
dans (21,3) représente une matrice à deux rangées. 


4 2460 
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La matrice y° dans (21,3) est hermitique, et les y sont anti- 
hermitiques. Ces propriétés étant conservées dans toute transforma- 
tion unitaire de (21,6), on aura toujours! : 


Vi=—Yv, v =. (21,7) 


Ecrivons de même l'équation pour la conjuguée complexe Ÿ*. 
Passant de l'équation (21,2) à sa conjuguée complexe et tenant 
compte alors des propriétés (21,7), on obtient 


(—PoYo—PY—m) 1* = 0 


Nous permutons #* d'après v“t* -v*yt et multiplions ensuite 


l'équation tout entière à droite par y’; notant que yy° — — y‘, 
et introduisant le nouveau bispineur | 
p==p#y, +=, (21,8) 
il vient 
w(yp+m)--0. (21,9) 


Ainsi que dans (20,11), il est supposé ici que p agit sur la fonc- 
tion écrite à sa gauche. La fonction ÿ est la conjuguée de Dirac 
de # (ou sa conjuguée relativiste). Le sens du facteur y’ dans sa 
définition est que (en représentation spinorielle) il permute les 
spineurs E* et n*, de sorte qu'on retrouve en première place dans 
d—(n*, £*) (ainsi que dans +) le spineur non ponctué, et en se- 
conde position, le spineur ponctue; c'est précisément pour cette 
raison que + est un «partenaire» de 1 plus naturel que Ÿ* quand, 
par exemple, # et + figurent ensemble dans diverses combinaisons 
bilinéaires (cf. $ 28). 

- La transformation d’inversion pour la fonction d'onde peut 
s'écrire sous la forme 


P2 b— ie h, E—— pp". (21,10) 


En représentation spinorielle de 1, la matrice y° permute, comme 
il se doit en inversion, les composantes de & et n. L’invariance de 
l'équation de Dirac par rapport à la asie tion (21,10) se voit 
directement dans le cas général : faisant dans (21,2) la. substitution 
p——p et simultanément à — 5}, on obtient 


(POV° + PY—m) vb — 0. 
Multipliant cette équation à gauche par y° et tenant compte de 
l'anticommutativité de y° et y, on retrouve l'équation initiale. 


1 Ces égalites peuvent être condensées en une seule : 
di += pr r (21,7). 
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__‘ Multipliant l'équation (yp—m)1+=0 à gauche par +, l’équation 
d(yp+m)=0 à droite par +#, et les ajoutant, on obtient 


pv” (p,b) + (pb) vb = p, (byb) = 0, 


les parenthèses indiquant la fonction soumise à l'action de p. 
L'égalité deduite se présente sous la forme d'équation de conti- 
nuité 0,j* =0, de sorte que 


je = ur = (bp, p*y°v) 00) 


est le 4-vecteur densité de courant de particules. Notons que sa 
composante temporelle j = pp est définie positive. 

L'équation de Dirac peut s'écrire sous une forme résolue par 
rapport à la dérivée par rapport au temps: 


:% = Hy, (21,12) 
H étant l’hamiltonien de la particule. Pour cela, il suffit de mul- 


tiplier l'équation (21,2) à gauche par Y°. Pour l’hamiltonien on 
obtient l’expression 


H — ap + fm, (21,13) 
avec la notation partout en usage pour les matrices figurant ici : 
a—7"y, B=7Y. (21,14) 

Notons que | 
aa, +aga;— 20, fa + af —0, p? - (21,15) 


c'est-à-dire que toutes les matrices «, f RARES et que 
leurs carrés sont égaux à 1. Elles sont toutes hermitiques. En re- 
présentation spinorielle 


a=(9_s). B=(T0). (21,16) 


Dans le cas limite où les vitesses sont petites, la particule doit 
être décrite, ainsi qu’en théorie non relativiste, par un seul spineur 
à deux composantes. En effet, passant dans les équations (20,5) à 
la limite p—0, e—m, il vient E—n, c'est-à-dire que les deux 
spineurs qui forment le bispineur coïncident. ci, toutefois, on voit 
s'exprimer l'insuffisance de la forme spinorielle de transcription de 
l'équation de Dirac: au passage à la limite toutes les quatre com- 


1 Pour une particule de spin O0 l'équation d’onde ne pouvait s'écrire sous 
cette forme: l'équation (10,5) pour le scalaire 1 est du second ordre par rapport 
au temps, et le système (10,4) d'équations du premier ordre pour la grandeur à 
cinq composantes (ÿ, 4,) ne contient pas les dérivées par rapport au temps de 
toutes les composantes. 


4* 
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posantes de # restent non nulles, bien qu'en réalité seules deux 
d’entre elles soient indépendantes. Une représentation plus commode 
de la fonction d’onde # est celle où, à la limite, deux de ses 
composantes s’annulent. 

Ceci étant, introduisons au lieu de £ et n leurs combinaisons 
linéaires q et x: 


p=—7 E+n), X = 5 6- —1). (21,17) 


Alors, pour la particule au repos 4—0. On appellera standard cette 
représentation de +. Par inversion q® et %x se transforment par 
eux-mêmes d’après 
P: —ip,, YX——ix. (21,18) 
Les équations pour q et x s'obtiennent en ajoutant et retranchant 
les équations (20,5): 
PoP — POX — M, 
21,19 
— PoX + POP = MX. ) 
Ceci montre qu’à la représentation standard correspondent les matrices 


F=B-(0 _ v=(_ a) a(0 6). (21,20) 


Etant donné que dans (21,17) s'ajoutent séparément les pre- 
mières et les deuxièmes composantes de £ et n, en représen- 
tation standard, ainsi qu'en représentation spinorielle, les compo- 

santes #, et Ÿ, répondent aux valeurs propres de la projection du 
spin +1/2, et %. et #,, à la projection —1;2. Dans ces deux 
représentations, par conséquent, la matrice !/,2, où 


z-(05). (21,21) 


est l’opérateur tridimensionnel de spin: lorsque :;,3. agit sur un 
bispineur qui ne contient que Îles composantes #,, +, ou %., 4,, 
le bispineur est multiplié par +1;2 ou par —1;2. Dans une re- 
présentation arbitraire cette matrice peut s'écrire sous la forme 


E——ay=—+axe (21,22) 
[pour la définition de y, cf. (22,14)]. 


Problèmes 


1. Trouver les formules de transformation de la fonction d'onde dans une 
transformation de Lorentz infinitésimale et une rotation d'espace infinitésimale, 
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Solution. En représentation spinorielle de #, on a dans une transforma- 
tion de Lorentz infinitésimale n 


E' — (ir o8v) ê: n=(i+s oùV) 1] 
Ée / 
[cf. (18,8), (18,8a), (18,10)]. Les deux formules peuvent se condenser en 
v=(i-rav) Ÿ. (1) 


De même, la loi de transformation dans une rotetion infinitésimale est 
p=(1+5 20) +. @ 
Sous cette forme les formules sont valables pour toute représentation de +, si 
l'on entend pe a et Z les matrices dans la même représentation. 
a 


11 est facile de vérifier que les matrices & et Z sont les composantes du 
« 4-tenseur matriciel» antisymétrique 


= (WMV —v#) = (@ iE) 


[l'énumération des composantes est donnée par la règle (19.15)]. Introduisons de 
même le tenseur antisymétrique infinitésimal der —(dV, 08). Alors, 


ObVE,, = 21200 —2aù V, 
et les deux formules (1-2) se condensent en une seule: 
| I 
p=(i+oes) + @ 
2. Ecrire l'équation de Dirac dans une représentation telle qu’elle ne con- 


tienne plus de coefficients complexes (E. Majorana, 1937). 
Solution. En représentation standard, dans l'équation 


Ô Ô 0: 
(tentent tims)p=0 


seules les matrices &, et if sont complexes. On peut lever cette complexité par 
une transformation ÿ” = Uÿ telle que la matrice complexe &, permute avec la 
matrice réelle B. Il faudra poser à cet effet 


U=—— (@ =U-1, 
Alors, 
œ. es Ua,U = Œx; a’ = B, [e À = — a., B° = Œyr 


et l'équation de Dirac prend la forme 
Ô Ô 0 de | 
(+ [e 20 KT Bay % TT ima, ) Ÿ =0, 


où tous les coefficients sont réels. 
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$S 22. Algèbre des matrices de Dirac 


Les calculs lies à l'équation de Dirac font largement interve- 
nir les matrices y sans l’utilisation de leur forme concrète 
dans telle ou telle représentation. Les règles de manipulation 
de ces matrices sont tout entières déterminées par les relations de 
commutation 


vev+y'ye 296" (nu, v—=0, 1, 2, 3), (22,1) 


qui déterminent toutes leurs propriétés générales. 
Nous allons donner dans ce paragraphe une série de formules et 
de règles de l'algèbre des matrices y, utiles dans divers calculs. 
Le «produit scalaire» des matrices y par elles-mêmes s'écrit : 
g,v“y" = 4. Pour abréger l'écriture, nous introduirons, par analogie 
avec les composantes covariantes des 4- vecteurs, Ja notation y, = g,.y’. 
Alors, 


VuYr = 4. (22,2) 


Si les matrices +, et y* sont séparées par un ou plusieurs facteurs Y, 
on peut, par une ou plusieurs permutations de facteurs [à. l’aide 
de la règle (22,1)], mettre y, et y" côte à côte après quoi la 
sommation (sur u) se fait d’après (22,2). On obtient par ce procédé 
les formules suivantes : 


VeVV = — 2v", 
Va VV — Ag}, 
Va VV VE = — 2v VV), 
Va VV = 2 (PPT + Vi v PT). 
D'ordinaire, les facteurs y», ... figurent en combinaison avec 


divers 4-vecteurs sous forme de «produits scalaires» avec eux. 
Nous nous servirons par la suite largement de la notation 


(22,3) 


a = ya = Y'A. (22,4) 
Pour les produits de ce genre, les formules (22,1) prennent la forme 
ab+ba=2(ab), aa =", (22,5) 
et les formules (22,3) s’écrivent 
va don 2a, 


Va bye — 4 (ab), 
va by -— 266, 
nabédw =2(dabê+ bad). 
Une opération fréquente est celle qui consiste à prendre la trace 
du produit d’un certain nombre de matrices y. Considérons les 


(22,6) 
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grandeurs ' 
Tube de = 2 Tr (yéiqhs pu). (22,7) 


En vertu de la propriété connue de la trace du produit de matri- 
ces, ce tenseur est symétrique par rapport aux permutations circu- 
laires des indices u,u....p,. 

Les matrices y ayant la même forme quel que soit le référen- 
tiel, les quantités T ne dépendent pas non plus du choix du réfé- 
rentiel. Ceci étant, elles constituent un tenseur qui s'exprime 
seulement en fonction du tenseur métrique g.,, doué de cette 
propriété. 

Or, du tenseur d’ordre deux g,, on ne peut former que des 
tenseurs d'ordre pair. Il s'ensuit aussitôt que la trace du produit 
d'un nombre impair quelconque de facteurs y est nulle. Notam- 
ment, la trace de chaque y est nulle! 


Tr ye — 0. (22,8) 


La trace de la matrice unité à quatre rangées [supposée écrite 
au second membre de la relation de commutation (22,1)] est égale 
à 4. Des lors, en vertu de (22,1), on trouve en prenant la trace 
des deux membres de l'égalite 


Tu pur, (22,9) 
Trace du produit de quatre matrices : 
PRE ONE D EE L", (22,10) 


Cette formule peut s'’obtenir, par exemple, en faisant «passer » 
dans Try*y‘\"\" le facteur y” à droite à l'aide de la relation de 
commutation (22,1); après chaque permutation apparaît l'un des 
termes figurant dans (22,10): 


Ton — QghTe Tue — Dour Tu, 


etc. Après toutes les permutations, il reste à droite — T2 —— Tiuv, 
terme qu'on fait passer à gauche. Par ce même procédé, le calcul 
de ta trace du produit de six matrices y se ramène à celui de la 
trace du produit de quatre facteurs, etc. Ainsi, 


Dies geT ss QT L GNT GT a L gùTus, (22,11) 


Notons que loules les traces T--- sont réelles et qu'elles ne 
sont différentes de zéro que si chacune des matrices y°, y', ... figure 
dans le produit un nombre pair de fois; ces deux affirmations sont 


1 La trace d'une matrice est invariante par rapport aux transformations 
y=UyU-1. C'est pourquoi la propriété (22,8) est aussi bien évidente à partir 
des expressions concrètes des matrices (21,3). 
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aussitôt confirmées par les formules déduites. Par voie de consé- 
quence, il est facile d'en conclure que la trace ne change pas quand 
on renverse l’ordre de tous les facteurs ! : 


Tiu...po — Top...hà (22,12) 
Il a déjà été mentionné que les facteurs y figurent d'ordinaire 


sous forme de produits «scalaires» avec divers 4-vecteurs. Dans de 
tels cas, par exemple, les formules (22,9) et (22,10) signifient que 


I nn 
7 Irab= ab, 


1m 5: (22,13) 
+ Trabcd = (ab) (cd) —(ac) (bd) + (ad) (bc). 


Le produit y°y!y°y® joue un rôle particulier. On lui a réservé 
une notation spéciale : 


Vo = — iveyl pp. (22,14) 
Il est facile de voir que 
poye + veys = 0, (y) = 1, (22,15) 


c'est-à-dire que la matrice y‘ anticommute avec tous les y. Pour 

ce qui est des matrices & et B, on a les règles suivantes 
œy—va—0, By°+7h=0 (22,16) 

(la commutativité avec & résulte de ce que æ — "y est le produit 


de deux matrices y*). 
La matrice y‘ est hermitique; en effet, 


ot = pa pe Lt pot pape pipe, 


et comme la suite 3210 se ramène à la suite 0123 par un nombre 
pair de permutations, on a 


v+ =. (22,17) 


Indiquons de même la forme de cette matrice dans deux repré- 
sentations concrètes : 


spinorielle y — (— 1): 


0 1 


1 En eflet, comme (pour toute matrice M) Tr M—Tr M (tenant également 
compte du fait que la trace est réelle), on a: Tr (y ... y)=Tr(y ... y)+ = 
= Tr (+ ...v+T), et comme chacune des matrices est soit hermitique, soit 
antihermitique (ÿ** = + *) et figure dans le produit un nombre pair de fois, 
la proprièté (22,12) est évidente. 
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La trace de y est nulle: . 
Try — (22,19) 


[on le voit aussi directement de (22,18)]. Nulles sont aussi les 


traces des produits y°y#y’. Pour ce qui est des produits de y? par 
les quatre facteurs y, on a 


L Tr yéyryeyvy = jen", (22,20) 


Problème 
Trouver L Tr 980" pT me AP, 


Solution. Utilisant la règle de commutation (22.1) et la formule (22,20), 
on met la trace cherchée sous la forme 


A'uve3: — — 9j Bruv:s- + Aw:39, 
où 
B'uv95: — prpvs T— EAUVI 097 + eV 23 0Y=32gb + EH TIE DT — EATINOV, 


En vertu des propriétés de permutation circulaire et de (22,12), Av:59 — 
= A'vv3:, de sorte que 


Ana: = — j Bruvoss, 


$& 23. Ondes planes 


L'état d’une particule libre avec des valeurs déterminées de 
l'impulsion et de l'énergie est décrit par une onde plane, que nous 
écrirons sous la forme 


ne 
Vo ue (23,1) 


L'indice p indique la valeur de la 4-impulsion; l'amplitude de 
l'onde u, est un bispineur normalisé de façon déterminée. 

Pour effectuer ultérieurement la deuxième quantification, nous 
aurons besoin, concurremment aux fonctions d'ondes (23,1), des 
fonctions à «fréquence négative» qui apparaissent en théorie rela- 
tiviste, ainsi qu'il a été expliqué au $ 11, du fait que la racine 
+ V/p°+-m° a deux déterminations. Ainsi qu'au $ 11, par e nous 
aurons en vue la quantité positive e- +} p°--mn°, de sorte que 
la « fréquence négative » est —e; changeant également le signe de p, 
on obtient une fonction qu'il est naturel de désigner par 1#_,: 


D, = 


= “- LEP*. (23,2) 


Li 
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Le sens de ces fonctions sera dégagé au $ 26. -Ci-dessous, nous 
écrirons parallèlement les formules pour #, et #_,. 

Les composantes des amplitudes bispinorielles u, et u_, véri- 
fient les systèmes d'équations algébriques 


(p—m) u, -- 0, 


: (23,3) 

(p + m)u_, =0, 
déduits en substituant (23,1-2) dans l'équation de Dirac (ce qui 
revient à remplacer dans le dernier opérateur p par + p)'. La rela- 
tion p*_:m* est alors la condition de compatibilite de chacun de 
ces systèmes. Nous normaliserons toujours les amplitudes Ppine 
rielles par les conditions invariantes 


lp — 21m, 


4, (23,4) 
 . _: —9m Co 


(la barre sur la lettre spécifiant, comme partout, la conjugaison de 


Dirac: u=u*y). Multipliant les équations (23,3) à gauche par u.,, 
on obtient (u: Yu: L)p — 2m°-=2p°, d'où l'on voit que 


YU, =U_ YU, = 2p. (23,5) 


Notons qu'on passe des formules pour u,, aux formules pour u_, en 
changeant le signe de m. 
4-vecteur densité de courant : 


PR | — 
[= Vi pYhip = 5 UipYlip = L , (23,6) 


c'est-à-dire que j“ (1, ©), o —p/e étant la vitesse de la particule. 
Ceci montre que les fonctions #, sont normalisées «à une particule 
dans le volume V = 1». 

En vertu des équations (23,3), les composantes de l’amplitude 
de l'onde sont liées entre elles par certaines relations, dont la forme 
concrète dépend, bien entendu, de la représentation concrète de . 
Trouvons-les pour la représentation standard. 

Des équations (21,19) on déduit pour l'onde plane: 


(E—m)p—pox 0, 


3, 
(-+ m)x— pop = 0. CL 


1 Notons de même les systèmes analogues qui se déduisent de l'équation 
de Dirac (21,9) pour la fonction conjuguée complexe : 


Up (p— m)=0, UD) (P+m) = (, (23,3a) 
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On déduit de ces égalités la relation entre @ et x sous deux for- 
mes équivalentes : 


p= EX 4 TG (23,8) 


[l'équivalence de ces formules est évidente: multipliant la première 
d’entre elles à gauche par po (8 + m) et considérant que (po) — p° 
et e*—m°=p", on obtient la seconde]. Quant au facteur général 
dans q et x, on le choisit de façon que soit satisfaite la condition 
de normalisation (23,4). Au total, on obtient pour u, (et de même 
pour u_,) les expressions suivantes : 


NET EEE , 
u, Le h u =( nr 7) (23,9) 
VF e— m(no)w Ve+muw 
[la seconde formule se déduit de la première en changeant le signe 
devant m et en changeant de notation: w—-(no)w’]. Ici # est le 


vecteur unité de p, et w une grandeur arbitraire à deux composan- 
tes, satisfaisant à la seule condition de normalisation 


ww = 1. (23,10) 
Pour u=u"y [y° est définie dans (21,20)] on a 
ÉalET fr-delel 
u_,=(Ve—muw"(no), —Ve+muw*), 


(23,11) 


et on s'assure en multipliant qu'on a effectivement u:,u:,-— + 2m. 
Dans le référentiel de repos, c'est-à-dire pour e —-/"n, on a 


u,=V 2m (6): u_,=V 2m Ge) (23,12) 


c'est-à-dire que x est le spineur tridimensionnel auquel se réduit 
à la limite non relativiste l'amplitude de chacune des ondes. No- 
tons que du bispineur u_, dans le référentiel de repos s'annulent 
les deux premières composantes, et non les deux secondes. Cette 
propriété des solutions de l'équation de Dirac avec des « fréquences 
négatives» est évidente a priori: posant dans (23,7) p —0 et rem- 
plaçant e par —m, on obtient q@—0!. 

L’amplitude de l'onde plane contient une grandeur arbitraire 
à deux composantes. Autrement dit, pour une impulsion donnée, 
il existe deux états indépendants différents, en conformité avec 
les deux valeurs possibles de la projection du spin. Toutefois, la 
projection du spin sur un axe arbitraire z ne peut avoir de valeur 


1 En représentation spinorielle, on a £ — —1 au lieu de la relation E—n, 
légitime dans le référentiel de repos pour les solutions avec des «fréquences 
positives ». 
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déterminée. On le voit du fait que l’hamiltonien de la particule 
avec p déterminé (c'est-à-dire la matrice H = ap + fm) ne commute 
pas avec la matrice £,= —ia,a,. Conformément aux affirmations 
générales formulées au $ 16, est toutefois conservée l'hélicité À, 
projection du spin sur la direction de p: l’hamiltonien commute 
avec la matrice #2. 

Il correspond aux états d’hélicité des ondes planes dans lesquel- 
les le spineur tridimensionnel w= wt*'(#) est fonction propre de 
l'opérateur #6: 


— (no) 0 = ja, (23,13) 
Forme explicite de ces spineurs : 
l'e-in'2cos - \ | _e-ix/: sin = 
wa = 1/92) — 9 | ; ayà = 1/2) — a | | (23,14) 
esisins , eg? COS 9: 


0 et œ étant l'angle polaire et l’azimut de la direction de n# 
par rapport aux axes fixes xyz!. 

Un autre choix possible des deux états indépendants de la 
particule libre avec p donné (plus simple, bien que moins intuitif) 
correspond aux deux valeurs de la projection en z du spin dans 
le référentiel de repos; désignons cette projection par o. Spineurs 
correspondants : 


Fur (0) | (75) = () (23,15) 


Pour ce qui est des deux solutions linéairement indépendantes de 
«fréquence négative», nous prendrons des ondes planes, dans les- 
quelles les spineurs tridimensionnels 


wo = — out. 2oiwt0) (23,16) 


(le sens de ce choix sera explicité au $ 26). 


Problèmes 


J. Déduire la fonction d'onde (23,9) par une transformation de Lorentz 
directe à partir du référentiel de repos. 


1! La solution des équations (23,13) admet la multiplication par un facteur 
de phase arbitraire, ce qui est dû à la possibilité d'une rotation arbitraire au- 
our de la direction #. Il correspond à cet arbitraire l'arbitraire de l'angle y 
dans la transformation (a,3) [pour déduire (23,14) des formules (a,3), il faut 


poser dans celles-ci les composantes accentuées du spineur égales à ( 0) ou (1) ; 


ce qui correspond à des valeurs déterminées de la projection du spin sur l'axe 
des &, et remplacer les angles &, B, y par @, 6, 0] 
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Solution. La formule de transformation pour une vitesse finie V du 
référentiel X° par rapport au référentiel À se déduit de la formule (1) du pro- 
blème 1 $ 21 de la même façon que (18,13) se déduit de (18,12): 


 _. E _ (ch $ ve sh +) Ÿ, 


v étant le vecteur unité de F, et th@=]|V|;: suivant une telle formule se 
transforme aussi l'amplitude bispinorielle u. Si À est le référentiel de repos de 


la particule, et si dans X” son impulsion est p, on a V—— p/e, d'où 
P_ J'e+m P_ Ver 
“ 2 } 2m ‘ ji 2 2m : 


Prenant u dans (23.12) et utilisant la matrice & de la représentation standard, 
on obtient pour u” l'expression (23,9). 

2. Dans le référentiel de repos le spin d’une particule libre est conservé. et 
sa fonction d'onde a (en représentation standard) en tout deux composantes. 
qui correspondent aux valeurs +1/2 de la projection du spin sur l’axe donné 
des 2. Trouver une représentation où la fonction d'onde (onde plane) a, 
dans tout référentiel, en tout deux composantes, qui correspondent à des valeurs 
déterminées de la mème caractéristique physique de l’état, qui est la projection 
du spin dans le référentiel de repos (L. Foldy, S. A. Wouthuysen, 1950 

Solution. Partant de l'amplitude u, dans la représentation standard 


(23,9), nous chercherons la transformation unitaire sous la forme U—e"tva, 


n étant le vecteur unité de p, et W une quantité réelle (comme y — — y, 
on a alors automatiquement U+*—U-1). Développant en série et considérant 
que (y12)?——1, nous mettrons U sous la forme 


U = cos W + yn sin W. 
On déduit de la condition que dans l'amplitude transformée up =Uu, les 
deux deuxièmes composantes soient nulles, tg W—]|pl'(m+e), ou 


W— arctgLPT arctg LE . 


Dans la nouvelle representation, 


= VE (,). 


L'hamiltonien de la particule est dans la nouvelle représentation 
H'=U (ap + fm) U-!-fe 


(toutes les matrices B,. œ, y appartiennent à la représentation standard). Cet 
hamiltonien commute avec la matrice 


5=—ap=(5 6) , 


qui est, dans la nouvelle représentation, l'opérateur d’une grandeur physique 
conservative, du spin dans le référentiel de repos. 


$ 24. Ondes sphériques 


Les fonctions d'ondes des états d’une particule libre (de spin 1/2) 
de valeurs déterminées du moment j sont des ondes sphériques 
spinorielles. Voulant déterminer leur forme, nous commencerons 
par rappeler les formules analogues en théorie non relativiste. 
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Une fonction d'onde non relativiste est un spineur tridimen- 
sionnel (o) Pour un état de valeurs déterminées de l’éner- 


gie e (et de la grandeur de l'impulsion p avec elle’), du moment 
orbital /, du moment total j et de sa projection m, la fonction 
d'onde a la forme 


Ÿ — R (r) Om (8, œ). (24,1) 


Les Q,,, qui constituent sa partie angulaire, sont des spineurs 
tridimensionnels, de composantes données (pour les deux valeurs 
j=l+1/2 possibles pour /{ donné) par les formules 


/ vi 
Qy4+172, cn fie 
/ im 
} 5 Vr. m+12 
Ji=m+i 
Q CV a Prm-rs 
1/2. 4m — JE ET y | 
\ } 2j+2 E,.m+1/2 / 


(24,2) 


(cf. III, p. 476). Nous appellerons les Q@,, spineurs sphériques. 
Ils sont normalisés par la condition 


| Q 1m jtm do — Ô;;Ôrr Ônm’- (24,3) 


Quant aux fonctions radiales Ru elles représentent le facteur gé- 
néral dans les deux composantes du spineur 1 et elles sont données 
par la formule III (33,9): 


Ry= J/ Lier (pr). (24,4) 


Elles sont normalisées par la condition 


ReiRo dr = 5(p°—p). (24,5) 


0 


Revenant au cas relativiste, rappelons en premier lieu qu’il 
n'existe pas pour une particule en mouvement de lois isolées de 
conservation dü spin et du moment orbital: chacun des opérateurs 
s et | ne commute pas séparément avec l’hamiltonien. Mais comme 
auparavant est conservée (pour une particule libre) la parité d'état. 
C'est pourquoi le nombre quantique { perd son sens d'indication 
d’une valeur déterminée du moment orbital, mais il détermine 
(cf. plus bas) la parité d'état. 


1 Dans ce paragraphe p désigne |p|. 
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Convenons de considérer la fonction d'onde cherchée (bispineur) 
dans la représentation standard: v=(%). Vis-à-vis des rotations, 


æ et x se comportent comme des spineurs tridimensionnels. Aussi 
leur dépendance angulaire est-elle donnée par les mêmes spineurs 
sphériques Q,,,. Soit poQ,,, { ayant l’une des deux valeurs (et 
une seule bien déterminée): j+1;2 ou j—1,;2. Par inversion, 
p(r)—ip(—r) [cf. (21,18)}, et comme Q,,(—n)=(—1) Q,,(n), 


p(r)—i(—1)(r). 


Pour ce qui est des composantes de y, leur comportement dans l'in- 
version est 4(r)——i4(—r). Pour que l’état ait une parité déter- 
minée (c'est-à-dire pour qu'en inversion toutes les composantes 
soient multipliées par un même facteur), il faut donc que la dé- 
pendance angulaire de % soit donnée par le spineur sphérique 
Qym avec l’autre valeur de { (des deux possibles): comme ces 
valeurs diffèrent de 1, on a (—1)" =: —(—1)'. | 

Puis, la dépendance radiale de qç et x sera déterminée par les 
mêmes fonctions R,; et Ry- (avec les valeurs / et [” correspondant 
à l’ordre des fonctions sphériques qui figurent dans Q,,). Ceci 
résulte aussitôt du fait que chacune des composantes de # vérifie 
l'équation du second ordre (p®—m*)1 -0, laquelle s'écrit pour la 
valeur donnée |p| sous la forme 


(A +p°)1 = 0, 


qui coïncide formellement avec l'équation de Schrôdinger non rela- 
tiviste d’une particule libre. 
Ainsi donc, 
@ — AR 4Q jtm À — BRhr rm (24,6) 


et il reste à déterminer les coefficients À et B. Considérons pour 
cela une région éloignée, où l’onde sphérique peut être assimilée 
à une onde plane. En vertu de la formule asymptotique III (33,10), 

, AD ft gai to) | 

Ru = / a àr \‘ \ ) ; 7}, (24,7) 
de sorte que œ représente la différence de deux ondes planes qui 
progressent dans les directions +n(n -r;r). On a pour chacune 
d'elles, d’après (23,8), 


p 
X = 


E-r M 


(Æ 70) ?. 


Ce qu'on a dit précédemment [formules (24,6)] montre d'avance 
que (#0) Q,,,=4aQ jm, où a est une constante. Cette constante se 
détermine facilement en comparant les valeurs des deux membres 
de l'égalité pour m-1/2, nr étant dirigé suivant l’axe des z. Eu 
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égard à (7,2a), on trouve 


(0) Q 1m — LT Q ren « (24,8) 
Réunissant les formules écrites et rapprochant de (24,6), on trouve 
me Pr 
Sn ET À. 


Enfin, le coefficient À est déterminé par la normalisation générale 
de w. Normalisant + par la condition 


( Doit Vo jtm dx = Ô;;ôur OrnmÔ (P—P'), (24,9) 
on trouve en définitive 
/ OO. 
Ÿjtn = I | RTE À l' = 9j —1. (24,10) 


V 2e \— Ve—m RorQ im 


De sorte que pour les valeurs données de j et de m (et de 
l'énergie e) il existe deux états qui se distinguent par leur parité. 
Celle-ci est univoquement déterminée par le nombre /, qui prend 
les valeurs j + 1/2: par inversion le bispineur (24,10) est multi- 
plié par i(—1)'. Les composantes de ce bispineur, toutefois, con- 
tiennent les fonctions sphériques des deux ordres { et !’, ce qui 
traduit l'absence d’une valeur déterminée du moment orbital. 

Lorsque r —- oo, dans toute petite région de l’espace les ondes 
sphériques (24,7) peuvent être assimilées à des ondes planes d'im- 
pulsion p—+pn. Aussi est-il clair qu'en représentation des im- 
pulsions les fonctions d'ondes ne diffèrent pour l’essentiel de (24,10) 
que par l’absence de facteurs radiaux et par l'attribution à # de 
la signification de direction de l'impulsion. 

Pour passer directement à la représentation des impulsions, il 
faut effectuer le développement de Fourier : 


po')= (p(r)e-irr dx. (24,11) 


L'intégrale se calcule à l'aide de la formule de développement 
d'une onde plane en ondes spheriques ! : 


> ÿ UR (7) Vin (2) Ye (2). (24,12) 


=0 m=-1{ 4 


Ecrivant le facteur e-P7 dans (24,11) sous la forme d'un tel déve- 
loppement et prenant (24,5) en considération, on trouve pour les 


1) Cette formule est une généralisation de la formule 111 (34,1) qui ne 
PRE pas un choix déterminé de la direction de l'axe des z. Voir également 
197 êge | 
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composantes de Fourier de la fonction 


Br) = Re (7) Dir (2) 


l'expression 
Ÿ (p° ) = en” ——— Ô (p° — P) it Vin ( P)(o,.(1 \ Vin (2) do. 


L'intégrale Li ici est _ aux coefficients des fonctions 
sphériques dans la définition des spineurs sphériques (24,2), et elle 
forme de nouveau avec le facteur YŸ,,-(p'/p°) ce même spineur sphé- 
rique, mais cette fois-ci de l'argument p’/p': 


po = 6 piton (EE) . 


Appliquant ce os à la fonction d'onde bispinorielle (24,10), 
on l'obtient en représentation des impulsions 


Ve+tmitQ,,(p'1p") 
Ve—mi-"Q;rn(p'/p') 


Les états |pj{m > coïncident avec les états| pjm|Al> (avec|A|= 1/2) 
envisagés au $ 16: les uns et les autres ont des valeurs déterminées 


de pjm et de la parité. Aussi les spineurs sphériques Q,,, sont-ils 


liés de façon déterminée aux fonctions D$?, (tous deux de l'argu- 


ment p/p). Pour p—0 les fonctions d'ondes (24,13) se réduisent 
aux spineurs tridimensionnels Q@,,, de parité P =n(—1)" (n =i étant 
la « parité intrinsèque » du spineur). La comparaison avec les résultats 
du $ 16 conduit à la formule suivante: 


Qi VE (t-on Et Din) (24,14) 


(27) / 


Ÿjtm (P7) = Ô(p° — P) p Væ ( 


|. (24,13) 


(pour /=—j +F1/,), les xt” étant les spineurs tridimensionnels (23,14). 


$ 25. Lien du spin avec la statistique 


La deuxième quantification du champ de particules de spin 1/2 
(champ spinoriel) se fait de la même manière qu’au $ 11 pour le 
champ scalaire. 

Sans refaire tous les raisonnements, nous écrirons d'emblée les 
expressions pour les opérateurs du champ, lesquelles sont tout à 
fait analogues aux ue (11,2): 


Le Lx 7 (aroiroe” ips + béou-p-0ei"), 


d=Y*Y PS 7 (apoipotis + bpoil 0-68 7P*) ; (25,1) 
po 
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la sommation porte sur toutes les valeurs de l'impulsion p et sur 
6=+!1},. Les opérateurs d’annihilation d'antiparticules by (ainsi 
que les opérateurs d’annihilation de particules 4%) figurent sous 
forme de coefficients des fonctions qui, quant à leur dépendance 
par rapport aux coordonnées (e'P”), FOnRRpOnOEnt à un état d'impul- 
sion p !. 

Pour calculer l’hamiltonien d’un champ spinoriel point n'est 
besoin de déterminer son tenseur d’énergie-impulsion (comme on l’a 
fait pour un champ scalaire), puisqu'alors existe l’hamiltonien de 
la particule, avec lequel on peut écrire l’équation d'onde (équation 
de Dirac) (21,12). L'énergie moyenne de la particule dans l'état de 
fonction d'onde w est l'intégrale 


\ p*Hid®x (pi M dx - i (y pv ad (25,2) 


Notons que la «densité d'énergie» (l’expression sous le signe d’in- 
tégration) n'est pas ici une quantité définie positive. 

Remplaçant dans (25,2) les fonctions 1 et + par les opérateurs 14 
et tenant compte de l’orthogonalité des fonctions d'ondes avec des p 
ou des © différents, ainsi que de la relation u, »Ÿ°U:97 -:2e pour 
| pie d'ondes, on obtient l’hamiltonien du champ sous 
la forme 


H — > E (a55apa Dex p0Dp) . (25,3) 
po 


Ceci montre que, dans le présent cas, la quantification doit être 
celle de Fermi : 


{os Apot+ = 1, bo, Dpot+ = 1, (25,4) 


et tous les autres couples d'opérateurs a, a+, b, b+ anticommutent 
(cf. III, $ 65). En effet, l’hamiltonien (25,3) se recopie sous la forme 


H == Ze (a/68po + bpobpa —1), 


et on a pour les valeurs propres de l'énergie (comme toujours, déduc- 
tion faite de la constante additive infinie): 


E = 2e (Npo + No), (25,5) 


c'est-à-dire qu’elles sont, comme il se doit, définies positives. Si la 
quantification avait été celle de Bose, on aurait déduit de (25,3) 


l Les unes et les autres de ces fonctions répondent également aux mèmes 
valeurs © de la projection du spin dans le référentiel de repos ; pour les fonctions 


D-p-0 cela scra démontré au $ 2%; cf. (26,10). 
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des valeurs propres absurdes, non définies positives 
DE (No — N po). 
Une expression analogue à (25,5) 
P=- 2p (Npo + Np0) (25,6) 


s'obtient aussi pour l’impulsion du système—pour les valeurs propres 
de l'opérateur Cb+pdx. 
L'opérateur 4-courant est 


je — dvep (25,7) 


et on obient pour l'opérateur de «charge» du champ 
Q == \ py'pdix = > (apoapo nu bob po) = 2 (apoapo Lg b>obpo + 1) , (25,8) 
po P 


avec les valeurs propres 
Q =À (No — N pa)- (25,9) 


Ainsi donc, nous sommes reconduits au concept de particules et 
d’antiparticules, pour lesquelles subsiste tout ce qui a été dit à 
leur sujet au $ 11 

Mais alors que les particules de spin O sont des bosons, les 
particules de spin 1/2 sont des fermions. Si l’on recherche l’origine 
formelle de cette différence, on voit qu’elle naît de la différence 
dans le caractère des expressions de la « densité d'énergie» pour les 
champs scalaire et spinoriel. Dans le premier cas cette expression 
est définie positive, ce qui entraîne que dans l'hamiltonien (11,3) 
les deux termes (a*a et bb*) figurent avec le signe plus. Pour que 
les valeurs propres de l’énergie soient positives, on devra alors 
remplacer bb+ par b+b sans changer de signe, c'est-à-dire d’après 
la règle de commutation de Bose. Dans le cas du champ spinoriel, 
par contre, la «densité d'énergie» n’est pas définie positive, ce qui 
entraîne que dans l’hamiltonien (25,3) le terme bb+ est affecté du 
signe moins; dès lors, pour obtenir des valeurs propres positives, 
le remplacement de bb+ par b+b doit se faire avec changement 
de signe, c'est-à-dire d’après la règle de commutation de Fermi. 

Par ailleurs, la forme de la densité d'énergie est directement 
liée aux propriétés de transformation de la fonction d'onde et à 
l'exigence d’invariance relativiste. On peut dire en ce sens que le 
lien du spin avec la statistique régissant les particules est également 
une conséquence directe de ces exigences. 

Le fait que les particules de spin 1/2 soient des fermions permet 
d'affirmer de façon générale que toutes les particules de spin demi- 
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entier sont des fermions, et celles de spin entier, des bosons 
(l'assertion démontrée au $ 11 pour une particule de spin O appar- 
tient à ce cas)'. 

Ceci devient évident si l'on note qu'une particule de spin s peut 
être représentée comme étant «constituée» par 2s particules de spin 1/2. 
Pour s demi-entier, 2s est impair, et pour s entier, 2s est pair. 
Or, une particule «complexe» contenant un nombre pair de fermions 
est un boson, et si elle en contient un nombre impair, c’est un 
fermion *. 

Si un système est constitué par des particules de différentes 
espèces, des opérateurs de création et d’annihilation doivent être 
introduits pour les particules de chaque espèce. Alors, les opérateurs 
qui se rapportent à divers bosons, ou bien à des bosons et à des 
fermions, commutent entre eux. Pour ce qui est des opérateurs 
relatiis à divers fermions, dans les limites de la théorie non rela- 
tiviste, on pourrait considérer qu'ils commutent ou qu'ils anticom- 
mutent (III, $ 65). Mais en théorie relativiste, admettant la trans- 
formation mutuelle des particules, on devra considérer que les 
opérateurs de création et d’annihilation de divers fermions anticom- 
mutent, de même que les opérateurs relatifs à divers états de fer- 


mions identiques. 
Problème 


Trouver le lagrangien d'un champ spinoriel. 
Solution. La fonction de Lagrange correspondant à l'équation de Dirac. 


est donnée par l'expression scalaire réelle 
LS (FO — 0 PH) —m Pb. (1) 


Entendant par «coordonnées généralisées» g les composantes 1 et 4, il est 
jacile de s'assurer que les équations de Lagrange correspondantes (10,10) coïn- 
cident avec les équations de Dirac pour + et ÿ. Le signe général du lagrangien 
{ainsi que le coefficient général dans son expression) est, dans le présent cas. 
conventionnel. Etant donné que L contient linéairement les dérivées de 1 et w, 


l'action S—\Ldèx ne peut quand mème avoir ni minimum, ni maximum. 


La condition ÔÜS--0 ne détermine dans ce cas qu'un point stationnaire, mais non 
un extremum de l'intégrale. 

Le lagrangien du champ spinoriel s'obtient en remplaçant dans (1) 
par l'opérateur ‘. RAR SUnS à ce lagrangien la formule (12,12), on ob- 
tient l'opérateur courant (25,7). 


1 L'origine du lien du spin d'une particule avec la statistique qui la régit 
a éte trouvée par Pauli (1940). 

* Ces raisonnements impliquent que toutes les particules ayant le même 
spin sont régies par la même statistique (indépendamment du procédé de leur 
« formation »). On voit qu'il en est bien ainsi par des raisonnements analogues. 
Ainsi, s’il existait des fermions de spin 0, d’un fermion de spin 0 et d’un fermion 
de spin !/, on pourrait former une particule de spin 1/., qui serait un boson, en 
contradiction avec le résultat général déduit pour le spin 1/,. 
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$ 26. Conjugaison de charge et inversion des 
spineurs par rapport au temps 


Les facteurs Ÿ»9 — Use” P* affectant les opérateurs a,, dans (25,1) 
sont les fonctions d'ondes de particules libres (nous dirons d'électrons) 
d'impulsions p et de polarisations o: 

Ya : Wpa- 

Les facteurs #_,-4, eux, affectant les opérateurs b, doivent être 
considérés comme les fonctions d'ondes de positrons avec les mêmes 
p et os. Mais alors, il se trouve que les fonctions d'électrons et de 
positrons sont exprimées en différentes représentations bispinorielles. 
Ceci est clair du fait que 1 et 1 sont différents quant à leurs pro- 
prieétés de transformation, et leurs composantes vérifient des systèmes 
d'équations différents. Pour remédier à cette insuffisance, on doit 
soumettre les composantes de #-,-, à une transformation unitaire 
déterminée, à l’issue de laquelle la nouvelle fonction à quatre com- 
posantes vérifie la même équation que ÿ !. C’est précisément une 
telle fonction que nous appellerons fonction d'onde du positron 
(d'impulsion p et de polarisation o). Désignant la matrice de la 
transformation unitaire exigée par U,, nous écrirons 


MAPS DE PES (26,1) 


L'opération C à l’aide de laquelle cette fonction est formée à 
partir de #-,-4 est dite conjugaison de charge de la fonction d'onde 
(H. Kramers, 1937). Cette notion n'est pas, bien entendu, d’appli- 
cation limitée aux ondes planes. Pour toute fonction Ÿ en général 
il existe sa «conjuguée de charge » 

CH, r) =Uc(4, r), (26,2) 
qui se transforme comme 1 et satisfait à la même équation. 

Les propriétés de la matrice UL résultent de cette définition. 
Si + est solution de l'équation de Dirac (yp—m)#=0, w vérifie 
l'équation 

b(vp+m)=0 ou (yp+ m)} =0. 
Multipliant cette équation à gauche par UC: 
Ucypt + mUcp = 0, 
nous exigerons que la fonction Uc vérifie la même équation que 1: 


(vp — m) Ucy = 0. 
1 Pour les particules de spin O cette question ne se posait pas, car les fonc- 
tions scalaires 1 et * verifient la mème équation, et Ÿ_p coïncide simplement 
avec Ÿ,,- 
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Comparant les deux équations, on trouve la «relation de commu- 
tation» suivante entre U. et les matrices y#!: 


Ucyr = — veUc. (26,3) 


Nous supposerons ensuite les fonctions d'ondes données en repré- 
sentation spinorielle ou standard (nous ne reviendrons qu’à la fin 
de ce paragraphe au cas général d’une représentation arbitraire). 
Dans ces représentations : 


4° — y, LIL — y, 


(y°°13)* _ pos, °° = — y, 


(26,4) 


Alors les conditions (26,3) sont vérifiées par la matrice 
U,.=ncy"y avec la constante arbitraire n,. La condition C:?-1 


entraîne |n«l*—1, de sorte que la matrice U, est déterminée à un 
facteur de phase près. Nous prendrons par la suite n. = 1, si bien que 
Uc = v°y° = — a, (26,5) 


Notant de même que 4 = 14#°*y° — y°p* = y’, il est loisible d'écrire 
l’action de l’opérateur C sous la forme : 


Cp = vip = v'p°. (26,6) 
Sous forme explicite, la transformation (26,6) pour la représentation 
spinorielle est 
C: Erin, mm —Ù2%, (26,7a) 
ou, toutes choses égales, 
C Ein, ni—— ir. (26,7b) 
La transformation de conjugaison de charge pour les ondes pla- 


nes Ÿ:h4 se fait sans peine si l’on utilise leurs expressions explicites 
(23,9) et la matrice U: dans la représentation standard : 


Üi= Le 6?) | (26,8) 
y 
Notant que 
O,0° — —600,, 
déterminant 9), on obtient d’après (23,16) 
ÜUcu-p-0 — Up) Ücu_p-0 = Up (26,9) 
Ainsi, 
Ch-p-0 = Pros (26,10) 


1 Notons de mème. l'égalité qui en résulte 
Ucys = YUc- (26.3) 
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de sorte que les fonctions #-,-4 figurant dans les opérateurs #-(25,1) 
répondent effectivement, avec les opérateurs by, aux états d'une 
particule d’impulsion p et de polarisation o. On voit de même que 
les états électroniques et positroniques sont décrits par les mêmes 
fonctions : 
ra — Pro — po. 

Ceci est très naturel, puisque les fonctions f\ ne nous renseignent 
que sur l'impulsion et la polarisation de la particule. 

On peut traiter de la même façon l'opération d’inversion du 
temps. Le changement du signe du temps doit -être accompagné 
de la conjugaison complexe de la fonction d'onde. Au total, pour 
obtenir la fonction d'onde «inversée par rapport au temps» (Tif) 
dans la même représentation que la représentation initiale de +, 
il faut encore soumettre les composantes de #*. (ou de +) à une 
certaine transformation unitaire. De sorte que, comme (26,2), nous 
écrirons l’action de l'opérateur T sur 1 sous la forme | 

Ty, r)—U,t(—4, r), (26,11) 


U, étant une matrice unitaire. 
Ecrivons de nouveau l’équation de Dirac vérifiée par : 


Ci + it —m)b(l, r) =0, 
et l'équation pour Ÿ: 

Ci m) EC, r)=0. 
Faisons dans cette dernière équation la substitution {——# et 
multiplions-la à gauche par —U,: 

(UT IAT)E(—4, r)—mU F(—t, r)-0. 
Nous voulons que la fonction U;f (—#, r) vérifie la même équation 
que wd(éf, r): 
CADRES r)—mU,v(—1, r)—0. 


Comparant les deux équations, on trouve que la matrice U, doit 
satisfaire aux conditions 


Urv°-- VU, Urÿ — — Ur. (26,12) 

Dans les représentations spinorielle et standard ces conditions sont 
vérifiées par la matrice! 

U, == iyyty°. (26,13) 


! Le choix du facteur de phase dans (26,13) est lié au choix dans (26,5) 
par des considérations indiquées plus loin, dans la note de la page 123. 
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De sorte que l’action de l'opérateur T est donnée par la formule 
Thé, r)= pb (—E, r)=ivyb(—t r). (26,14) 


Sous forme explicite, cette transformation pour la représentation 
spinorielle s'écrit 


T: ES —iE, 1, — int (26,15a) 
ou 
Ti: Ecrit, né —— in. (26,15b) 
En représentation standard 
_fo (0 
Ur=(% + (26,16) 


Trouvons le résultat de l'action sur de toutes les trois opé- 
rations P, T et C. A cet effet, nous écrirons successivement : 
Th r)=—ivv (6 r), 
PTy(é, r)= iv (Th) = vi vp(—t, —r), 
CPTp(é, r) = v Cv vb) = PT — —r), 
ou 


CPTwy(é, r)=ivp(—t, —r). (26,17) 
En représentation spinorielle 
CPT: OEt——ift, n, —in, (26,18) 


[ce qu'on vérifie aussi sans peine directement à partir des règles 
de transformations (20,4), (26,7), (26,15)]:. 

Les expressions écrites plus haut pour les matrices U, et U, 
supposaient la représentation spinorielle ou standard de 1. Voyons, 
enfin, quelles sont celles des propriétés de ces expressions qui sub- 
sistent en représentation arbitraire de Ÿ. 

Si ÿ est soumis à une transformation unitaire: 


bp’ = Uw, y’ = UyU”1, ’ =" = pU+ = FU”! (26,19) 
dans la nouvelle représentation 
(Cy)' = U (Cp) = UUÿ = UU (ÿ'U) = UU.-Üw”. 
Comparant avec la définition de la matrice Uc dans la nouvelle 
représentation [(Cy) = Ucÿ’], il vient 
Uc = UUQÜ. (26,20) 
1 L'écriture CPT suppose que les opérateurs agissent successivement de 


droite à gauche. Le signe général dans (26,17-18) dépend de cet ordre du fait 
que T ne commute pas avec C ct P (lorsqu'ils agissent sur un bispineur). 
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La transformation (26,20) ne coïncide avec celle des matrices 
que pour les U réelles. Ceci étant, l'expression (26,5) elle aussi 
n'est légitime qu'en représentations déduites de la représentation 
spinorielle ou standard par une transformation réelle. 

La matrice (26,5) est unitaire, et la transposition change son 
signe : 

U.Ué Es Il, Us —U.. (26,21) 
Ces propriétés étant invariantes par rapport à la transformation 
(26,20), elles ont lieu dans n'importe quelle représentation. La ma- 
trice (26,5) est par ailleurs hermitique (U.=— U), mais cette pro- 
priéte est, dans le cas général, altérée par la transformation (26,20). 

Tout ce qu'on a dit [y compris (26,21)] concerne tout autant 
les proprietés de U.. 

Dans l'appareil de deuxième quantification les transformations 
C, P, T pour les opérateurs # doivent être formulées en tant que 
règles de transformation des opérateurs de création et d’annihilation 
de particules. Ces règles peuvent s'établir (comme on a procédé au 
$ 13 pour les particules de spin 0) en exigeant que les transformés 
des opérateurs 1 puissent se mettre sous la forme 


pe r)= Up r), | 
dé r)=ivap(é, —r), (26,22) 
pr r)=Urb(—t r). 
Les calculs faits à l’aide des formules déduites montrent que ces 
conditions sont vérifiées par les transformations suivantes : 
— Dpos bho = 4po: 
27 ba = iApos b? a == ibpo; (26.23) 
a! po = 20ia59, Dlp-0 = 20iD3o. 


Problème 


Trouver l'opérateur de FF UEROE de charge dans la représentation de 
Majorana (ci. problème 2 $ 21). 


Solution. La matrice Ue dans la représentation de Majorana se déduit 
de Uc——a, en représentation standard par la transformation (26,20) avec 
U=(a,+6)/V2 et elle vaut U-=a, (æœ, et B désignent les matrices de la 
représentation standard). Affectant d'un accent les quantités dans la représen- 
tation de Majorana, on a Ch'=U. (p'*B), et comme f’—a,, 


Ch’=a, (pa) =a,a,p* =", 


c'est-à-dire que la conjugaison de charge équivaut à la conjugaison complexe. 
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$S 27. Symétrie intrinsèque des particules et antiparticules 


La fonction d’onde d'une particule de spin 1/2 se réduit dans 
son référentiel de repos à un spineur tridimensionnel (que nous 
désignerons par ®’). Au comportement de ce spineur vis-à-vis de 
l'inversion est liée la notion de parité intrinsèque de la particule. Toute- 
fois (on l’a vu au $19), bien que les deux lois de transformation possibles 
des spineurs tridimensionnels (®°—- +iD’) ne soient pas entre elles 
équivalentes, l'attribution d'une parité déterminée à un spineur 
n'a pas un sens absolu. Aussi ne saurait-on non plus parler de la 
parité intrinsèque d'une seule particule de spin 1/2. Mais on peut 
parler de la parité intrinsèque relative de deux telles particules. 

Avec deux spineurs (tridimensionnels) O' et Of on peut former 
le scalaire D O4", Si on a là un vrai scalaire, on dit que les 
particules décrites par les spineurs donnés ont la même parité ; si 
on a un pseudoscalaire, on dit que les particules ont des parités 
intrinsèques contraires. 

Montrons que les parités intrinsèques d’une particule et d’une 
antiparticule (de spin 1/2) soni contraires (V. Bérestetski, 1948). 

À cet effet, notons que si on applique aux deux membres de 
la transformation P (19,5) (en représentation spinorielle) 


P: Ein, 1, — if (27,1) 
l'opération C (26,7), on obtient 

D Re ee 
l'indice c désignant les composantes du bispineur pe — (F1) conjugué 


de charge de y - (5). Faisant la conjugaison complexe et déplaçant 
les indices, on trouve 


P: nf — #6, 2%. (27,2) 


On voit que des bispineurs conjugués de charge se transforment 
suivant la même loi par inversion. 

Soient #'* la fonction d'onde d'une particule (électron) et #'P? la 
fonction d'onde de l'antiparticule (positron). Cette dernière est un 
bispineur conjugué de charge d’une certaine solution de « fréquence 
négative» de l'équation de Dirac. Dans le référentiel de repos 
chacune d'entre elles se réduit à un spineur tridimensionnel: 


C2 (©) Cy2 (p)2 __ A (P) 2 


En vertu de (27,1-2), ces spineurs se transforment par inversion 
suivant la loi 


D°— i®", (27,3) 
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la même pour ®'‘ et pour ®. Le produit DD changeant de 
signe, notre assertion est démontrée. 

Dans l'appareil de deuxième quantification, le fait que particules 
et antiparticules soient de parités opposées s ‘exprime dans le chan- 
gement de signe des produits des opérateurs par inversion : 45oDpo — 
— — 8pobpa (Ci. (26,23)]. 

Une particule qui «coïncide» avec son antiparticule est dite 
réellement neutre ($ 12). L'opérateur # du champ de telles parti- 
cules vérifie la condition 


dr) #4 r). 


Pour les particules de spin 1/2 ceci traduit les conditions (en re- 
présentation spinorielle) : 


Et—inét, m=—ib". (27,4) 


Ainsi que n'importe quelles relations exprimant des propriétés phy- 
siques, ces conditions sont invariantes par rapport à la transforma- 
tion CPT!. Il est facie de vérifier qu’elles sont en fait invariantes 
non seulement par rapport à CPT, mais par rapport à chacune des 
trois transformations séparément. 

Nous avons convenu au $ 19 de définir l'inversion des spineurs 
comme une transformation pour laquelle P°-——1]1, et nous nous 
sommes conformés jusqu’à présent à cette définition. Il est facile 
de voir que le résultat déduit plus haut sur la parité relative de 
particules et antiparticules est indépendant, comme il se doit, du 
mode de définition de l’inversion. 

Si l’inversion est définie par la condition P*=—1, on a au lieu 
de (27,1) 


P: Et, nn: —E#. (27,5) 
La fonction conjuguée de charge, elle, se transforme alors suivant 
la loi 

E—_—n;, n;, — — È, 
qui diffère de (27,5) par le signe. Ceci étant, les spineurs tridimen- 
sionnels O se transformeront d’après : 

Der, DO, ina, —_ Dry, 

de sorte que le produit ®‘*®O' est, comme auparavant, un pseu- 
doscalaire. 


La seule différence possible dans les conséquences physiques des 
deux conceptions de l’inversion est que, si l’on adoptait la défini- 


l Plus cxactement, la transformation CPT doit ètre définie dans le cas donné 
de façon à assurer l'invariance de relations du type (27,4). On y arrive par un 
choix approprié du facteur de phase dans la définition de Ur (cf. nota p. 119). 
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tion (27,5), la condition de neutralité vraie du champ ne serait 
pas invariante par rapport à cette transformation (ou à CP): elle 
changerait le signe relatif des deux membres des égalités (27,4). 
En fait, on ne connaît pas de particules de spin 1/2 réellement 
neutres, et on ne sait pas actuellement si ladite différence dans les 
deux définitions de l’inversion a un sens physique réel !. 


Problème 


Trouver la parité de charge du positronium (système hydrogenoïde d'un 
électron et d'un positron). 

Solution. La fonction d'onde de deux fermions doit ètre antisymetrique 
pee rapport à la transposition simultanée des coordonnées, des spins et des varia- 
les de charge des particules (cf. prob. $ 13). La transposition des premières 
multiplie la fonction par (—1){: des secondes par (—1)!+$ (où S—0 ou 1 est 
le spin total du systeme); des troisièmes par le C cherché. De la condition 
(—1){(—1)1+$SC=— 1 on déduit 


C—(—1):+5. 


Les parités intrinsèques de l’électron et du positron étant contraires, la parité 
d'espace du système P=(—1){+1. Parité combinée: CP =(—1)$+1, 


$S 28. Formes bilinéaires 


Considérons les propriétés de transformation des diverses formes 
bilinéaires qu'on peut construire avec les composantes des fonctions 
v et *. De telles formes ont une importance majeure en mécani- 
que quantique; le 4-vecteur densité de courant (21,11) se rapporte 
également à celles-ci. 

Etant donné que 1 et #* ont chacune 4 composantes, on peut 
former avec ces composantes 4-4 = 16 combinaisons bilinéaires in- 
dépendantes. La classification de ces quantités d'après leurs pro- 
priétés de transformation résulte a priori des modes de multiplication, 
énumérés au $ 19, de deux bispineurs arbitraires (tels étant en 
l'occurrence # et #*). À savoir, on peut former un scalaire (noté S), 
un pseudoscalaire (P), un spineur mixte du second ordre équivalent 
à un vrai 4-vecteur Vr (4 quantités indépendantes), un spineur mixte 
du second ordre équivalent à un 4-pseudovecteur Ar (4 quantités), 
un bispineur du second ordre équivalent à un 4-tenseur antisymé- 
trique Tr* (6 quantités). 

Sous forme symétrique (pour toute représentation de 1) ces com- 
binaisons s'écrivent sous la forme suivante : 


S = ÿb, P=— by, 
Ve = yep, Ae—apyepp, Ter = por", (28,1) 


1 L'incomplète équivalence des deux définitions de l'inversion a été notée 
par G. Racah, 1937. 
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où 
. : 
OPY — rc] (yey’ = v'y#) a (x, iZ) (28,2) 


[l’'énumération des composantes dans (28,2) se fait d'après (19,15]!. 
Toutes les expressions écrites sont réelles. 

Le fait que S soit un scalaire et P un pseudoscalaire résulte 
de leur représentation spinorielle 


S=En+né, P —i(6%n— nn"), 


ce qui correspond précisément aux expressions (19,7) et (19,8). Après 
quoi, le caractère vectoriel des Vr résulte aussitôt de l'équation de 
Dirac: multipliant l'égalité p,y#p mb à gauche par #, il vient 


(hp, ve D) = my : 


puisqu'on a au second membre un scalaire, il doit en être de même 
de l'expression au premier membre. 

La règle d’après laquelle on forme les quantités (28,1) est évi- 
dente : elles se forment comme si les matrices y» constituaient un 


4-vecteur, y un pseudoscalaire, et les # et 1 figurant de part et 
d’autre constituaient ensemble un scalaire*. L'absence de formes 
bilinéaires possédant le caractère d’un 4-tenseur symétrique, qui 
résulte clairement de la représentation spinorielle, résulte aussi bien 
de cette regle: puisque la combinaison symétrique de matrices 
vev" + v'ye = 2gr”, une telle forme se réduirait à un scalaire. 

Les formes bilinéaires deux fois quantifiées s'obtiennent en rem- 
plaçant dans (28,1) les fonctions ÿ par les opérateurs +. Pour plus 
de généralité, nous considérerons que deux opérateurs 1 se rappor- 
tent aux champs de particules différentes; nous les distinguerons 
par les indices a et b. Voyons comment se transforment de telles 
formes opératorielles par conjugaison de charge. Notant que* 


p°= Ucy, ÿ° = Ucy, (28,3) 


1 Dans une transformation unitaire de 4 (changement de représentation) on 
a: D—Uy, y — UyU-1, p— pÜ-!, et l'invariance des formes bilinéaires 
dans ces transformations est cvidente. 

? La « pseudoascalarité » . de y correspond elle-même à ces règles, puisque 


= | Cap VV VV? 
3 Pour déduire la deuxième égalité de la première on écrit 
PEU Gp) = PU = — PUE PE = PPUÉ p= UE p 
[on a utilisé (26,3) et (26,21) et l'hermiticité de y°]. 
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il vient en utilisant (26,3) et (26,21), 
a be — (Uéw.) (Ucb, }= PUcUc, _ 
: = — RUE U cs = — babe 
ave = Ur Us = — RU UP, = pv 
Lors de la transposition des opérateurs qui les ramène dans l’ordre 
initial (b à gauche de 1#), en vertu des règles de commutation de 
Fermi (25,4), le signe du produit change (et, en outre, des termes 
apparaissent qui ne dépendent pas de l'état du champ, lesquels 
seront omis comme dans les déductions analogues du $ 13). Il vient 
ainsi 
ue = Bobo ave = — Poe. 
Transformant de façon analogue les autres formes, on trouve que 
par conjugaison de charge” 
Cr Sub — She Pop — Phas Vüb — — Vhas Ab — Abus 
Th —— Th. (28,4) 
On explicite de façon analogue le comportement de ces mêmes 
formes par renversement du temps. On se rappellera alors (cf. $ 13) 
que cette opération est liée au changement de l’ordre des opéra- 
teurs, si bien que, par exemple, 
(ab)" = LA Ÿ . 
Substituant ici 
à! = Ur, Ÿ' — — Ur, (28,5). 
il vient 
Che)" ME (U T'Ÿe) (U T Ya) 
= — 1 UrUr pe = WUrUr 4, = bb. 
Traitant de même les autres formes, on obtient 
Sub — Soer Pub 7 — Pour (Vs Vus — (V9, — Vis 
TL: | (28,6) 
(A, A4 —r (A°,— A sa Ta == (p, a)5 — (Pr — Asa 


[p, a sont des vecteurs tridimensionnels équivalant aux composan- 
tes de Tr en vertu de (19,15)]. 


1 Notons que pour les formes bilinéaires constituées des fonctions 1 (et non 
pas des opérateurs 4) les transiormations (28,4) auraient le signe contraire, 
étant donné que le retour à l'ordre initial des facteurs # ct 1 se ferait sans 
changement de signe. 
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Par inversion d'espace, en conformité avec le caractère tensoriel 
des quantites : 


So + Sabr Pop 7 — Pass (V9, Vo — (V9, — Vs 
P : (28,7) 
(A°, Ajoy —(— AÀ°, As Tab =(P, a)y —(— Ps a). | 
Enfin, il vient en appliquant à la fois les trois opérations! 
CPT : Sig — Suns Pap — Pan Vio— —V ho, 
Ab —+— Au, Tab —+ Tup (28,8) 


ce qui correspond précisément à la signification de cette transfor- 
mation en tant que 4-inversion : la 4-inversion équivalant à une 
rotation du 4-système de coordonnées, il n'y a pas par rapport à 
elle de différence entre vrais et pseudotenseurs de n'importe quel 
rang. 

Considérons les produits deux à deux de formes bilinéaires cons- 
truites avec quatre fonctions différentes #4, 1°, 1°, #4. Le résul- 
tat obtenu est différent selon qu’on multiplie entre eux tels couples 
de ces fonctions. Toutefois, il apparaît qu'il est possible de ra- 
mener chaque produit de ce genre aux produits de formes bilinéaires 
avec des couples fixés de facteurs (W. Pauli, M. Fierz, 1936). 
Déduisons la relation qui sert de base à une telle réduction. 

Considérons l'ensemble de matrices à quatre rangées 


1, vf, ye, cyeys, ior” (28,9) 


(1 est la matrice unité). Numérotant ces 16 (—1-+1+4+44--6) 
matrices dans un ordre déterminé quelconque, designons- les par 
YA(A=1, ..., 16), et par y, ces mêmes matrices avec les indices 
4-tensoriels (u, v) abaissés. Elles possèdent les propriétés suivantes : 


Try" = 0 (v° = D), 
. vly, = 1, . Try4y, = 68. (28,10) 


En vertu de la dernière de ces propriétés, les matrices y sont 
linéairement indépendantes. Leur nombre étant égal au nombre 
(4-4) d'éléments d'une matrice à quatre rangées, les matrices +‘ 
constituent un système complet suivant lequel peut être décompo- 


1 Pour éviter tout malentendu, rappelons que les transformations T et P 
exigent aussi le changement des arguments de la fonction ; les seconds membres 
(les formes transformées) dans (22,6-8) sont respectivement fonctions de 


xT=(—1, r), xP= (ir). xCPT=(— 1, —r), 


si les premiers. membres. sont fonctions de x= (1, r)._ 
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sée toute matrice à quatre rangées T': 


le cit, ca Tryal (28,11) 
À 


ou sous forme développée avec des indices matriciels (ë, À = 1, 2, 3, 4) : 
l 
Dk=z 2 L'imYat aix. 


Supposant, notamment, que la matrice F ne contienne en tout 
qu'un seul élément non nul (l,,), on obtient la relation cherchée 
(«condition de complétion ») 


Ôit Oxm = _ 3° VauVr. (28, 12) 
À 


Multipliant cette égalité de part et d'autre par 4%?4£v“, on 
obtient 


(ape) (pt) -72 (vb?) (D y Abe). (28,13) 


C'est là une des égalités du type indiqué plus haut: elle ramène 
le produit de deux formes scalaires bilinéaires à des produits de 
formes construites avec d’autres couples de facteurs !. 

D'autres égalités de ce type peuvent se déduire de (28,13) en 
faisant la substitution 


pe yhpt, ap? — ycy? 
et en utilisant la décomposition 


vv— Z CR CR= ZT TT Y VER 


(cf. problèmes). 

Indiquons encore ici pour les références ultérieures une relation 
analogue à (28,12) pour les matrices à deux rangées. 

Les matrices 


1, C,, Op © (28,14) 


constituent un système complet de matrices linéairement indépen- 
dantes à deux rangées 64 (A =-1, ..., 4). Pour ces matrices 


Ro (28,15) 
_ Tr oo" — 6 ,g. 
l Rappelons, pour éviter tout malentendu, qu’on a ici en vue des formes 


construites avec des fonctions 1. Pour les formes construites avec des opérateurs 
# anticommutants, le signe de la transformation serait contraire. 
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Condition de ee : 


# 


Ba — 7 2 OÉB 0 — —_ _ OcpO 5 je 9 dusÔoy (28,16) 


(«, B,...—1, 2), ou autrement: 


l > 
Ou808y = — à OuyOop + à BaÔ0p. (28,17) 


Problèmes 


1. Etablir les formules analogues à (28,13) pour les produits scalaires de 
deux formes bilinéaires P, V, À,T. 
Solution. Désignons : 


Js= (ppt) (hop). = (pays pl) (bc yspt), 
Jy=tpeyep) (y, p9, 
d'a = (paies) (poiv yep), 
Jr = (psior"p?) (bio, bd), 


et par les mêmes lettres accentuées les produits analogues avec d? et 4 trans- 
posés. Par le procédé indiqué dans le texte on obtient : 


4J<= Js+ J'y + Jr + J A1 + Jp, 


4J;.=4J—2Jy +29 ,—A4J,, 
4Jr=6Js 2; +6J,, 
4J'y=4Js+2Jy —2J ,—4J), 


4J= Js— dyt Jr Ji Jp 
{la première ligne s'obtient d’après la formule (28,13)]. 
2. Montrer que 
Jeb, cd __ jab, cb 
où 
Jabr ed = (paye (1475) 4bf) (Dr, (1 + v5) pd). 


Solution. Les quantités envisagées J sont des scalaires vis-à-vis des 
4-rotations, mais elles n'ont pas une parité déterminée vis-à-vis de l'inversion. 
L'égalité exigée s'obtient le plus simplement en représentation spinorielle. Re- 
marquant que 


de (2 18) = (1 — 7) 8 (1 1) 


l ; 0 I ; 
70H): gone (). 


/ 


et 


on voit que le escalaire» J%:‘4 doit s'exprimer en fonction des spineurs de 
rang deux 


(ab) _,a° b (cd) 
OS =n; Mo Li = né 


S 2460 
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de sorte qu'il doit se présenter sous la forme 


job.ud., SEE (cd) b = ca° 


h db 
L) ns n 


Transposant les indices b et d et notant que 


nn nf né. 


on obtient le résultat annonce. 


$S 29. Matrice densité polarisatoire 


La dépendance de la fonction d'onde # par rapport aux coor- 
données, qui décrit un mouvement libre d’impulsion p (onde plane) 
se réduit au facteur général ef”, l'amplitude u, jouant le rôle 
de fonction d'onde de spin. Dans un tel état (pur) la particule 
est entièrement polarisée (cf. III, $ 59). Cela signifie en théorie 
non relativiste que le spin de la particule a une direction déter- 
minée dans l’espace (plus précisément, il existe une direction sui- 
vant laquelle la projection du spin a la valeur déterminée -: 1/2). 
En théorie relativiste une telle caractéristique de l'état n’est pas 
possible dans un référentiel arbitraire, vu la non-conservation (déjà 
notée au $ 23) du vecteur spin. La pureté d'état signifie seule- 
ment que le spin a une direction déterminée dans le référentiel 
de repos de la particule. 

Dans un état de polarisation partielle il n'existe pas d’ampli- 
tude déterminée, seule existant la matrice densité polarisatoire p., 
(i, k -1, 2, 3, 4 étant des indices bispinoriels). Nous définirons 
cette matrice de sorte que pour l'état pur elle se réduise au produit 


Oie Uhr. (29,1) 
Ceci étant, la matrice o est normalisée par la condition 


Tro 2m (29,2) 
[cf. (23,4)]. 
Dans un état pur la valeur moyenne du spin est déterminée par 


D Pbevopass Les, 1 os 
S - 3 | p*Epdx Lun, = Lu, v'Eu,. (29,3) 


Expression correspondante pour l'état d'une particule partiellement 
polarisée : 


FR Ï 0 das 
S x Ir(pv 2) = ra L (pY°Y). (29,4) 


Les amplitudes u,, u, satisfont aux systèmes d'équations algé- 
briques (p—m) u, 0, ui  (—1m) =0. Ceci étant, la matrice (29,1) 
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vérifie les équations 


(p—m)p —p(p—m) -0. (29,5) 

A de telles équations linéaires doit aussi obéir la matrice densité 

dans le cas général où l’état est mixte par rapport au spin (com- 
parer avec la déduction analogue au tome III, $ 14). 

Si l’on considère la particule libre dans son référentiel de repos, 

la théorie non relativiste lui est applicable. Mais dans cette théo- 

rie l’état de polarisation partielle est complétement déterminé par 


trois paramètres: par les composantes du vecteur valeur moyenne $s du 
spin (cf. III, $ 59). Par conséquent, il est clair que les mêmes 
paramètres détermineront aussi l'état de polarisation après toute 
transformation de Lorentz, c'est-à-dire pour la particule en mou- 
vement. 

Désignons par & le double de la valeur moyenne du vecteur 
spin dans le référentiel de repos (dans l’état pur |6|--1, dans 
l’état mixte || < 1). Pour la description quadridimensionnelle de 
l’état polarisé il est commode d'introduire un 4-vecteur a» coïnci- 
dant dans le référentiel de repos avec le vecteur tridimensionnel &: 
6 étant un vecteur axial, a” est un 4-pseudovecteur. Ce 4-vecteur 
est orthogonal à la 4-impulsion dans le référentiel de repos [où 
av::(0, &), p“—(m, 0)], et donc aussi dans tout référentiel 


asp, = 0. (29,6) 
On aura de même dans tout référentiel 
a ar = —{. (29,7) 


Les composantes du 4-vecteur a“ dans le référentiel où la par- 
ticule se meut avec la vitesse o -p/e se déduisent par transfor- 
mation de Lorentz du référentiel de repos et valent : 


æ-lôli, a tait, (29,8) 
les indices || et L désignant les composantes de & et a parallèles 
et perpendiculaires à la direction de p'. Ces formules peuvent 


! Pour ce qui cst de leurs propriétés de transformation, les composantes du 
vecteur spin moyen S$ (ainsi que de tout moment) sont en mécanique relativiste 
les composantes spatiales d’un tenseur antisvmétrique S’r. Le 4-vecteur af cst 
lié à ce tenseur par 

lors | 2 
S+= 5er FAP, A — 8 PS, P.- 
Soulignons que dans un référentiel arbitraire la partie spatiale a du 4-vecteur 
a“ ne cuïincide nullement avec le vecteur 2s. Il est facile de voir que 


” | . 
2 S M e—a|pl)-, 


5® 
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s'écrire sous forme vectorielle : 


_+e1 _P(6P) o__ap__PÈ 
MST em ST T7 


a €: + PE} 


m= 


(29,9) 


Envisageons d’abord l'état non polarise (8—0). La matrice 
densité ne peut contenir dans ce cas comme paramètre que la 
4-impulsion p. La seule forme d’une telle matrice satisfaisant aux 
équations (29,5) est 


p=+(p+m) (29,10) 


(/. Tamm, 1930, H. B. G. Casimir, 1933). Le coefficient constant 
est choisi en conformité avec la condition normalisante (29,2). 

Dans le cas général de polarisation partielle (6-=0) nous cher- 
cherons la matrice densité sous la forme 


l ,- FT 
p=-(p+m)p"(p+m), (29,11) 
qui vérifie automatiquement les équations (29,5). Pour £—0 la 
matrice auxiliaire p’ doit se reduire à la matrice unité; comme 


(p+m)-:2m(p+m), (29,11) coïncide alors avec (29,10). Puis, 
elle doit contenir linéairement en tant que paramètre le 4-vecteur 
a, c'est-à-dire avoir la forme 


p'-1— Aya; (29,12) 
dans le second terme figure le produit «scalaire» de pseudovecteur 
a et du «4-pseudovecteur matriciel» y°y. Pour déterminer le coef- 
ficient À, écrivons la matrice densité dans le référentiel de 
repos : 

p = (1+v) (+ Av) (+7) = (14 v) (1 + Aviyt) 


et calculons, en vertu de (29,4), la valeur moyenne du spin. Uti- 
lisant les règles énumérées au $ 22, on trouve facilement que le 
seul terme non nul dans la trace cherchee est : 


28 = 37 Tr (pv#v) = —% Tr (VE) v) = AE. 


Egalant cette expression à &, on obtient À — 1. On obtient l’expres- 
sion définitive de p en substituant (29,12) dans (29,11) et en 


permutant les facteurs p” et (p+m); en vertu de l'orthogonalité 
de a et p, le produit yp anticommute avec a: 


ap = 2ap — pa — —pa, 
et donc commute avec y'a. 
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Ainsi donc, la matrice densité d'un électron partiellement po- 
larisé est donnée par l'expression 


pe (54m) (1 — y) (29,13) 


(L. Michel, À. S. Wightman, 1955). Si la matrice p est connue, 
le 4-vecteur a caractérisant l'état (et avec lui le vecteur à) peut 
se trouver par la formule 


a = —- Tr(pysy»). (29,14) 


Les formules pour la matrice densité du positron sont tout’ à 
fait analogues aux formules pour l'électron. Si l’on décrivait le 
positron (de 4-impulsion p} par l'amplitude de positron uf°” et 
par la matrice densité ptP°s) définie conformément à cette ampli- 
tude, il n’y aurait aucune différence du cas de l’électron, et la ma- 
trice p(Po9 serait donnée par la même formule (29,13). Toutefois, 
lorsqu'on calcule effectivement les sections de processus de diffu- 


sion où participent des positrons, on a affaire (comme nous le ver- 
rons par la suite) non pas à u#°*”, mais aux amplitudes de «fré- 
quence négative » u_,. En conséquence, la matrice densité polarisatoire 
(désignons-la par p‘7’) doit être définie de sorte qu’elle se réduise 
pour l'état pur à u_,u_,. 

D'après (26,1), l'amplitude positronique uf°° Ucu... Inver- 
sement : 


u_, — Durs u_,=Ucuÿ” = uPUC 
[cf. (28,3)]. Si 
Dir” ns U _ pill_ nhs pr eu TA PI RU 
on obtient à l’aide de ces formules 
pt) 2 Up. (29,15) 


Substituant ici à pp» l'expression (29,13), on obtient après 
des transformations simples [faites à l'aide de (26,3), (26,21)] 


pt = (p—m) (| — y'a). (29,16) 
Notamment, pour l'état impolarise 
pt) = + (p—m). (29,17) 


Par la suite, parlant de matrices densités positroniques, nous aurons 
en vue les matrices p(-) débarrassées de l'indice (— ) (quant aux 
matrices p(Pos), on n'a virtuellement pas à s'en servir). 

On a souvent à prendre dans les calculs la moyenne sur les 


états de spin d'expressions de la forme uFu (=u,F,u,), F étant 
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une certaine matrice (à 4 rangées), et u l'amplitude bispinorielle 
de l’état de 4-impulsion p déterminée. Une telle médiation équivaut 
à remplacer les produits u,u; par la matrice densité p,; de l'état 
partiellement polarisé. 

Notamment, la médiation totale sur les deux états de spin indé- 
pendants équivaut à la transition à l’état impolarisé; alors, con- 
formément à (29,10), on a 


_ u,Fu,= Tr (p--m)F. (29,18) 
” polar L 
De même pour les fonctions d'ondes de fréquence négative : 
| V'- Less 
= 2 Fu TT (p—m) F. (29,19) 


S'il s'agit non pas de médiation, mais de sommation sur les états 
de spin, le résultat est doublé. 

Voyons comment la matrice densité (29,13) se réduit à la limite 
à son expression non relativiste. À cet effet, passons dans le réfé- 
rentiel de repos de l’électron. En représentation standard des fonc- 
tions d’ondes les amplitudes uw, dans ce référentiel sont à deux 
composantes; avec ces amplitudes, la matrice densité doit elle 
aussi devenir une matrice à deux rangées. En effet, on a dans le 
référentiel de repos 


D == _. (v° + 1) (1 — v°v6), 


et on trouve à l’aide des expressions (21,20) et (22,18) des matri- 
ces y 


p == o de 0) Pnon ret = M(1 -- Où) (29,20) 


(les zéros indiquent des matrices nulles à deux rangées). Si l’on 
adopte la normalisation, d'usage en théorie non relativiste, de la 
matrice densité (Tr Paon re — 1) à l'unité au lieu de la normalisa- 
tion à 2m, il faudra diviser cette expression par 2m, de sorte qu’on 
obtient l'expression 


- 
7 (1 + où) 
conforme à [II (59,4-5). 


On a de même pour la limite non relativiste de la matrice 
densité positronique : 


p — (6 es a) Pnon re = —/"1(] + où). 


Enfin, écrivons l'expression simplifiée de la matrice densité 
dans le cas ultrarelativiste. Posant dans (29,8) [p|=e [par là 
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même on fait abstraction des quanjités relativement petites <(m'e)*|, 
substituant ces expressions dans (29,13) ou (29,16) et prenant la 
direction de p pour axe des x, nous écrirons 


=> [e(v—Y')+n] [1 — (= (v°— 1) Lu + buvi) 


le signe supérieur concernant le cas de l'électron, et le signe infé- 
rieur, celui du positron. Lorsqu'on développe le produit, les termes 
principaux qu'il contient disparaissent, et ceux de l'ordre suivant 
donnent 


p=re(y—v!) [1—Y (+ En +é:v)] 


ou, revenant à l'écriture de £#(y°— y!) sous forme de p, 
LL ; PT 
P=-p[l—y (+ + 61Y:)]. (29,21) 


Telle est l'expression cherchée de la matrice densité dans le 
cas ultrarelativiste. Notons que toutes les composantes du vecteur 
polarisation & y participent sur un pied d'égalité en tant que ter- 
mes du même ordre de grandeur. Rappelons que &, est la compo- 
sante de ce vecteur parallèle (pour £, - 0) et antiparallèle (£, <0) 
à l'impulsion de la particule. Notamment, pour l'état d'’hélicité de 
la particuleË£, -22--+ 1; la matrice densité prend alors une forme 
particulièrement simple! : 


p=pÜiTr 27). (29,22) 


$ 30. Le neutrino 


Nous avons vu au $ 20 que la nécessité de la description d'une 
particule de spin 1:2 par deux spineurs (ë et n) est liée à la masse 
de la particule. Cette cause disparaît si la masse est nulle. L'’équa- 
tion d’onde décrivant une telle particule peut être formée alors 
à l’aide d’un seul spineur, disons du spineur ponctué 1: 


pin; = 0, (30,1) 
ou ce qui revient au même 
(Po + PO) n : 0. (30,2) 


Il a éte également noté au $ 20 que l'équation d'onde conte- 
nant la masse m est automatiquement symétrique vis-à-vis de 
l'inversion (transformation Ets). Or, lorsqu'une particule est décrite 


1 Laquelle coïncide, comme il se doit, avec la forme de la matrice densité 
du neutrino ou de l’antineutrino, pa:ticules de masse nulle et d’hélicité deter- 
minée (cf. $ 30). 
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par un seul spineur cette symétrie se perd. Mais elle n’est pas né- 
cessaire, étant donné que la symétrie vis-à-vis de l’inversion n'est 
pas une propriété universelle de la nature. 

L'énergie et l'impulsion d’une particule avec m -: O sont liées 
par la relation e—|p|. Aussi l'équation (30,2) donne-t-elle pour 
une onde plane (1, — e7'?*) : 


(20) M = — (30,3) 
n étant le vecteur unité de p. On a aussi l'équation analogue 
(n6)n-, - —n., (30,4) 


pour une onde de «fréquence négative» (n_, — er). 
Opérateur # deux fois quantifié : 


n = 2 Ge + n,b2) 
n* = Zn ap + n-pbp). (30,5) 
D'où il découle, comme d'ordinaire, que les n_, sont les fonctions 


d'ondes de l’antiparticule. 


La définition (20,1) des opérateurs p“é montre que p%#° _- — ph. 
Ceci étant, le spineur conjugué complexe n* vérifie l'équation 
pfn; —0, ou ce qui est la même chose 


pagné” = 0. 


Posons nf° —£, stipulant ainsi que la conjugaison complexe trans- 
forme un spineur ponctué en un spineur non ponctué. Ainsi donc, 
les fonctions d'ondes de l’antiparticule vérifient l'équation 


pan£P — 0, (30,6) 
ou 
(Po —pO)Ë = 0. (30,7) 
On en déduit pour une onde plane 
(n0)E, -E,. (30,8) 


Or, 1/2(n0) est l'opérateur projection du spin su la direction 
du mouvement. De sorte que les équations (30,3) et (30,8) signi- 
fient que les états d'une particule d’impulsion déterminée sont auto- 
matiquement à hélicité: la projection du spin sur la direction du 
mouvement a dans ces états une valeur déterminée. Alors, si le 
spin de la particule est opposé à l'impulsion (hélicité —1/2), le 
spin de l'antiparticule est dirigé dans le sens de l’impulsion (héli- 
cité + 17/2). 

Les neufrinos, particules existant dans la nature, sont vraisem- 
blablement doués de cette propriété. On convient alors d’appeler 
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neutrino une particule douée d’hglicité —1:2, et antineutrino une 
particule douée d’hélicité +1,21. 

En relation avec la non-dégénérescence des états du neutrino 
suivant les directions du spin, rappelons la remarque faite au $ 8 
que seule la symétrie axiale relativement à la direction de l’impuli- 
sion est caractéristique d’une particule de masse nulle. Dans le cas 
d'une particule réellement neutre— du photon—à cette symétrie 
participent les rotations autour de l’axe ainsi que les réflexions 
dans les plans passant par l'axe. Dans le cas du neutrino la sy- 
métrie par rapport aux réflexions est absente, et nous n'avons 
affaire qu’au groupe de rotations autour de l’axe, qui conserve la 
projection du moment sur l’axe, mais ne change pas son signe. La 
symétrie par rapport aux réflexions n'existe qu'à condition que la 
particule soit simultanément remplacée par l’antiparticule. 

Il est encore à noter que la polarisation longitudinale obliga- 
toire signifie que pour le neutrino le spin est inséparable du mo- 
ment orbital (de même que pour le photon avec sa polarisation 
transversale obligatoire, cf. & 6). 

Avec un seul spineur n (ou £) on peut former en tout quatre 
combinaisons bilinéaires, qui forment ensemble le 4-\ecteur 


j" - (nn, n'en). (30,9) 
Il est facile de vérifier qu'en vertu des équations 
(Po + po)n 0, n° (ps —po) —0 


est satisfaite l'équation de continuité d,jr — 0, c'est-à-dire que j# 
joue le rôle de 4-vecteur densité de courant des particules. 

Il est commode de normaliser les ondes planes du neutrino par 
un procédé analogue à celui utilisé au $ 23 pour les particules 
ayant une masse : 


= U, Ps, M, — erx, (30,10) 


V7 7" 


les amplitudes spinorielles étant normalisces par la condition inva- 
riante 


pl, O)U.p—2(€, P). (30,11) 


On a alors pour la densité des particules et celle de leur courant : 
j =, J--ple-n 


1 L'existence du neutrino a été prédite théoriquement par Pauli (1931) en 
vue d'expliquer les propriétés de la désintégration B. L'équation (30,1) a été 
‘considérée pour la première fois par A. Weyl (1929). La théorie du neutrino 
basée sur ces équations a été formulée par L. Landau, T. D. Lee et C. N. Yang, 
A. Salam (1957). 
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Un neutrino libre d’impulsion donnée étant toujours complete- 
ment polarisé, on n’a pas dans ce cas de notion d'état mixte (sui- 
vant le spin). Néanmoins, il peut être commode d'introduire une 
«matrice densité» polarisatoire à deux rangées simplement définie 
comme spineur d'ordre deux : 


Pas -- Ui Uÿ (30,12) 


(alors Trp=2e). On peut écrire l'expression de cette matrice en 
remarquant qu'elle doit vérifier les équations 


(e + po) p -:p (£ + po) - 0. 
D'où l’on voit que 
O = E — PO. (30,13) 


Dans l'étude de divers processus d'interaction, les neutrinos 
peuvent figurer de concert avec d'autres particules (de spin 1,2) 
douées de masse, et qui sont donc décrites par des fonctions d'on- 
des à quatre composantes. En ces cas il est commode d'observer 
l’uniformité des notations en introduisant aussi bien pour le neu- 
trino une fonction d’onde «bispinorielle», mais qui a deux de ses 


composantes nulles : += (5). Mais une telle forme de 1# est altc- 


rée quand on passe dans une autre représentation (non spinorielle). 
On peut tourner cette difficulté en remarquant qu'on a identique- 
ment en représentation spinorielle 


ë étant un «spineur-lest» arbitraire qui s’évanouit dans la réponse 
[v° est la matrice définie par (22,18)]. Dès lors, la condition que 
le neutrino ait réellement « deux composantes» sera conservée dans 
sa description par une fonction d’onde à quatre composantes 
dans toute représentation, si l’on entend par 1# la solution de 
l'équation de Dirac avec #7 -0: 


py.-0, (30,14) 
soumise à la condition supplémentaire 1,2(1 + y%) 1-1, ou 
v°p +. (30, 15) 


On peut tenir compte de cette condition si l'on convient de 


remplacer # et + partout où elles figurent de la façon suivante: 


p— Ep, PT. (30,16) 
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Ainsi, le 4-vecteur densité de courant s'écrit sous la forme [subs- 
titution (30,16) dans l'expression #y’#| 


+) p (lv) sb) p. (80,17) 


En vertu de cette même règle, la matrice densité à quatre rangées 
du neutrino s’écrira sous la forme : 


us 5 Lh ; 
p=r(+v)p(—y)=s (lv) p. (30,18) 


En représentation spinorielle elle se réduit, comme il se doit, à la 
matrice à deux rangées (30,13) 


r(o°07) 


Les formules analogues pour l'antineutrino diffèrent des précé- 
dentes par le changement du signe devant y. 

Le neutrino est une particule électriquement neutre. Toutefois, 
le neutrino doué des propriétés décrites plus haut n’est pas une 
particule réellement neutre. Notons à ce sujet qu'un «champ neu- 
trinique» décrit par un spineur à deux composantes équivaut, en 
ce qui concerne le nombre d'états possibles des particules (maïs 
non ses autres propriétés physiques), à un champ réellement neutre 
décrit par in bispineur à quatre composantes. Au lieu d'états de 
particules et d’antiparticules à hélicités déterminées, on aurait ici 
autant d'états d'une seule particule avec deux \aleurs possibles de 
l’hélicité, et la symétrie vis-à-vis de l'inversion serait automati- 
quement observée. Notons, toutefois, que la nullité de la masse 
du reutrino «à quatre composantes» aurait, pour ainsi dire, un 
caractère « fortuit », étant donné qu'elle ne serait pas liée aux pro- 
priétés de symétrie de l'équation d'onde qui le décrit (qui admet 
aussi une masse non nulle). Si bien que la considération des di- 
verses interactions d'une telle particule ferait automatiquement appa- 
raitre une masse de repos qui, si elle est petite, n'est pas pour 
autant rigoureusement nulle. 


$ 31. Equation d'onde pour une particule de spin 3,2 


Une particule de spin 3;2 est décrite dans son référentiel de 
repos par un spineur symétrique tridimensionnel d'ordre trois 
(avec 2s+- 1-4 composantes indépendantes). Ceci étant, dans un 
référentiel arbitraire, à sa description peuvent participer des 4-spi- 
neurs E%, mp, et C7, %<4+, chacun d'entre eux étant symétrique 
sur tous les indices de même espèce (ponctués ou non ponctués) ; 
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par inversion les spineurs s'’échangent dans le premier couple com- 
me dans le deuxième. 

Pour que dans le référentiel de repos les 4-spineurs £’°1 et np, 
se réduisent à des 3-spineurs symétriques sur tous les trois indi- 
ces, ils doivent vérifier les relations 


p’éniny 0, pasE”ft - 0. (31,1) 
En effet, dans le système de repos 


p'8—., pô - môe 


[(comme le montre (20,1)]. Si bien que les conditions (31,1) con- 
duisent aux égalités 
San “hy 0, OUE pr 0, 


les lettres primées désignant les spineurs tridimensionnels corres- 
pondants; en d’autres termes, ces spineurs donnent zéro par con- 
traction sur les indices af, ce qui signifie qu'ils sont symétriques 
sur ces indices, et donc sur tous les trois indices. 

Le lien différentiel entre £ et n se déduit des relations 


prinfs - mELr, 
pos Eb = mnb,. (31,2) 


RL: 


La symétrie des premiers membres de ces équations (sur les indi- 
ces B, y ou «a, Ô) est assurée par les conditions (31,1), en vertu 
desquelles ils s’annulent par contraction sur tous les indices. Dans 
le référentiel de repos, en vertu des équations (31,2), les spineurs 
tridimensionnels E” et 1” coïncident comme il se doit. Eliminant 
des équations (31,2) n ou £, on trouve que chacune des composan- 
tes de & et n satisfait à l'équation du second ordre 


(p° — m°) Evêt- O. (31,3) 


L'ensemble des équations (31,1-2) constitue un système com- 
plet d'équations d'ondes pour une particule de spin 3/2’. L'adjonc- 
tion des spineurs &, x ne donnerait rien de plus. Elles se construi- 
sent conformément à 


most — prént 


. . +ô 
MYaby — PasËg;. 


Les équations de particules de spin 3,2 peuvent se formuler 
sous une autre forme encore, en faisant intervenir les aspects vec- 


1 Pour la formulation lagrangienne de ces équations, on se reportera à 
l'article de Fierz et Pauli mentionné à la page 74. 
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toriels des propriétés des spineurs (W. Rarita, J. Schwinger, 1941; 
À. Dauydov, I. Tamm, 1942). Au couple d'indices spinoriels af on 
fait correspondre un indice vectoriel quadridimensionnel pu. Ceci 
étant, on peut faire correspondre aux composantes du spineur 


d'ordre trois £*8T les composantes des quantités «mixtes» wi avec 
un indice vectoriel et un indice spinoriel. De même, on fait cor- 


respondre au spineur n° les quantités #*, et à l'ensemble des 
deux spineurs, le bispineur «vectoriel» #, (nous n'écrivons pas 
l'indice bispinoriel). L'équation d’onde s'écrit alors sous forme 
ee de Dirac» pour chacune des composantes vectoriel- 
es 4, : 


(p—m) y, =0 (31,4) 
avec la condition complémentaire 
vb, —_ 0. (31,5) 


Utilisant les expressions pour les matrices y“ en représentation 
spinorielle et les formules qui relient les composantes d'un spineur 
avec celles d’un vecteur (18,6-7), on s'assure sans peine que les 
équations (31,2) sont contenues dans (31,4), et que la condition 


(31,5) équivaut à la condition de symétrie des spineurs E*t et 
nt sur les indices fiv ou By. Multipliant l'équation (31,4) par yr, 
on obtient, eu égard à (31,5), 


very p, vd, = 0 


ou utilisant les règles de commutation des matrices yr, 
285" P,P, — V'P, vb, = 0. (31,6) 


Le second terme s’annule de nouveau en vertu de (31,5) et le pre- 
mier donne 


pp, — (. (31,7) 


Il est facile de voir que cette condition, qui découle automatique- 
ment de (31,4-5), équivaut aux conditions (31,1). 

Enfin, un moyen encore de formulation de l’équation d'onde 
consiste à introduire des quantités wp,,, (i, k, 1—1, 2, 3, 4) avec 
trois indices bispinoriels sur lesquels les #,,, sont symétriques 
(V. Bargmann, E. P. Wigner, 1948). L'ensemble de ces quantités 
équivaut à l’ensemble des composantes de tous les quatre spineurs 
ë M & %. L'équation d'onde s'écrit sous forme d’+équations de 
Dirac » 


Pa VE Vonre = MY ;yr- (31,8) 
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11 est facile de voir que ces équations conduisent aussitôt au nom- 
bre requis (quatre) de composantes indépendantes ,,,, de sorte qu'il 
n'est pas besoin d'imposer de conditions complémentaires. En 
effet, dans le référentiel de repos les équations (31,8) se réduisent 
aux égalités 


Vin are = Pix 


en vertu desquelles s’annulent (en représentation standard) toutes 
les composantes avec i, k, [:-:3, 4, c'est-à-dire que Îles 1#,,, se ré- 
duisent aux composantes d’un spineur d’ordre trois tridimensionnel. 

Les résultats exposés se généralisent de façon évidente pour les 
particules de spin s arbitraire demi-entier. Lors de la description 
par des équations de la forme (31,4-5) la fonction d'onde est un 
4-tenseur symétrique de rang (25s—1) 2 avec un indice bispinoriel. 
Dans le cas de la description par des équations de la forme (31,8) 
la fonction d'onde a 2s indices bispinoriels, sur lesquels elle est 
symétrique. 


CHAPITRE IV 


PARTICULE DANS UN CHAMP EXTÉRIEUR 


& 32. Equation de Dirac pour l’électron dans un champ extérieur 


Les équations d'ondes de particules libres n'expriment en fait 
que les propriétés qui sont liées aux exigences générales de la sy- 
métrie spatio-temporelle. Quant aux processus auxquels participent 
les particules, ils dépendent des propriétés de leurs interactions. 

En théorie relativiste, il est impossible de décrire des particu- 
les susceptibles d'interactions fortes par quelque généralisation 
simple des équations d’ondes, cette description sortant du cadre 
des informations contenues dans les équations de particules libres. 

La méthode des équations d'ondes, toutefois, s'applique à la 
description des interactions électromagnétiques de particules inca- 
pables d'interactions fortes. 11 en est ainsi des électrons (et des 
positrons), si bien que la théorie existante embrasse tout l'immense 
domaine de l’électrodynamique quantique des clectrons. Incapables 
d'interactions fortes sont aussi les muons, particules instables: ils 
sont décrits par cette méme électrodynemique quantique dans le 
domaine des phénomènes s'écoulant dans des laps de temps petits 
en comparaison de leur durée de vie (liée aux interactions faibles). 

Dans ce chapitre, nous envisagerons une sphère de problèmes 
d'électrodynamique quantique qui relèvent de la théorie d'une seule 
particule. Ce sont des problèmes où le nombre de particules ne 
varie pas, et où l'interaction peut s'introduire à l’aide de la notion 
de champ électromagnétique extérieur. Outre les conditions permet- 
tant de considérer le champ extérieur comme donné, les limites 
d'application d'une telle théorie sont aussi restreintes par les con- 
ditions liées à ce qu'on appelle corrections radiatives (elles seront 
envisagées dans la seconde partie du livre). 

Les équations d'ondes de l’électron dans un champ extérieur donné 
peuvent se déduire par la même méthode qui a cté employée en thco- 
rie non relativiste (111, $ 110). Soit AÀ:-- (D, 4) le 4-potentiel du 
champ électromagnétique extérieur (A étant le potentiel vecteur, 
et ® le potentiel scalaire). On obtient l'équation cherchée en rempla- 
çant dans l’équation de Dirac l'opérateur 4-impulsion p par la dif- 
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férence p—eÀ, e étant la charge de la particule! : 
ly(p--e4)—m]ÿ=0. (32,1) 


L'hamiltonien correspondant à cette équation se déduit de (21,13) 
par cette même substitution : 


H = a(p—eÀ) + fm + eD. (32,2 


L'invariance de l'équation de Dirac par transformation de jauge 
des potentiels du champ électromagnétique s'exprime dans le fait 
qu'elle conserve sa forme si, en même temps que la transformation 
À — A-+-ipx (x étant une fonction arbitraire), on soumet la fonc- 
tion d'onde à la transformation 


p— ex (32,3) 


(cf. transformation analogue pour l’équation de Schrôdinger dans 
111, $ 110). 

La densité de courant exprimée à l’aide de la fonction d'onde 
est donnée par la même formule (21,11) 

ji =Ÿvh 

qu'en l'absence de champ extérieur. Il est facile de voir qu’en ré- 
pétant avec l'équation (32,1) Jet avec l'équation (32,4) écrite 
ci-dessous] les mêmes calculs que pour déduire (21,11), le champ 
extérieur disparaît, et on obtient l’équation de continuité pour 
l’ancienne expression du courant. 

Soumettons (32,1) à la conjugaison de charge. Pour cela, écri- 
vons l'équation 


Y{v(p+e4)-+m]- 0, (32,4) 


qui se déduit de (32,1) par conjugaison complexe de la même façon 
qu'a été déduite en son temps l'équation (21,9) (on aura alors en 
vue que le 4-vecteur À est réel). Recopiant cette équation sous la 
forme 


[v(p +e4) +m]Ÿ: 0, 


la multipliant à gauche par la matrice U,. et utilisant la relation 
(26,3), on trouve 


[y (p-+e4)—m] (Ci) 0. (32,5) 

De sorte que la fonction d'onde conjuguée de charge vérifie une 
équation qui diffère de l'équation initiale par l’inversion 
du signe de la charge. Or, par conjugaison de charge on passe des 
particules aux antiparticules. On voit que si des particules possè- 


1 On a en vue la charge avec son signe, de sorte que pour l'électron 
e=—|e|. 
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dent une charge électrique, les signes de cette quantité, qui déter- 
mine l'interaction de l'électron et du positron avec le champ électro- 
magnétique, sont automatiquement contraires. 

Les équations du premier ordre (32,1) peuvent être transformées 
en équations du second ordre en appliquant à (32,1) l'opérateur 
v(p—eA)+m: 


[vY" (p, —e4À,) (p, —eÀ,) — m] Ÿ - 0. 
On remplace le produit y#y’ par 
2 1 | 
VV CPV PE) ES (TEV — Ve) = gr" + of? 
ot étant le «4-tenseur matriciel» antisymétrique (28,2). Lors de 


la multiplication par o*’, on peut antisymétriser, c’est-à-dire faire 
la substitution 


(p, —e4,)(p, — —eA)—+ i(P, —e4,) (p, —e4,); = 
] 
=e(—4A,p, + p,A,—p,4, na À,p,) = 
= ie(0,4,—0,4)=—$F, 


(F,,=0,4,—0,4, étant le tenseur du champ électromagnétique). 
On obtient au total l'équation du second ordre sous la forme 


| (p—eAY me —# For | = 0. (32,6) 


On peut écrire le produit F,,0** sous forme tridimensionnelle 
en l’exprimant en fonction des composantes 


ot —(a, iZ), F*"- (—E, H). 
Alors, 
[(p—eAÀ) —m° -+eXZH —ieaE | 1 -- 0, (32,7) 


ou, en unités usuelles, 


oo, ne” (32,72) 


L'apparition dans ces équations de termes contenant les champs Æ 
et H est due à ce que la particule est douée de spin; nous revien- 
drons sur leur étude au paragraphe suivant. 

Parmi les solutions de l'équation du second ordre, il en est, 
bien sûr, qui sont «étrangères», qui ne vérifient pas l’équation 
initiale du premier ordre (32,1) (elles sont solutions de l'équation 
[y(p—eA)+mljip=0, où le signe devant m a été changé). Le 
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choix des solutions requises dans tel cas concret est d'ordinaire 
évident et ne présente pas de difficultés. Une méthode régulière 
de choix consiste en ce que, si œ est une solution arbitraire de 
l'équation du second ordre, la solution de l'équation régulière du 
premier ordre est 


p-[v(p—e4)+m]o. (32,8) 


En effet, multipliant cette égalité par y(p—eA)—m, on voit que 
le second membre s'annule si ® vérifie l’équation (32,6). 

Il est à souligner que le procédé par lequel le champ extérieur 
a été introduit dans l'équation d'onde relativiste en substituant 
p—eA à p n'est pas évident. Ce faisant, nous nous sommes appuyés 
en fait sur un principe supplémentaire : ladite substitution doit se 
faire dans les équations du premier ordre. C'est précisément à 
l'issue de cette substitution que sont apparus dans (32,6) des ter- 
mes supplémentaires, qu'on n'aurait pas eus si la substitution avait 
été faite directement dans l'équation du second ordre. 

Parmi les solutions stationnaires de l'équation de Dirac, on 
peut avoir dans un champ extérieur des états appartenant au spectre 
continu aussi bien qu'au spectre discret. Ainsi qu'en théorie non 
relativiste, les états du spectre continu correspondent à un mouve- 
ment infini, la particule pouvant se trouver à l'infini, où elle est 
libre. Les valeurs propres de l'hamiltonien d'une particule libre 


étant + p°-m°, il est clair que le spectre continu des valeurs 
propres de l'énergie est situé aux em et aux ES —m. Si 
— m=e-"m, la particule ne peut se trouver à l'infini, le mourve. 
ment est fini, et l’état appartient au spectre discret. 

Ainsi que pour les particules libres, les fonctions d'ondes de 
«fréquence positive» (#0) et de «fréquence négative» (e < 0) 
entrent de façon déterminée dans le schéma de deuxième quantifi- 
cation. Pour les particules dans un champ extérieur ce schéma se 


1 On devrait, en conformité avec ce principe, introduire aussi le champ 
extérieur dans les équations d'ondes de particules douées d’autres spins, ct les 
équations devraient être prises sous la forme donnée par le principe variation- 
nel, sans l'intervention de conditions supplémentaires. Ainsi, dans le cas de 
spin !, la substitution p—-p—eA doit se faire dans les équations (14,1-2). 
Notons qu'une telle substitution (pour le cas du spin Ï) dans l'équation du sc- 
cond ordre (14,4) et dans la condition supplémentaire (14,3) conduirait à un 
système d'équations incompatibles [dans le cas du spin 3/2, l'incompatibilitc 
apparaîtrait dès l'utilisation des équations du premier ordre (31,2) avec les con. 
ditions supplémentaires (31,1)]. 

Dans le cas du spin O0, la substitution p—p—e4 dans les équations du 
premier ordre (10,4) équivaut à la substitution dans l'équation du second 
ordre (10,5). 

Nous n'entrerons pas dans le détail de ces questions, étant donné qu'elles 
sont dépourvues de sens physique direct: l'interaction électromagnétique de 
REENSUes réelles de spin différent de 1/2 ne peut se décrire par des équations 

‘ondes. 
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généralise de façon naturelle en semplaçant les ondes planes dans 
les formules (25,1) par les fonctions propres, convenablement nor- 
malisées, de l'équation de Dirac #£'’ et #£{’ qui se rapportent aux 
fréquences positives (e!*’) et négatives (—ef”?): 


Ch) 


iechs | ie 
=D {ape tn Lbéapoe tr }, 
ni 


c S | ets + ie) (32,9) 
= Dasipire tr Hbph'e tr CE 


Un tel schéma de quantification peut, toutefois, conduire à des 
difficultés. Le fait est que, à mesure que le puits de potentiel 
s'approfondit, les niveaux d'énergie peuvent franchir la frontière 
e — 0, c'est-à-dire passer des valeurs positives aux valeurs négatives (ou 
vice versa pour le potentiel de l’autre signe). Néanmoins, par rai- 
son de continuité, nous devrons continuer de considérer ces niveaux 
comme étant électroniques (et non positroniques). Dés lors, de 
façon plus rigoureuse, on devrait rapporter aux états électroniques 
tous ceux qui, lorsque le champ est infin ment lentement évanes- 
cent, confinent avec la frontière positive du spectre continu (E -= mn). 
Mais il se peut alors que l'énergie de l’électron soit négative, si 
bien que le vide n’est pas l’état le plus bas; pour un caractère 
approprié du champ, il peut s’ensuivre l'apparition de paires élec- 
trons-positrons'. Qui plus est, si le puits de potentiel continue de 
s'approfondir, le niveau électronique peut atteindre la frontière 
négative du spectre continu. Alors, l'énergie minimum nécessaire 
à la création d’une paire (égale à mj-e) S’annule, c’est-à-dire 
qu'une formation spontanée de paires est aussitôt amorcée, proces- 
sus qui ne relève pas de la théorie à une particule. 

Tout ceci montre que l'application de la notion de champ 
extérieur est limitée en théorie relativiste. Notamment, on ne 
saurait considérer de puits de potentiel trop profonds. Dans le 
cadre d’une théorie à plusieurs particules, le problème n'a pas 
encore été traité. 


Problème 


Déterminer les niveaux d'énergie de l'électron dans un champ magnétique 
constant. 

Solution. Potentiel vecteur: 4,—4.-0, À, -Hx (le champ H est 
dirigé suivant l'axe des z). Sont conservées (outre l'énergie) les composantes 
Py, P: de l'impulsion généralisée. 

Servons-nous de l'équation du second ordre pour la fonction auxiliaire 
[cf. (32,8)] et supposons œ fonction propre de l'opérateur S. (avec la valeur 


1 Notamment, ceci a lieu en présence de deux puits de potentiel profonds 
de signes contraires. 
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propre 6— + 1), ainsi que des opérateurs p,, p,. L'équation pour q a la forme 
d° à le . 2 
À + CHx—p,) —<Ho | q —(Ee—m°— pi) . 


De par sa forme cette équalion coïncide avec l'équation de Schroôdinger pour un 
oscillateur linéaire. Les valeurs propres £& sont données par la formule 


e—m'—pi-|e| H(2n+1)—eHa, n—0, 1,2, ... 
(comp. Î11, $ 111). Notons que la fonction d'onde 1. déduite de œ@ d'après la 


formule (32,8), n'est pas fonction propre de ©., en conformité avec le fait que 
pour une particule en mouvement le spin n'est pas une yrandeur conservative. 


$S 33. Developpement en puissances de 1/c! 


Nous avons vu ($ 21) qu'à la limite non relativiste (u —- 0) deux 


composantes (x) du bispineur Ÿ -- à s’annulent. Des lors, pour les 


petites vitesses de l'électron x<£œ. Ceci permet d'obtenir une équa- 
tion approchée ne contenant que la grandeur à deux composantes w, 
en développant formellement la fonction d'onde suivant les puis- 


sances de l/c. 
Nous partirons de l'équation de Dirac de l'électron dans un 


champ extérieur sous la forme 


ih D lou p— A) + fime +eD| y. (33,1) 
L'énergie relativiste de la particule contient aussi son énergie de 
repos mc. Pour passer à l’approximation non relativiste elle doit 
être éliminée, ce pour quoi on introduira au lieu de 1 la fonction 
Ÿ” définie par 
Ÿ _ q'e-incth, 
Alors 
(Ci ge) Ÿ" — {ca p— < À \ + Pme: +eD| Ÿ”. 


C / 


«’ 
Mettant 1” sous la forme Ÿ° - A on obtient le système d'équations 
/ 


CihE — em gp” -co p—<{A \ a (33,2) 
+ 0 2\ .,, , 
(ik Se + 2mc | X' = co (p—£<4) 1) (33,3) 
(dans ce qui suit, @ et x seront dépouillés de leurs accents; aucune 


ambiguïté n'est à craindre, car seule la fonction transformée 
sera utilisée dans ce paragraphe). 


1 On utilise dans ce paragraphe le système usuel d'unités. 
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En première approximation nous ne conserverons au premier 
membre de (33,3) que le terme 2MEL, ce hs donne 

L: one Ja p—<4) P (33,4) 

(notons que 4—/c). Il vient en substituant cette expression dans 


(33,2) 


f +4 0 à Ro e \= 
(h—eP P=S— (sip—r A) . 
On a pour les matrices de Pauli la relation 
(ca) (ob) — ab + ic (a “ b), (33,5) 
a, b étant des vecteurs arbitraires [cf. (20,9)]. En l'occurrence, 
e . . : , 
a=—b=p—— À, mais le produit vectoriel a:8 ne s annule pas en 
vertu de la non-commutativite de p et A: 
; \/ : eh eh 
(pP—<4) (p— A jp (4x +Vx A) =it rot 4-ç. 


Ainsi, 
(oip—<4) = (p—<4) —T 0H (33,6) 


(H=rot A étant le champ magnétique), et on obtient pour 
l'équation 
+ 0 eh 

RE He | ip—<A)+eD—oH|e, (33,7) 


dite équation de Pauli. Elle diffère de l'équation non relativiste 
de Schrôdinger par la présence dans l'hamiltonien du dernier terme, 
qui a la forme de l' énergie potentielle d'un dipôle magnétique dans 
un champ extérieur (comp. III, $ 110). Ainsi donc, à la première 
approximation (suivant Î/c) l'électron se comporte comme une par- 
ticule possédant, outre la charge, un moment magnétique : 


u — ch G——hs. (33,8) 


Alors le rapport gyromagnétique (e'mc) est deux fois plus grand 
qu’il ne le serait pour le moment magnétique lié au mouvement 
orbital !. 

La densité p =4#*b—œ*p+%"#7. En première approximation Île 
second terme doit être rejeté, de sorte que p =|{*, comme il se 
doit pour l'équation de Schrôdinger. 

1 Ce resultat remarquable a été déduit par Dirac en 1928. La fonction 


d'onde à deux composantes satisfaisant à l'équation (33,7) a été introduite par 
W. Pauli (1927) avant que Dirac n'ait découvert son équation. 
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Densité de courant : 
J = cho = c(p'ox + x*op). 
Conformément à (33,4), on substitue ici 


l | e fr 25: & 5 à 
Lee 0 (VE A le 2 Ch A) ot. 


et on transforme les produits contenant deux fois le facteur © à 
l'aide de la formule (33,5) mise sous la forme 
(oa)o-a+io::a, o(oa) -a+-ia:{0. (33,9) 


Il vient en définitive 


.. ik h 
J = (oVe* — 4 ve) — 2 Ag*e 5 rot (g*ag), (33,10) 


expression conforme à III (114,4) en théorie non relativiste. 
Trouvons à présent la deuxième approximation en poussant le 
développement aux termes — 1, '. Nous supposerons alors que seul 
existe le champ électrique extérieur (A 0). 
Nous remarquerons d’abord que, compte tenu des termes = 1;c!, 
la densité 


p=|pF+ xl =lef +3 2e [ove. 


Cette expression diffère de celle de Schrôdinger. Nous nous propo- 
sant de trouver (en seconde approximation) une équation d'onde 
analogue à celle de Schrôdinger, nous devons introduire au lieu 
de @ une autre fonction (à deux composantes) @s:n pour laquelle 


l'intégrale conservative dans le temps ait la forme À 1 Psen [“dV, com- 


me il se doit pour l'équation de Schrôdinger. 
Pour déduire la transformation exigée, écrivons la condition 


\ PSehPsendV -: | L E*p + ee (F4*-0) (06) | dV 


et integrons par parties: 
L'érp*-0) (org) dv — — Àu* (or) (06) dv : — | p*Açd 


(ou la même chose avec transposition de œ et œ*). Ainsi, 


h= 
À qsnepsen dV = \ Ce (p"Agp+ pag*)| dv 


1 Ci-après, nous suivrons la méthode de 4. Akhieser et V. Bérestetski (1953). 
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d'où l’on voit que à 
Ve À Un ms | 
Pseh — {1 1 Bm*c® | P, P= (1 8m*c* | PSch- (33,11) 
Pour simplifier l'écriture, nous considérerons que l’état est sta- 
tionnaire, c'est-à-dire que nous remplacerons l'opérateur —ihd;ot 
par l'énergie € (délestée de l'énergie de repos). À l'approximation 
suivante [après (33,4)], on déduit de (33,3): 
l / e— eD 
re TE \ (op) 9. 


On doit substituer ceci dans (33,2), puis remplacer g par sen con- 
formément à (33,11), omettant systématiquement les termes d'ordre 
supérieur à l/c*. Aprés un calcul simple, on obtient l'équation 
pour sen Sous la forme ePsch -: HPsen, où l’hamiltonien 
2 Ps 3 
He Eten + (op) D (op) — + (p°D + Dp*)|. 


8m“c° 4n°c° 
L'expression entre accolades se transforme à l'aide des formules 


(op) D (op) -- Dp:° + (opD) (op) = Dp* + ih (GE) (op), 
p°D — Dp* — — AD + Jih Ep 


(où E-—— FO est le champ électrique). Expression définitive de 
l'hamiltonien 


? è eh eh : 

HE ten o(Exp)- div E. (33,12) 

Les trois derniers termes sont les corrections cherchées de l'ordre 

de 1/c*. Le premier d’entre eux est une conséquence de la dépen- 
dance relativiste de l'énergie cinétique par rapport à l'impulsion 
(développemen: de la différence c} p*--m*c*—mc*). Le second, 
qu'il est loisible d'appeler énergie d'interaction spin-orbite, est l’éner- 
gie d'interaction du moment magnétique en mouvement et du champ 
électrique’. Le dernier terme, lui, n'est différent de zéro qu’aux 


1 Introduisant le moment magnétique (33.8) et la vitesse © —pjm, on ob- 


tient cette énergie sous la forme — ge ME <®). De prime abord ce résultat 


peut sembler non naturel, etant donné que, lorsqu'on passe dans un référentiel 
; . : Re l 
en mouvement avec la particule, il apparaît un champ magnétique H=——E£Ex® 


où lc moment magnétique devrait avoir une énergie —p#/. Mais en réalité un 
tel raisonnement ne tient pas encore adéquatement compte du fait que le refc- 
rentiel lié à la particule n'est pas un référentiel d'inertie. L'apparition du fac- 
teur 1/2, dit de Thomas (L. Thomas, 1926), cst liée aux exigences générales 
d'invariance relativiste en combinaison avec les propriètes spécifiques de l’élec- 
tron en tant que particule « spinoriclle » douée de sa valeur particulière du rapport 
gyromagnèétique (cf. $ 41). 
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points occupés par les charges qui créent le champ extérieur [ainsi, 
pour le champ coulombien d’une charge ponctuelle Ze: AD— 
— —4nZeô(r)] (C. G. Darwin, 1928). 

Si le champ électrique est central symétrique, 
r dO 


et l'opérateur d'interaction spin-orbite peut se mettre sous la forme 


ch h® dU 
er is. (33,13) 


? ÿ< d® 
SXPIT = Snecer dr 

1 étant l'opérateur de moment orbital, s = 1/20 l'opérateur spin de 
l'électron, et U=eD l'énergie potentielle de l'électron dans le 
champ !. 


S 34. Structure fine des niveaux de l'atome d'hydrogène 


Déterminons les corrections relativistes des niveaux énergétiques 
de l’atome d'hydrogène, de l’électron dans le champ coulombien 
du noyau immobile“. La vitesse de l’électron dans l'atome d’hy- 
drogène vic — x < 1. En conséquence, on peut calculer les corrections 
cherchées en appliquant la théorie des perturbations, en tant que 
moyenne suivant l’état non perturbé (c'est-à-dire suivant la fonc- 
tion d'onde non relativiste) des termes relativistes dans l’hamilto- 
nien approché (33,12). Pour être un peu plus général, on prendra 
la charge du noyau égale à Ze, tout en supposant qu'on a aussi 
Zara |. 

Le champ du noyau est E -- Zer/r*, et son potentiel vérifie 
l'équation AD=—4nZeô(r). Substituant ceci dans (33,12) (les 
trois derniers termes) et notant que Îa charge de l'électron est 
négative, on obtient l'opérateur de perturbation 


oz z | 
Vo — gs + Dm ls + mr Ô UN). Sr 


Puisqu'en vertu de l’équation de Schrôdinger non relativiste 


pp - 2m (E0 + Æ Ÿ 


(e, =— mZ'a*/2n* étant un niveau non perturbé, x le nombre quan- 
tique principal), la valeur moyenne est 

— f Ze u 

4 ° 1 

p° — dm | Eo se T) ; 


1 La formule (33,13) a eté utilisée dans IIT, $ 72. 
* L'influence du mouvement du noyau sur la valeur de ces corrections est 
un cffct d'ordre inférieur que nous n'envisagerons pas ici. 
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Cette quantité, ainsi que la moyenne du second terme dans (34,1), 
se calcule au moyen des formules (cf. III, & 36) 


ee ma 7 — (maZ)* 
| n° , ni(l--1,,) ? 
= 3 
FRS) (34,2) 


ORTELATTEMT 
(la dernière concerne /£ 0): la valeur propre 


1 [.,. 3 
IS O0 pour Î- 0. 


Enfin, on calcule la moyenne du troisième terme à l’aide des 
formules 


_ { ‘Zam 12 nf. : 

Ÿ (0) — = a DE [= 0; #(0) -0, [! 0. (34,3) 

Le résultat d’un calcul simple utilisant les formules écrites peut 

se mettre dans tous les cas (pour tous les j et /) sous la forme 
m{(Za)* / ]! 3 * 


Ae — —— EE TRE 1 | (34,4) 


La formule (34,4) donne la correction relativiste cherchée à 
l'énergie des niveaux de l'atome d'hydrogène, l'énergie de la struc- 
ture fine'. Rappelons qu’il y a en théorie non relativiste dégéné- 
rescence sur les directions du spin, ainsi que dégénérescence coulom- 
bienne suivant {. La structure fine (interaction spin-orbite) lève 
cette dégénérescence, mais incomplètement ; restent deux fois mutuel- 
lement dégénérés les niveaux avec les mêmes n, j, mais avec 
différents {j + 1/2 (seuls sont alors non dégénérés les niveaux 
avec la plus grande valeur possible, pour n donné, j = jmax = {max +- 
1/2 -n—1 [/2) ?. Ainsi donc, compte tenu de la structure fine, la 


1 Cette formule [ainsi que la formule plus précise (36,10)] a été déduite 
pour la première fois par À. Sommerfeld de l'ancienne théorie de Bohr avant la 
création de la mecanique quantique. 

* Cette dégénérescence est liée à l'existence d’une loi de conservation sup- 
plémentaire spécifique du champ coulombien : l'hamiltonien de l'équation de 
Dirac H = ap + Pm — e*/r commute avec l'opérateur 


=Ls+ (241) (H — mf) 


(M. H. Johnson, B. À. Lippmann, 1950). À la limite non relativiste I —- SA, 
où 


r Ï 
Atos (Xp —pXl) 
est l'opérateur répondant à l'intégrale première coulombienne classique (cf. 1, 


$ 15). La dégénérescence accidentelle non relativiste dans le champ coulombien 
cest liée à la loi de conservation de A. 
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suite des niveaux est : 
Is, : 


251, 2Pi:, 2p:., : 
3S1 ,» 3Pi:. 3D: ., 3d:.., 3d:,.. 
——_—_s— ns, 


Le niveau de nombre quantique principal n se sépare en #7 compo- 
santes de structure fine. 

Nous verrons par la suite que la dégénérescence qui subsiste ici 
est levée par ce qu'on appelle corrections radiatives (effet Lamb) 
qui ne sont pas notées par l'équation de Dirac du problème à un 
électron. 

Anticipant, indiquons dès maintenant que, de par l'ordre de 
grandeur, ces corrections =—mZtaln(l/æ). Pour ce qui est de la 
correction du second ordre suivant l'interaction spin-orbite, elle 
serait —m(Za)", de sorte que son quotient par les corrections 
radiatives =Z®a;ln(l/x). Pour l'hydrogène (Z -1) ce rapport est 
petit, si bien que le problème de la résolution exacte de l'équation 
de Dirac n’a pas de sens dans ce cas. Mais ce problème peut avoir 
un sens pour les niveaux d'énergie de l'électron dans le champ 
d'un noyau avec un grand Z ($ 36). 


$S 35. Mouvement dans un champ central symétrique 


Considérons le mouvement de l’électron dans un champ électri- 
que central symétrique. 

Etant donné qu'en mouvement dans un champ central sont 
conservés le moment et la parité (par rapport au centre du champ 
pris pour origine des coordonnées), tout ce qui a été dit au $ 24 
au sujet des ondes sphériques de particules libres vaut pour la 
dépendance angulaire des fonctions d'ondes d'un tel mouvement. 
Seules changent les fonctions radiales. En conséquence, nous cher- 
cherons la fonction d'onde des états stationnaires (en représentation 
standard) sous la forme 


_{9 -( desre FC) Q jm \ 
. M CCD) ? gr)" GS 


où {—j+!'/., l-_2j—1{, la puissance de —1 ayant été introduite 
pour la commodité ultérieure. 

L'équation de Dirac en représentation standard donne le système 
d'équations pour @ et 7: 


(e—m—U)œ— opx, 
(et m—U) x op, (85,2) 
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U (r) = e® (r) étant l’énergie potentielle de l’électron dans le champ. 
Le calcul du résultat de la substitution des expressions (35,1) dans 
(35,2) se réduit au calcul des seconds membres de ces équations. 

Exprimant le spineur sphérique Q;., d'après Q,,,, conformément à 

Q rm it-{ |9 _ Qi 
[cf. (24,8)], nous écrirons 
(op) x - —i(op)(or) Ê A. 

Transformant à présent le produit (op)(or) au moyen de la for- 


mule (33,5), on trouve après développement des opérations vecto- 
rielles 


(op) x - —if[pr+io(p r)] £ On = 
=[—divr—(rv—0(r pJEÉQ, = 
6 +£gr£o Qu 


Îl—rxp étant l'opérateur moment orbital; l'accent spécifie la 
dérivation par rapport à r. Les valeurs propres du produit ol -:2ls 
valent 


os -j(j +1) EL) —$= 
__{  _i—"}, pour L + j—1,,, 
| —j—"*/, pour l{--j +1}. 
Pour unifier l’écriture des formules dans les deux cas ([— j +!/.), 
il est commode d'introduire la notation 
D _… [—(j a He) o — (l + 1) pour } = L-- Les 
lg) pour j- [—1;,. 
Le nombre x parcourt toutes les valeurs entières sauf 0 (les nombres 


positifs répondent au cas j -{—1;,, et les nombres négatifs, au cas 
j—{1+1/,). Alors, lo - —(1+ x) de sorte que 


(35,3) 


[x  _\ 


(op) x = — (8 + 78 jme 


Lorsqu'on substilue cette expression dans la première des équa- 
tions (35,2), le spineur sphérique ©, dans les deux membres de 
l'équation se réduit. Procédant de même avec la deuxième équation !, 


1 On n'a pas à refaire ces calculs. Il suffit de noter qu'on passe de la 
première équation à la deuxième [ce qui résulte de (35,1-2)] par la substitution 


4 


f—g g——f, m——-m, l— ll, x — —%. 
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on obtient finalement le système suivant pour les fonctions radiales : 


P+ EF (e+m—U)g 0, 
g' + —E g-:-(e—m—U)f 0, (35,4) 
ou 
(fr) +2 (n)—{(e+m—Uygr : 0, 
(35,5) 


(gr) — + (gr)-+(e—m—U) fr 0. 


Etudions le comportement de f et g aux petites distances en 
supposant que le champ Ü(r) croît pour r ---0 plus vite que 1’r. 
Alors, dans le domaine des petits r les équations (35,4) prennent 
la forme 


F + Ug=0, g'—Uf - 0. 
Elles ont des solutions réclles de la forme 
f = const:sin ( \ U dr -- 6), 9 = const:cos (\ U dr + 6), (35,6) 


ô étant une constante arbitraire. Ces fonctions oscillent lorsque 
r —0 et ne tendent vers aucune limite. Il est facile de voir que 
cette situation correspond à la «chute» de la particule au centre. 

Tout d’abord, notons que, dans le cas envisage, l'équation d'onde 
possède un spectre continu quel que soit e, voire pour |e| << m. En 
effet, le domaine des petites distances n’impose pas dans ce cas de 
restrictions au choix de la solution: pour 7 -0, la condition à la 
limite pour la fonction oscillante est en fait absente, si bien que 
le choix de la constante Ô reste arbitraire. Or on peut obtenir un 
comportement régulier de la fonction d'onde dans le domaine des 
grands r [qui se «raccorde» avec la fonction (35,8)], quel que soit e, 
par un choix approprié de 6. 

Cependant, dans l'état de spectre continu tout paquet d'ondes 
quitte avec le temps n'importe quel domaine fini de l'espace (comme 
le montrent les raisonnements exposés à la fin du $ 10, tome III). 
Pour |e|-m la particule ne pouvant s'en aller à l'infini, cela 
signifie qu’elle va à l'origine des coordonnées, c’est-à-dire qu'elle 
tombe sur le centre. Le mouvement est en quelque sorte infini du 
côté des r petits. Or, la situation décrite est absolument inadmis- 
sible en théorie relativiste. Le fait est que, le spectre étant continu, 
pour |e|<m les états avec des fréquences négatives et positives 
ne sont pas séparés. Ceci rend impossible toute description raison- 
nable du système. Notamment, il serait absolument instable : n'im- 
porte quelle perturbation donnerait naissance à la création d’une 
infinité de paires. Dès lors, les champs avec un potentiel crois- 
sant pour r — 0 plus vite que Ï/r ne sauraient être envisagés dans 
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la théorie de Dirac. Soulignons que cela concerne les potentiels des 
deux signes. Bien qu'on ne puissé, évidemment, parler de «chute» 
qu'en cas d'attraction, étant donné que le signe de U —etD dépend 
aussi du signe de la charge e, dans un cas se conduisent de façon 
anomale les niveaux électroniques, dans l’autre, les niveaux posi- 
troniques. 

Considérons ensuite le comportement des fonctions d'ondes aux 
grandes distances. Si le champ Ü(r) décroît suffisamment vite quand 
r — oo, déterminant la forme asymptotique des fonctions d'ondes 
aux grandes distances, on pourra complètement négliger le champ 
dans les équations. Pour € > m, c'est-à-dire dans le domaine du 
spectre continu, nous revenons alors à l'équation du mouvement 
libre, de sorte que la forme asymptotique de: fonctions d’ondes 
(ondes sphériques) ne diffère de la forme des fonctions d’ondes pour 
une particule libre que par l'apparition de « déphasages» supplémen- 
taires, dont les valeurs sont déterminées par la forme du champ 
aux petites distances '. Ces déphasages dépendent des valeurs de ; 
et / ou, ce qui revient au même, du nombre z introduit plus haut 
(et bien entendu de l'énergie e). En les désignant par 6, et 
utilisant l'expression de l'onde sphérique libre (24,7), on pourra 
donc écrire d'emblée la formule asymptotique cherchée 


TT ul I au e+mQ,,,sin (pr — 6, 2) (35,7 
Ÿ = , , ) 
V x PL4 Fr V2 au: Te—mQ; nm Sin (pr LL — Ô \ 


l 4. 


(où p_=}"#t—m"*). Le coefficient général répond ici à la normali- 
sation des fonctions radiales conformément à (24,5). 

Pour ce qui est des fonctions d'ondes du spectre discret (#-<sn), 
pour r — oo, elles s’amortissent exponentiellement suivant la loi 


Fe LS mi E = exp (—r] m° —e®), (35,8) 


m—e & 


À, étant une constante. 

Ainsi qu'en théorie non relativiste, les déphasages Ô, (plus exac- 
tement, les quantités e*‘è:— 1) déterminent l'amplitude de diffusion 
dans le champ donné (on en reparlera en détail au $ 37). Nous 
n'étudierons pas ici les propriétés analytiques de ces quantités 
(comp. III, $ 128). Notons seulement que e*:, en tant que fonction 
de l’énergie, a, comme auparavant, des pôles aux points correspon- 
dant aux niveaux des états liés de la particule. Le résidu de e*'tx 
en un tel pôle est lié de façon déterminée au coefficient dans l’expres- 
sion asymptotique de la fonction d'onde correspondante du spectre 


1 Comp. II1, $ 33. De même qu'en théorie non relativiste, U(r) doit dé- 
croitre plus vite que 1/r. Le cas U-]1/r sera étudié à part au $ 36. 
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discret. Trouvons ce lien qui généralise la formule non relativiste 
111 (128,16). Les calculs nécessaires sont tout à fait analogues à 
ceux faits dans III, $ 128. 

Dérivons les équations (35,5) par rapport à l'énergie : 


(SL \; FL x Orf _(e+m— U) 2e _ rg, 


dŒ ) r dE 
àrg x Ôrg oi 
(SE) — RP + (E— nm — VU) — — rf. 


Multiplions ces deux équations respectivement par rg et par —rf, 
les deux équations (35,5) respectivement par —rg el rf, puis ajou- 
tons membre à membre toutes les quatre équations. Toutes réductions 
faites, on obtient 


er (er) = + ge. 


Intégrons cette égalité sur r: 


: (SË 0g | 2 2 ri 
r (ai x) | (FE + ge) redr, 
puis passons à la limite r — oo. En vertu de la condition de nor- 
malisation, l'intégrale au second membre tend vers l'unité. Au 
premier membre, prenons en considération que, dans le domaine 
asymptotique, les fonctions f et g sont liées par la relation 


(rfy 


Een 


[qui se déduit de (35,5) quand on y néglige les termes conte- 
nant U et 1;r]. On gi 


= (6 rfy rfi Te CL | =]; (35,9) 


dE. 


E-f m 


Cette formule ne diffère que par le coefficient (es au lieu 
de 2m) de la formule analogue non relativiste (pour la fonction #). 
Dès lors, nous n'avons pas à refaire tous les calculs ultérieurs, et 
nous donnons directement la formule définitive, vraie au voisi- 
nage du point ee, (e, est le niveau d’énergie): 


245  M—E0 


e?i = (— ] )' 


(35,10) 


A, étant le coefficient dans l'expression asymptotique (35,8). 


Probleme 


Trouver la forme limite de la fonction d'onde pour les petits 7 dans un 
champ U-r-s, s< I. 
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Solution. Pour une particule libre, on a aux petits r: f — rt, g- rl”, 
de sorte que pour { <{': fSg, et pour { >": f Kg. Faisons l'hypothèse 
(justifiée par le résultat) qu'une telle relation est aussi conservée dans le champ 
considéré. Pour { < L” (c'est-à-dire que /--j—1/2, x-=—1—1), dans la premiere 
des équations (35,4) on peut omettre le terme contenant g, de sorte que, comme 
auparavant, f — rl. La seconde équation donne alors g — rfU, c'est-à-dire 
g—rlti-s—pl-s, Le cas 1 > l” se traite de la mème façon. Il vient finale- 
ment : 


pour {<{l’: f-rt, g=rl-s; 
pour { >: f=rt-s, g-rl. 


$S 36. Mouvement dans un champ coulombien 


Nous commencerons l'étude des propriétés du mouvement dans 
le cas le plus important du champ coulombien par l'étude du 
comportement des fonctions d'ondes aux petites distances. Nous 
envisagerons, pour fixer les idées, un champ attractif: U ::_ —Za/r1. 

Pour les petits r, on peut omettre dans les équations (35,5) 
les termes contenant e + m,; alors 


Gr) 4€ fr gr 0, 
; Z 
(gr) gr + fr = 0. 


Les deux fonctions fr et gr figurent dans chacune de ces équations 
de la même manière. Ceci étant, nous les chercherons toutes deux 
sous la forme d'une même puissance de r: fr--ar", gr —br*. La 
substitution dans les équations donne 
a(y-+—x)—bZa 0, aZa+b(y—x»x) -0, 
d'où 
VS = #4 —(Za). (36,1) 
Soit (Zaæ)* < #°. Alors y est réel, et des deux valeurs, seule la 
valeur positive sera retenue: ou bien la solution correspondante 


ne diverge pas pour r 0, ou bien elle croît moins vite que 
l'autre®. De sorte que 

Za Lore 

Lg - const-r""ft, 


fre 


Bien que la fonction d'onde puisse devenir infinie (si y 1) pour 
r =0, l'intégrale de |f{° reste, bien entendu, convergente. 


(36,2) 


1 En unités usuelles Ü -:—Ze*/r. Quand on passe aux unités relativistes, 
e* est remplacé par le nombre sans dimensions @. 

* Le choix de la solution qui diverse moins vite peut ètre justifié en 
e coupant » le potentiel à un certain rayon 7,, puis passant à la limite 7, — 0, 
de la même façon qu'on a procèdé au tome III, $ 35 
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Si (Za})* > x°, les deux valeurs de y dans (36,2) sont imaginai- 
res. Les solutions correspondantes oscillent pour r—-0 [comme 
r-'cos(|v{inr)], ce qui répond de nouveau, ainsi qu'il a été expli- 
qué plus haut, à la situation où il y a «chute sur le centre», 
chose inadmissible en théorie relativiste. Comme *x* > 1, cela si- 
gnifie que le champ purement coulombien ne saurait être envisagé 
dans la théorie de Dirac que pour Za < 1, soit Z -< 137. 

Dans le cas réel du mouvement dans le champ du noyau, le 
potentiel aux petites distances diffère du potentiel coulombien 
du fait que les dimensions du noyau sont finies. Ceci étant, des 
noyaux avec des Z supérieurs peuvent aussi exister en principe !. 

Il est aussi à noter que, même dans le cas d’une charge ponc- 
tuelle, l'allure du potentiel aux petites distances est déformée 
par suite des corrections radiatives, ce qui peut également changer 
le résultat. Toutefois, le râle de ces corrections pour les Zx voisins 
de l’unité n'a pas encore éte étudié jusqu’à présent. 

Envisageons à présent la solution exacte de l'équation d’onde 
(G. Darwin, 1928 ; W. Gordon, 1928). 

a) Spectre discret (e << m). Nous chercherons les fonctions f et g 
sous la forme 


Î = V/m Tee ee”P2pYr! (Q, + Q:), (36,3) 
g=—V m—ee-v/2pv-1(Q,—Q.), 
où ont été introduites les notations 
pr, A) me, y=Vx—Z'a. (36,4) 


Une telle forme est naturelle du fait du comportement, déjà connu, 
des fonctions pour p—-0 (36,2) et de leur amortissement expo- 
nentiel (—e-#?) pour p—- co. Comme pour p—- les fonctions f 
et g doivent avoir même comportement asymptotique, il faut s’at- 
tendre à avoir Q, 5 Q, pour p — 00. 

Substituant (36,3) AR (35,4), on obtient les équations 


p Qu + Qu) + (v+79 (Qi + Q)—PQ + Za J/ PE (Qi —Q)=0. 
p(Q, —Q.) +(v—x)(Q —Q.)+pQ.—Za je (Q, -;- Q.,) =0 


(l'accent désigne la dérivation par rapport à p). Leur somme et 
leur différence donnent 


pQi+ (y —E) Q + (x — 27) 0, -0. 
pQ:+(v+ Ep) Q,+(x+ 2%) 0, 0, 
1 Pour l'étude de la question des potentiels rue cf. I. Pomé:- 


rantchouk, J. Smorodinski, J. Phvs. U.S.S.R. 9, 97 (1945): V. Po- 
pov. Physique Nucléaire (en russe) n° 8 (1970). 


(36,5) 
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ou, après avoir éliminé Q, ou Q, 
oQi+(2Y+1—9) Qi—(v-Æ) Q, 0, 
PQI+ (274 1—p)Q—(y+1—ÉE)0Q, -0 


[on aura en vue que Y*—(Zæe/À)° -:x°—(Zaœm/,1.)*]. Solution de 
ces équations, finie pour op - 0 


Q= AF (y  2V+ 1, p), 
/ 


RES 2y+1,0) ji 
Q: u V5 2, Vo dE, 
Fa, fi, z) Ctant la fonction hypergéométrique dégénérée. Posant 
o=0 dans l’une quelconque des équations (36,5), on trouve le 
lien entre les constantes À et B: 


| RL à (36.7) 


Les deux fonctions hypergéomeétriques dans (36,6) doivent se 
réduire à des polynômes (sinon elles croitraient comme e” lorsque 
n —- 00, et croîtrait avec elles, comme et/:, toute la fonction 
d'onde). La fonction F(x, fi, z) se réduit à un polynôme si le 
paramètre « est égal à un entier négatif ou s'il est nul. Posons 

7ae 


Sr —",. (36,8) 


Sin, =1, 2, les deux fonctions hypergéométriques se rédui- 
sent "à: des polynômes. Si n, —0, seule l’une d'elles se réduit à un 
polynôme. Or, l'égalité #, -0 signifie que y - Zæe/2, si bien qu'a- 
lors, chose facile à vérifier, Zam/\ —|x|. Si x < 0, le coefficient B 
dans (36,7) s’annule, de sorte que Q. -0, et la condition exigée 
n’est pas violée. Mais si x > 0, on a B -—À, et la fonction Q. 
reste. divergente pour n,—0. De cette Hu sont admissibles les 
valeurs suivantes du nombre quantique n, 


f 0, 1, 2, ... pour x < 0; 


Fr] 1,2, 3, .. pour x>0. is. 


On déduit à présent de la définition (36,8) l'expression suivante 
pour les niveaux d'énergie discrets: 

€ (Za)* —!/s 

— = | 1 + ———_—_—_—_—_—_———— | 36,10 

CET 6.10 


6 2460 
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Pour Zax<£1, les premiers termes du développement de cette 
formule donnent 


LS EE 
m 2(1x|- n,)° | lxlrn,|lx| 4txl-n,)]} 
Posant n,+-|x|--n1 (—:1, .) et notant que |[x|—j+1/2, on 


revient à la formule (34, . précédemment déduite à l’aide de la 
théorie des perturbations. Ainsi qu'on l’a indique à la fin du $ 34, 
les termes ultérieurs de ce développement n’ont pas de sens, étant 
recouverts a priori par les corrections radiatives. La formule (36,10) 
a toutefois un sens sous sa forme exacte pour Za— 1. Notons que 
la double dégénérescence des niveaux révélée par la formule appro- 
chée (34,4) est également conservée dans la formule exacte: puis- 
qu , les niveaux avec différents / coïncident 
comme auparavant pour un même fj. 

I] nous reste encore à déterminer dans la fonction d'onde le 
coefficient général de normalisation À. Comme toujours, la fonction 
d'onde du spectre discret doit être normalisée par la condition 


(lb dV : 1, pour les fonctions f et g, c'est dire que 


x 


\ (f° + g°)rdr -= 1. 
0 


On trouve le plus facilement À d'après la orme asymptotique 

des fonctions pour r —+ 00. A l'aide de la formule asymptotique 
PF (2y+1) . 

Fr 27e 0 CP} 


F(—n,, 2Y+1,p)= 
[cf. IIT (d,14)], on trouve 
I l ; 
Î= Put (—1)7r À | m me er (2Ar)V+nr-1, 


Comparant cette formule avec l'expression (36,22) déduite plus 
bas, il vient 


à 9T (2y+1+n,) Le ste 
SE 
Tr) Zami.n,! : 
Reéunissant les formules déduites, écrivons complètement les 
expressions définitives des fonctions d'ondes Hu 
L (2à)': TE Le) (2y+n,+1) té 
£g | = FR 1) (LE 


——#}n,! 
À JR 


Zam 


X (2àr)Y-te-ir am à F(—n,,2y+1,2àr) F 
+n,F(1—n,, 2y+ 1, 247)| (36,11) 


(les signes supérieurs concernent f, et les signes inférieurs, g). 
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b) Spectre continu (e > m). On n’a pas à résoudre à nouveau 
l'équation d'onde pour les états du spectre continu. Les fonctions 
d'ondes de ce cas se déduisent des fonctions du spectre discret 
par la substitution! 


Vm—e— —iV em, à — —ip, —n,— Yi (36,12) 


(pour le choix du signe lors du prolongement analytique de la racine 
J m—e, cf. 11, $ 128). Toutefois, la normalisation des fonctions 
est à refaire. 

Effectuant dans (36,11) ladite substitution, on met f et g sous 
la forme 


Ve+m | 


ee  A'eirr (2pr} 1 [efF (v—-iv, 2v+ 1, —2ipr) F 
ilV'e—m | 


fl 
gg). 


Fe ËF(y+1—iv, 2-1, —2ipr)l, 


où À’ est une nouvelle constante de normalisation, et où l’on a 
introduit les notations 


D, rt = 1 (36,13) 
ANNE 


[é est positif, puisque y? + (Ze, p}° = #2? + (Zœn/p}]. 
En vertu de la formule connue 


F(a, P, 2) =eF (B—«, p, — 2) 

[cf. III (d,10)}, on a 

F(v+l—iv, 2v+1, —2ipr) =e PF (y+iv, 27 +1, 2ipr) = 

me PF (y—ix, 2% + 1, —2ipr). 

Ceci étant, 

f  APV/LT = Im, ( ë . | 

£ À = 2iA V/ e + m(2pr) Re \e' Pr+SE (y — iv, 2y "e 1, —9ipr)}. 

(36,14) 


On trouve l'expression asymptotique de ces fonctions à l’aide 
de la formule III (d,14), où seul en l'occurrence importe le premier 


1 Dans toute la suite de ce paragraphe p désigne |p|=- Ve —m":. 


6* 
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terme (le second décroit comme une des supérieure de 1/r)!: 


f \ sf — ; (2ipr) t+ beltpr+s | 
Q 1 =2i4 Vent (2v+ 1 (2pnT RÉ À 
AVE TZ rAy+n) sin ; au 
VER ee IF (v+1+iv)| cos (pr + 6,+vin2pr  j 
(36,15) 
où 
6,—E—argl(y+1+iv it, (36,16) 
ou bien 
e2i0x — LALLE ‘E LORS M SE TER (36,17) 


v—iv F(v+I+i) 
Notons pour les références ultérieures l'expression des phases dans 
le cas extrême relativiste (>> m, v = Za): 


# P'(y+1—iZa) 


D60, — Pa PR NE ne 
Eu _ v—iZa l'(yr1-iZ4) 


eit Un, (36,18) 


‘La comparaison de (36,15) avec la formule généräle (35,7)'pour 
l'onde sphérique normalisée [il faudra encore tenir compte dé la 
définition des fonctions f et g en vertu de (35,1)] permet de déter- 
miner la constante de  émial sation À : 


4" +  Fy+l) 1! 


PRIT EME SCI NÉ ni 


De sorte qu'on obtient l'expression définitive des fonctions d'ondes 
du spectre continu“: 


; : Ir (y-L 12 iv) | (2prX 
+ J du: (2y+ 1) r 
. gi tPr+ (y— iv, 2y+-1, —2ipr)}. (36,19) 


Par prolongement analytique dans le domaine € _ m l'expression 
(36,17) prend Ja forme 


# = Zam/À ( y | Zur À) er U=n, 
| y—Zaeih lT(y+1--Zaæ/àÀ) 


e°iè L 


(36,20) 


1 Comme dans le cas de l'équation de Schrôinger, la fente décroissance du 
potentiel coulombien entraîne la déformation de la phase de l'onde, qui devient 
une fonction lentement variable de r. 

Les fonctions d'ondes pour le cas du champ répulsif s'obtiennent en chan- 
geant Île signe devant Za, c'est-à-dire en changeant le signe de +. 
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Elle a des pôles aux points où y+1—Zae/À —1-—n,, n,—1,2,... 
(pôles de la fonction F au numérateur), ainsi qu'au point y — Zue — 
— <+n;:=0 (si on a x <0); comme il se doit, ces points coïnci- 
dent avec les niveaux d'énergie discrets. 
Au voisinage d’un pôle quelconque avec 7,50 on a 
(2 _—_# \ eir dl) 
| n,V (2y TT i-A,) 


e2"8, Fr 


La forme de la fonction F au voisinage de son pôle se déduit au 
moyen de la formule connue l(2)F (1—2) -n sin x: 
Zar' M 
JS à 


SF (a,)sinn(y-1—Za.2) 


; Zaz : d ‘Zae 
snx (v+ 1 — +) = ACOS JUL, - de () . (E —e,)= 


= (—1pre LT (e—e) 


(e, est le niveau d'énergie). Ainsi!, 


ir f Zn | 
PT — 4 
etix (= pjnee ee ne le (36 21) 
nT(2y+l-n,) Zam° r—r, ° dé 


Nous avons déduit à la fin du paragraphe précédent une formule 


reliant le résidu de la fonction e"* en son pôle au coefficient dans 
l'expression asymptotique de la fonction d'onde de l'état lie cor- 
respondant. Dans le cas du champ coulombien, cependant, cette 
formule (35,10) doit être quelque peu modifiée du fait qu'au lieu 
du déphasage constant 6, [comme cela était dans (35,7)] on a dans 
(36,15) la somme 6,+vin(2pr). On devra donc écrire au premier 
membre de (35,10) non pas e?'ôx, mais 


exp (216, + 2iv In 2pr) — ei: (2ihr}"trr+v, 


Utilisant (36,21) et déterminant à partir de (35,10) le coefficient 
A, (qui est à présent une puissance de r), on trouve la forme 
asymptotique de la fonction d'onde normalisée du spectre discret : 


(Zam/i—x)(m+e)a* 112 . e=tr 
= rte | [(Ar)rtv]——. (36,22) 


On s'est déjà servi de cette formule pour déterminer le coefficient 
dans (36,11). 


+ 1 Jl-est facile. de s'assurer que cette formule reste également vraie dans le 
cas où n,—=0, 
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$ 37. Diffusion dans un champ central 


Ecrivons l’expression asvmptotique de la fonction d'onde décri- 
vant la diffusion de particules dans le champ d’un centre de forces 
immobile sous la forme! 
etpr 

— 


vd — UypeP= + Up (37,1) 


Ici uw,» est l'amplitude bispinorielle de l'onde plane incidente. Le 


bispineur u», lui, est fonction de la direction de diffusion n’, et 
coïncide de par sa forme pour chaque valeur donnée de #° (mais 
certes non de par sa normalisation!) avec l'amplitude bispinorielle 
de l'onde progressant dans la direction de #. 

Nous avons vu au $ 24 que l'amplitude bispinorielle d'une onde 
plane est complètement déterminée par la donnée d’une grandeur 
à deux composantes — du spineur tridimensionnel æ qui est la fonc- 
tion d’onde non relativiste dans le référentiel de repos de la parti- 
cule. En fonction de ce spineur s'exprime aussi la densité de 
courant : elle est proportionnelle à ww (le coefficient de proportion- 
nalité ne dépendant que de l'énergie æ&, il est le mème pour les 
particules incidentes et diffusées). Dés lors, la section de diffusion 
do :- (w”*w’jw"w) do ou, si (ainsi qu’au $ 24) l'onde incidente est 
normalisée par la condition &w 1, 


do - w’*o’ do. 


Introduisons l'opérateur de diffusion f conformément à la défi- 
nition 
w" — fw. (37,2) 
Les quantités w, w’ ayant deux composantes, l'opérateur ainsi défini 
est tout à fait analogue à l'amplitude opératorielle de diffusion 
figurant dans la théorie non relativiste de la diffusion compte tenu 
du spin (III, $ 138). Des lors, on peut directement transposer ici 
les formules déduites là-bas, qui expriment l'opérateur en fonction 
des déphasages des fonctions d'ondes dans le champ diffusant. I] 
suffira seulement de transformer ces phases, en exprimant les dé- 
phasages ô;* et ô; introduits dans 111, $ 138 en fonction du déphasage 
Ô, figurant dans la formule relativiste (35,7). Rappelons que les 
phases 6; et 6; concernaient les états de moment orbital / et de 
moment total j--/+ 1/2 et j--1— 1/2. En vertu de la définition 
(35,3), #4 = —/—1 pour j -{--1;2, et x --{ pour j={—1/2. Aussi 
devons-nous changer de notation : 


OÙ — Oui OÙ — 0 


1 Aux $ 37, 38 p désigne |p|. les amplitudes étant affectées séparément 
des indices € et p. 


DIFFUSION DANS LUN CHAMP CENTRAL 167 


(et nous rappeler que l'indice de à désigne maintenant la valeur 
du nombre z!). De sorte qu'on obtient les formules suivantes : 


f A--Bvo, (37,3) 
A = 55 LIEN 1 ])+/(e#8—1])]P(cos 6), (37,4) 


La. 
LI 


Ba D (e%%-1-1—ei) P} (cos), (37,5) 


où v—-n*xn. 

Etant donné que x est la fonction d'onde spinorielle dans le 
référentiel de repos, les propriétés polarisatoires de la diffusion 
seront elles aussi décrites par Îf par les mêmes formules que 
dans III, $ 138. 

Dans le cas du champ coulombien il apparaît possible d'exprimer 
les deux fonctions À(4) et B(0) au moyen d’une seule fonction. 
Indiquons brièvement la marche des calculs correspondants. 

Pour le champ coulombien les phases 6, sont données par la 
iormule (36,17), qu’on met sous la forme 


er (ui + C.. 
Ty iv, (37,6) 
Cr = EAU REV) 
# F(y+ 1<iv) 
(notons que e“l-—eit* pour 7-0, et eftl——eir*x pour x < 0). 


À l'aide des quantités ainsi introduites, les séries (37,4-5) peuvent 
s'écrire sous la forme 


— os Ce Fe 


B (8) — 


. F (6), (37,7) 
où 
GB) =+Y FC;(P, + Pi), 


{= 


8 


F(B-+ IC; (P,—P-). (37,8) 
= 


On s’est servi pour transformer la série B(A) des formules de 
récurrence entre les polyÿnômes de Legendre : 


P}+ Pi -—ctes-((Pi— Pi), (37,9) 
P}— Pit (Pit Pi). (37,10) 


1R. L. Gluckstern, S. R. Lin, J. Math. Phys. 5, 1594 (1964). 
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Par ailleurs, en vertu de l'identité 


(+ cos 0) Es LP (cos 8) — P,., (cos 0)] = 


— [[P, (cos 8) + P,_, (cos 0)] (37,11) 

les fonctions F() et G(0) sont liées entre elles- par la ‘relation 
: dF 0 dF ” 

G (l—cos8) = —ctg sr: (37,12) 


Les fonctions A(0), B(0) sont ainsi exprimées au moyen -de la 
seule fonction F (0)!. 


S 38. Diffusion dans le cas ultrarelativiste 


Examinons à part la diffusion dans le cas ultrarelativiste 
(@ÿ>m). En première approximation on néglige complètement la 
masse m dans l'équation d'onde. Il est alors commode d'utiliser 


pour la représentation spinorielle 1 — TE lé étant donne que les 
équations pour E et n se séparent pour m 0: M 
— iOVE — (E -- U) cs 
— i0Vn=—(e—U)n 
(elles prennent la forme «neutrinique», $ 30). 
A l'état d’hélicité de l'électron polarisé dans la direction de 


p correspond la fonction d’onde 1 — ‘ | , et à l’état polarisé dans 


(38,1) 


+ 


4 Les équations pour ë et n étant 


séparées, il est évident que cette propriété ne change pas lors de 
ta diffusion. En d’auires termes, lors de la diffusion d'électrons 


97 41° * 


le sens inverse de p, Ÿ — 


(polarisation longitudinale), il est évident que lors de la diffusion 
de particules douées d’hélicité l’asymétrie azimutale est absente. 
On peut aussi affirmer que la section de diffusion d'électrons à 
hélicité est indépendante du signe de l’hélicité; ceci résulte du 
fait que le champ central est invariant par inversion, et le signe 
de l’hélicité change par inversion. 

Dans le cas ultrarelativiste les formules (37,3-5) peuvent 
‘être notablement simplifiées (D. R. Yennie, D. G. Ravenhali, 
R. N. Wilson, 1954). DUREE CEE 

Soit l’électron incident polarisé, par exemple, dans la direction 
du mouvement #7. Pour une onde plane de valeur déterminée de 


1 La fonction F (0) ne s'exprime pas au moyen des fonctions élémentaires. 
Mais celle En s’ écrire sous forme d'intègrale double céHnIe, ci. article: mentionné 
plus haut. | - A 
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no le spineur £ (—(--x) V 2) est proportionnel au même spineur 
tridimensionnel æ qui figurait dans la représentation standard de 
l'onde. Ceci étant, le lien entre les amplitudes spinorielles des 
ondes incidente et diffusée est, comme auparavant, donné dans la 
nouvelle représentation par le même opérateur Î. 

Par suite de la diffusion, la polarisation tourne avec l'impulsion 
et prend la direction #’. L’action de l'opérateur f sur la fonction 
d'onde de spin de l’électron consiste de ce fait en la rotation du 
spin d’un angle 8 (l’angle entre # et #7’) autour de l’axe v—nxn. 
De son côté, une telle rotation équivaut à la rotation du système 
de coordonnées autour du même axe dans le sens inverse, c’est-à-dire 
de l’angle — 6. Ï1 en résulte que l'opérateur f doit coïncider (au 
coefficient près) avec l'opérateur réalisant la transformation de la 
fonction d’onde dans le changement indiqué du système de coor- 
données, c'est-à-dire avec l’opérateur (18,17) où 0 — —0. Rapprochant 
(37,3) de (18,17), on trouve qu'on doit avoir 


B 0 . 
pr tg T° (38,2) 


De sorte qu'à la limite ultrarelativiste 
f A(0) its vol. (38,3) 
On peut aussi simplifier l'expression (37,4) de À (8) si l'on se 
sert de la relation entre les phases ô, et ô_, qui apparaît à la 
même limite. Pour déduire cette relation, remarquons que les 
équations (35,4) pour les fonctions / et g deviennent, après suppression 
des termes contenant m, invariantes par rapport à la substitution 
a, Ê—eg 8 — —À, 
qui n'affecte pas Îles paramètres de la particule elle-mème ou du 


champ. Aussi doit-on avoir fx /gx = —g-,/f-, et on trouve après 
substitution des expressions asymptotiques 


, - / l' 
tg | pr 7 +6 = —- cig (pr + 6 ) , 
d'où 
Use eu, (38,4) 


Utilisant cette relation [et remplaçant dans le premier terme de 
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la somme (37,4) l'indice de sommation ! par {— 1], on obtient! 
À (0) — 2 À 4 (esivr l)[P;(cos 8) + P,_,(cos0)]. (38,5) 


On déduit de (38,2) que Re(AB*)—0. Cela signifie qu’à 
l’approximation considérée la section est indépendante de la pola- 
risation initiale des particules, et un faisceau impolarisé reste tel 
après la diffusion [cf. formules III (138,7-9)]. Notons de même 
que pour 0 —-x l'expression (38,5) de À (8) tend vers zéro comme 


(x —U})? [rappelons que P,(—1) (—1)']. Avec elle s'annule aussi 
la section 


do [au .ire 14@F 
Te|Ap+8f- AO 
AE 2 LS (38,6) 


Bien entendu, les propriétés énumérées disparaissent aux approxi- 
mations suivantes par rapport à la petite quantité #1,.e. Notamment, 
l'analyse montre que si Ü—-x, la section tend vers une limite 
proportionnelle à (m'e)*. 

Pour le champ coulombien dans le cas ultrarelativiste les 
phases 6, ne dépendent pas de l'énergie, comme le montre (36,18)*. 
En conséquence, dans un champ purement coulombien la section 
de diffusion pour e>>m a la forme 


do - T0 do, (38,7) 


t étant fonction de l'angle seul. 


$S 39. Systeme de fonctions d'ondes du spectre continu pour la 
diffusion dans un champ coulombien 


Nous examinerons par la suite ($ 93) divers processus inélastiques 
qui se déroulent lors de la diffusion d'électrons ultrarelativistes 
dans le champ d'un noyau lourd (Zæ— 1). Pour calculer les 
éléments de matrice correspondants, nous aurons besoin de fonctions 
d'ondes dont la forme asymptotique (pour 7 —- ) est constituée 
par une onde plane et une onde sphérique. 

Nous verrons que, dans le cas ultrarelativiste (l'énergie de 
l’électron em), le rôle principal dans la diffusion incombe aux 


1 On peut retrouver la relation (38,2) par une transiormation analogue de 
la formule (37,5). On devra alors utiliser la relation de récurrence (37.10) 
entre les polvnômes de Legendre. 

* Ceci résulte aussi directement des équations (38,1), puisque pour le champ 
çoulombien l'énergie € s'élimine des équations par la substitution r —- r’/e. 
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transferts d’impulsion (de l'électron au noyau) g--|p’—pl|- m. 
À ces valeurs de g correspondent des «paramètres d'impact » 
o = l;q = l'm, l'électron étant dévié d'angles! 
q mi 
6 — es (39,1) 
En termes des coordonnées r (distance au centre) et z=/rcos6 
ceci représente le domaine 


p=rsin8- —, p(r—2)=pr(l—cos6) — 1. (39,2) 


Alors r = ejm*, c'est-à-dire que nous sommes dans le domaine des 
grandes distances. 
Ecrivons l'équation de Dirac sous la forme 


(@—U—mB+iav)t-0, U=—Z. (39,3) 


Transformons-la en équation du second ordre, ce pour quoi nous 
appliquerons à (39,3) l'opérateur (e—UÙ +- mB—ia ): 


(A + p°—2eU)1p - (—iavU —U*) y. (39,4) 


Etant donné que dans le domaine envisagé r 5 Zaje, on a U<e. 
En première approximation, on peut négliger dans (39,4) le second 
membre. L’équation restante 


(a+ pe +22) ÿ 0 (39,5) 


coïncide, de par sa forme, avec l’équation de Schrôdinger non 
relativiste dans le champ coulombien 


/ ] | 2 Za\ 
(mA+ ar j = 0, (39,5a) 
dont elle diffère seulement par le changement évident de la nota- 
tion des parametres (on a un facteur excédentaire e,;m dans l'«éner- 
gie potentielle »). Dès lors, on peut écrire d'emblée sa solution, qui 
a la forme asymptotique requise (cf. III, $ 134). 

Ainsi, la fonction d'onde contenant asymptotiquement une onde 
plane (© e‘Pr) et une onde sphérique divergente est : 


CH) pp pre (iZAE TR 
Vep = CR #"F ( 5 ? 1, i(pr pr), 


’ (39,6) 
C S icbas à à —iT ES 


F étant la fonction hypergéométrique dégénérée, et 1, l'amplitude 


1 Dans ce paragraphe p désigne |p|. 
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bispinorielle constante de l'onde plane normalisée par la condition 
adoptée (23,4) : 


Urpllep e 2m. (39,7) 


‘La fonction d'onde (39, 6) est normalisée de telle façon que 
l onde Pare dans son expression asv mptotique ait la forme usuelle 


Up eipr 
V2 
correspondant à «une particule dans l'unité de volume». Puisque 


dans le cas ultrarelativiste pÆæe, dans (39,6) on peut faire la 
substitution Zaxe/p = Za: 


(+) —_ Hep ipr . : = 39.8) 
Yep = C 72 eiprF(iZa, 1, i(pr—pr)), ( ) 
C--e2212T (1 —iZa). 


Notons que, bien que nous envisagions des distances si grandes 
que pr > 1, on ne saurait remplacer dans (39,8) la fonction hyper- 
géométrique par son expression asymptotique : l’argument de F est 
non pas pr, mais la quantité pr(l—cos 6) que nous n'avons pas 
supposée grande !. 

Dans les applications, on doit aussi envisager l'approximation 
suivante dans #, de structure spinorielle différente de.la structure 
(39,8) (qui se réduit au facteur u,,). Pour son calcul, écrivons Ÿ 
sous la forme 


— C_ gipr 
Ÿ É (Ue0F + @). 


Au second membre de l'équation (39,4) nous consérvons maintenant 
le terme avec la première puissance de U, et nous obtenons pour 
p l'équation 

| (A + 2ip9 —2eU0)p - —iu, AVU. (39,5) 
On peut trouver sa solution en remarquant que F satisfait à l' <AsAnor 

(A+ 2ipv—2eU)F -0 
[ce dont on peut s'assurer en substituant (39,6) dans (39, 5)]- 
Appliquant à cette équation l'opération F, on obtient 
(A + 2ipv—QeU)TF - 2FÇU. 

Rapprochant de (39,9), on trouve 


Lu Le UrpF. 


7 1 Dans IL, $ 133 | nous envisagions des 7 arbitrairement nds, si bien 
qu'une telle substitution était possible pour n'importe quels angles 6. 
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Ecrivons l'expression définitive pour #tf? et pour la fonction 


analogue ft? dont l'expression asymptotique contient une onde sphé- 
rique conv usés à 


ph TE er (15) F (Ze, 1, É(pr—pr))urp 


pi = = eipr È 5 v)F(—iZa, 1, —i(pr + pr) ueps 
C -etZz/2T (| — iZa) (39,10) 


(W. H. Furry, 1934). Ecrivons de mème les fonctions analogues 


(Ÿ-e-p) à « fréquence négative» qui nous serviront dans l'étude de 
processus où participent des positrons. On peut les déduire des 
Le Yep par la substitution p—-—p, £ ——e, la quantité 

-[p| ne changeant pas [de ce dernier fait, le paramètre iZa de 
fa fonction hy pergéométrique change de signe, comme le montre 
l'expression initiale (39,6) où ce paramètre figure sous la forme 
iZaæ;p]. De sorte qu'il vient 


(+) C nr . 

ep = En e-iP fi + Eç)F(—iZa, | , i(pr +pr))u-e-p 
Lt= ) —— C* i Fr —— 1 tr —— 

e-pS 1 7Re P fi + F) F(iZe, 1, —i(pr—pr)u-r_m 


C=e-tZa!2T (] + iZa). (39,11) 


La remarque suivante est à faire au sujet des calculs précé- 
dents. La condition asymptotique que nous avons posée ne suffit 
nullement par elle-même au choix univoque de la solution de 
l'équation d'onde (on le voit déjà du fait qu'on peut toujours 
ajouter à #, sans violer cette condition, n'importe quelle onde 
sphérique coulombienne divergente). Ecrivant la solution de l'équa- 
tion (39,5) sous la forme (39,6), nous avons implicitement supposé 
par là même un choix de solution finie pour r -:0. Une telle exi- 
geñce éfait nécessaire dans III, $$ 133, 134, où l’on considérait 
des solutions - de l'équation de Schrôdinger exacté valables dans 
tout l’espace’. Or, dans le présent cas l'équation (39,5) ne con- 
cerne que les grandes distances, si bien que le choix arrêté de la 
solution demande une justification supplémentaire. 

Elle est donnée par le fait qu'il correspond aux grands « para- 
mètres d'impact» p : rsin6 des moments orbitaux / grands et des 
angles de diffusion 0 petits: pour p = l/m on a 


£ 
lepp-pe- — 5, 


1 Dans l'allure de la solution exposte dans 111, $ 133 cette condition était 
assurée par le choix d'une intégrale particulicre de la forme (133,1) au lieu de 
l3 somme générale d’intégrales-avec- différentes valeurs de B,, B:: 
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l’angle 8 pouvant être évalué par le procédé quasi classique : 


I du U"{(p)p m 


Cela signifie que dans le développement de # en ondes sphériques 
figureront (dans le domaine considéré des r et 68) pour l'essentiel 
des ondes avec les grandes valeurs indiquées de /. Or, une onde 
sphérique avec / grand décroît jusqu’à des valeurs petites lorsqu'on 
s'approche de l'origine des coordonnées à des distances r<</[,e 
«classiquement inaccessibles» (en raison de la barrière centrifuge). 
Ceci étant, si l’on «raccorde» la solution de l'équation (39,5) avec 
la solution de l'équation exacte (39,4) aux petites distances pour 
re rx Où ler, > Za/je, la condition aux limites pour la solution 
de l'équation (39,5) consistera à exiger qu'elle soit petite, ce qui 
justifie notre choix. 


Probleme 


Trouver pour le champ coulombien attractif avec Za-<1 la correction 
(d'ordre relatif: —Za) à la fonction d'onde non relativiste du spectre discret. 

Solution. La vitesse de l’électron dans l’état lié v + Zax, de sorte que 
pour Za-<1 à l’approximation zéro la fonction d'onde est non relativiste, 
c'est-à-dire que 


Ÿ = non rets 


non rei étant la fonction schrôdingérienne, et # un bispineur de la forme 
u = (6) , w étant le spincur décrivant l’éètat polarisatoire de l’électron. À l'ap- 
proximation suivante on écrit: #=uYuon re), et substituant dans (39,4), 
on trouve pour #1} l'équation 

l Za\ .Za/ _ 1 
Ge lee) pt =i Om LS +) (@u) Pnon rer 


e, ttant niveau d'énergie discret non relativiste. Nous avons omis ici les ter- 
mes d'ordre relatif: —(Zax)* (il est à considérer que dans le cas non relativiste 
les distances fondamentales sont de l'ordre du rayon bohrien: r — 1/mZa). 


Solution de cette equation : = — D GUT Ynon ret, de sorte que 


\ 


Ÿ— (rer) UFuon tel: 


2m 


$ 40. L'électron dans le champ d'une onde 
électromagnetique plane 


L'équation de Dirac se résout exactement pour un électron en 
mouvement dans le champ d'une onde électromagnétique plane 
(D. Volkov, 1937). 

Le champ d'une onde plane de 4-vecteur d’onde k(k°= 0) ne 
dépend des quadricoordonnées que par la combinaison œ=kx, de 
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sorte que le 4-potentiel 
Ar = Ar (q), (40,1) 
et il vérifie la condition de jauge de Lorentz 
0,4r = k, A“ - 0 
(l'accent désigne la dérivation par rapport à @). Le terme constant 


dans À étant inessentiel, on peut omettre dans cette condition 
l'accent et l'écrire sous la forme 


RA 0. (40,2) 


Nous partirons de l'équation du second ordre (32,6), où le 
tenseur du champ 


FR As—R, An. (40,3) 


Développant le carré (id—eA}, on aura en vue que, en vertu de 
(40,2), 0, (4"+#) = 40,4. On obtient finalement l'équation 


[— 0° — 2ie (AQ)Le A! — m°—iekA'] p -0 (40,4) 
(0° — d,0r). 
Cherchons la solution de cette équation sous la forme 
pe" rxF(p), (40,5) 


p étant un 4-vecteur constant. Ajoutant à p un vecteur quelconque 
de la forme const-k, on n'’affecte pas cette forme de 4 [on n'aura 
qu'à changer en conséquence la notation de F()|. Ceci étant, 
on pourra, sans nuire à la généralité, imposer à p une condition 
complémentaire. Soit 


p° nm". (40,6) 


Alors, lorsqu'on enlève le champ, les nombres quantiques p# de- 
viennent les composantes de la 4-impulsion de la particule libre. 
On saisit mieux le sens des composantes du 4-vecteur p en présence 
de champ dans un reférentiel particulier choisi tel que À, 0. 
Supposons, dans ce référentiel, le vecteur À dirigé suivant l’axe 
des xt, et À suivant l'axe des x* (c'est-à-dire que le champ élec- 
trique de l'onde est dirigé suivant x', le champ magnétique suivant x, 
et l'onde elle-même progresse suivant x1*). Alors (40,5) est fonction 
propre des opérateurs 

. Ô . 0 7 10 0 \ 
Pi tre P:-t55sr Po —Ps sin) 


de valeurs propres p,, p., P, —p, (quant aux opérateurs eux-mêmes, 
il est facile de voir qu’ils commutent avec l'hamiltonien de l'équa- 
tion de Dirac). Ainsi donc, dans le référentiel donné, p!, p* sont 
les composantes de l'impulsion généralisée le long des axes x!, x, 
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et p°—p# est la différence entre l'énergie totale et la composante 
de l'impulsion généralisée le long de l'axe x*. 
Substituant (40,5) dans (40,4), on note que 


ŒF=kF", O,®œF—=RF":0, 
et on trouve pour F(@) l'équation 
Qi (kp) F' + [—2e(pA) +eA!—iekÀ"] F =0. 
L'intégrale de cette équation: 


( M e e* ; ekÀ u 
F=exp|—1| PTS EERE 


u'V”2p, étant un bispineur constant arbitraire (pour la forme de sa 
transcription, voir plus bas). 


Toùtes les’puissances de #À supérieures à un sont nulles, puisque 
RARÀ _— BRAÀ = 2(kA)kA = — k?A? 0. 


Ceci étant, on peut substituer : 


__€kÀ e £3 
XP 3Gp — LT Zn 4 
de sorte que # prend la forme 
…: #2 e = M” ul rs 
Ve É PE) Al e” (40,7) 
où ! 
se : 
ns e ms : 
S=— px | LE (PA) — 5 À | de. (40,8) 


Pour trouver les conditions imposées au bispineur constant u, 
supposons que l'onde présente un amortissement tant soit peu petit. 
Alors À —- 0 lorsque x —- 0, et 1 doit se réduire à la solution de 
l'équation de Dirac libre. A cet effet, u — u (p) doit vérifier l'équation 


(p—m)u =0. (40,9) 
Cette condition élimine les solutions «superflues» de l'équation du 
second ordre. Etant donné que u ne dépend pas des coordonnées, 
cette condition subsiste pour les x finis, où la présence de l’amor- 
tissement faible n’affecte pas la forme de 1. Ainsi, uw (p) coïncide 
avec l'amplitude bispinorielle de l'onde plane libre; nous la sup- 
poserons normalisée par la même condition (23,4): uu 2m. 


1 Notons que S coïncide avec l’action classique d'une particule en mouve- 
ment dans le champ de l'onde, comp. 11, $ 47, problème 2. 
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Les raisonnements exposées permettent aussi d'expliciter d'emblée 
la normalisation des fonctions d'ondes (40,7). Pour les fonctions 
d'ondes du spectre continu, l'intégrale normalisante se forme dans 
les regions éloignées de l’espace. Après l'introduction de l'amortis- 
sement faible, les fonctions d'ondes coïncident dans ces régions avec 
les fonctions ‘du mouvement libre. 11 en résulte que les fonctions 
(40,7) en la même ser er de normalisation 


PE \ pop, dx a a \4 Ÿov°y,d'x —0(p'—p), (40.10) 


que les ondes planes libres. 


Trouvons la densité de courant correspondant aux fonctions 
(40,7). Notant que 


= als 
LUS 7 |! + ré Àf je, 
il vient en multipliant directement 


fe(p4) ee 
\ Gp) 


je pen, lp earth | lt (ON 


Si les A*(w) sont des fonctions périodiques et que leur movenne 
(dans le temps) s’annule, on a pour la moyenne de la densité de courant 


(rm 7e 5x 4° ke (40,12) 
Trouvons également la densité de l'impulsion cinétique dans 


l'état ÿ,. L'opérateur d'impulsion cinétique est la différence p — eA — 
= id—eA. Un calcul direct donne 


e(pA 2 42 
Yo (PF —eA4r) Ÿ, -- = pv" (p# Du Ÿ, - . pr —e À: + kr (y )___e“À \+ 


(Xp)  2(kp), 
+ kv FENTT. ——— F,, (u*o''u). (40,13) 
La moyenne temporelle de ce 4-vecteur, notée gr, est 
LE 
QE — (40,14) 
Son carré : 
g’ mi, mm V/ ea. (40,15) 


m,. joue le rôle de «masse efficace» de l’électron dans le champ. 
Comparant (40,14) et (40,12), on voit que 


= _# 
] T Po (40,16) 
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Notons également que, exprimée au moyen du vecteur g, la con- 
dition de normalisation (40,10) a la forme 


" x 0 , 2 
mn | Vo, dix fe 8(g"—Q) (40,17) 


[on passe le plus simplement de (40,10) à (40,17) dans le référen- 
tiel particulier indiqué plus haut]. 


S 41. Mouvement du spin dans un champ extérieur 


Le passage à l’approximation quasi classique dans l’équation 
de Dirac se fait de la même façon qu’en théorie non relativiste. 
Dans l'équation du second ordre (32,7a) on substitue 1 sous la forme! 

=s 
pue 


(S étant un scalaire, et u, un bispineur lentement variable). On sup- 
pose alors vérifiée la condition usuelle de quasi-classicisme: l’im- 
pulsion de la particule doit peu varier sur une extension de l'ordre 
de la longueur d'onde ä#;|p|. 

À l'approximation zéro suivant #, on obtient l'équation rela- 
tiviste classique usuelle d'Hamilton-Jacobi pour l’action S. Alors, 
tous les termes contenant le spin (et qui sont proportionnels à ñ) 
disparaissent des équations du mouvement. Le spin n'apparaîtrait 
qu'à l'approximation suivante par rapport à À. En d’autres termes, 
l'influence du moment magnétique de l’électron sur son mouvement 
est toujours du même ordre de grandeur que les corrections quan- 
tiques. Ceci est très naturel, étant donnée la nature purement quan- 
tique du spin, dont la grandeur est en raison de À. 

Vu cette situation, on peut poser le problème du comportement 
du spin de l’électron accomplissant un mouvement quasi classique 
donné dans un champ extérieur. La solution de ce problème est 
contenue dans l'approximation suivante par rapport à À dans l'é- 
quation de Dirac. Toutefois, nous mettrons en œuvre une autre 
méthode, plus parlante, et qui n’est pas directement liée à l’equation 
de Dirac. L'avantage de cette méthode est qu'elle permet de traiter 
le mouvement de toute particule, même si elle est douée de rapport 
gyromagnétique « anomal », lequel n'est pas décrit par l'équation de 
Dirac. 

Notre but est de déduire les «équations du mouvement » du spin 
pour un mouvement arbitraire (donné) de la particule. Commençons 
par le cas non relativiste. 

L'hamiltonien non relativiste de la particule dans un champ 
extérieur est 

H — H'—uo}H, (41,1) 


1 Nous nous servons pour commencer des unités usuelles. 
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où l'on a inclus dans H” tous les termes ne contenant pas le spin 
(cf. IIT, $ 110); um est le moment magnétique de la particule. Cette 
forme de l’hamiltonien n'est pas liée à une espèce déterminée de 
particules. Pour les électrons, u =eh;2mc (la charge de l'électron 
est e :—l|e|!); pour les nucléons, 1 contient encore une partie 
«anomale » ! ; 

en 


pp. (41,2) 


En vertu des règles générales de la mécanique quantique, l'é- 
quation opératorielle du mouvement du spin se déduit de la formule 


à i 
S — 7 (Hs—sH) = 7 (Ho— 0H). (41,3) 
Substituant ici (41,1), on trouve 
S; D RS H, (0,6; — 0,64) = Lex Ha01 
ou 


Prenons la moyenne de cette égalité opératorielle sur l’état d’un 
paquet d'ondes quasi classique en mouvement le long d’une tra- 
jectoire donnée. Cette opération consiste à remplacer l'opérateur 


spin par sa moyenne S, et le vecteur 7 par la fonction Æ(t) qui 
représente la variation du champ magnétique au point occupé par la 
particule (par le paquet d'ondes) dans son mouvement donné le long 
de la trajectoire. À l’approximation non relativiste (c’est-à-dire 
dans le cadre de l’équation de Pauli) s -o/2 est l'opérateur spin 
de la particule dans son référentiel de repos, dont nous avons noté 
la moyenne &/2 au $ 29. De sorte qu'on obtient l'équation 


EE x H (6). (41,5) 


Sous cette forme cette équation a, en fait, un caractère purement 
classique. Elle signifie que le vecteur moment magnétique est en 
précession autour de la direction du champ avec la vitesse angu- 
laire —2uH;h tout en restant de grandeur constante:. 


1 Compte tenu des corrections radiatives, une «partie anomale » tres petite 
est aussi contenue dans le moment magnétique de l'électron. 
? L'équation classique (41,5) se déduit directement de l’égalite 


dm 
dt 
M étant ke moment cinétique du système, up son moment magnétique: XH 
est le moment des forces agissant sur le système. Posant M=T ñë, =D b=bé, 


on obtient (41,5). 


—uXA, 
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Dans ce même cas non relativiste, la vitesse © de la particule 
varie conformément à l'équation 


do _ e 
dt mc 


c'est-à-dire qu'elle tourne autour de la direction de H avec la vi- 
tesse angulaire —eH mc. Si p’ 0, on au eh/2mc et cette vitesse 
angulaire coïncide avec la vitesse —2uH;'h de rotation de &; en 
d’autres termes, le vecteur polarisation fait un angle constant avec 
la direction du mouvement (nous verrons plus bas que ce résultat 
subsiste dans le cas relativiste). 

Passons à présent à la généralisation relativiste de (41,5). Pour 
la description covariante de la polarisation, on devra alors se servir 
du 4-vecteur a introduit au $ 29, et l'équation du mouvement .du 
spin doit déterminer la dérivée da/dr par rapport au temps propre t'. 

La forme possible de cette équation peut s'établir déjà par des 
considérations d'invariance relativiste, si l’on note que son second 
membre doit être linéaire et homogène suivant le tenseur du champ 
électromagnétique F:*’ et le 4-vecteur a’, et qu'il ne peut contenir 
encore que la 4-vitesse u# _- p*/m. Seule une équation de la forme 


_. — aFva, + furF'u a, (41,6) 


satisfait à ces ns a et B étant des coefficients constants. 
Il est facile de voir que, en vertu de la condition a,u*—0 et de 
l'antisymétrie de F#* (de sorte que Fru,u,—0), aucune autre ex- 
pression ayant la forme requise ne peut s'établir. 

Quand v—0 cette équation doit coïncider avec (41,5). Posant 
ar = (0, Ë), u“ =: (1, 0), t--f, il vient 


dé _ op 
dt = aix H. 


Comparant avec (41,5), on trouve x --2u. 

Pour déterminer f, notons que a'u; —0. Dérivant cette égalité 
par rapport à t et utilisant l'équation classique du mouvement 
d’une charge dans un champ 


du'* uv 
m LE: = eF u, 


(cf. II, $ 23), on obtient 


dat dur uv _ uv 
UE = QE = —a, <= F u,=— F u,Q,. 


Aussi, multipliant l'équation (41,6) de part et d’autre par Us, NO- 


1 Dans ce qui suit, nous poserons à nouveau c=lÎ, h=1. 


MOUVEMENT DU SPIN DANS LUN CHAMP EXTÉRIEUR 181 


tant que u,u* = 1 et biffant le facteur général Fl'u,a,, on obtient 
p=—2 pe) = op" 


Ainsi, on trouve finalement l'équation relativiste du mouvement 
du spin 


da” v TS AL 
ee 2uF''a,—Qy'usF'u.a, (41,7) 


(V. Bargmann, L. Michel, V. Telegdi, 1959)!. 

Passons du 4-vecteur a à la quantité & qui caractérise directe- 
ment la polarisation de la particule dans son référentiel « instantané » 
de repos; le lien entre a et & est donné par les formules (29,7-9). 
Notons d'emblée que (41,7) entraîne automatiquement a, da*;dt -- 0, 
de sorte que a,a* = const. Comme a,a* : —£{?, cela traduit un ré- 
sultat naturel : lors du mouvement de la particule sa polarisation & 
reste de grandeur invariable. 

L'équation déterminant la variation de la direction de la pola- 
risation s'obtient en passant dans (41,7) aux notations tridimension- 
nelles. Développant les composantes spatiales de cette équation, on 
trouve 

D Q x H + ET (ao )E — AT 9 (aE) + 


ie P 


+  o (o(a X H)) + = © ne (0Ë). 


Il faut substituer ici (29, 9) et noter lors de la dérivation les éga- 
lités p=—eo, e* -p*-m* et les équations du mouvement 


d Li, 

É =eE+e0::H, À = e(0E). (41,8) 
Un calcul élémentaire, quoique assez long, conduit à l'équation 
suivante * : 


dé _2nm+2n (em) pp 2e RENE (ps 
D H+ Ni Len ne 
1,9) 


1 Sous üne autre forme, une équation analogue a été déduite pour la pre- 
mière fnis par J. Frenkel (1926). 


? Si l’on introduit, comme on le fait souvent, pour les particules chargées 
le cocfficient gyromagnétique (facteur de Lande) g défini par ErPSE 
= g— ns , cette équation s'écrit 
2mc 2 
dy, e / 


m e 
ei PEN D se (gp —9 
di — 2m\$ ste ë )ExH+5E de 


€ Ld 
7 (0H) 0 XE + 


CO LS OU UT 
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L'intérêt particulier n’est pas tant dans la variation de la direc- 
tion absolue de la polarisation dans l’espace que dans sa variation 


par rapport à la direction du mouvement. Ecrivons & sous la forme 
G= no +1 (41,10) 


(où # — æ/v) et écrivons l'équation pour la projection &,, de la po- 
larisation sur la direction du mouvement. Le calcul au moyen de 
(41,8-9) conduit au résultat suivant ! : 


dè ; 9 / 3 ; 
ont Hxn+E (RE n)@GuE.  (GLID 


Plusieurs exemples d'application des équations déduites sont 
traités dans les problèmes de ce paragraphe. Notons ici même que, 
lors du mouvement dans un champ purement magnétique, la pola- 
risation d'une particule sans moment magnétique anomal conserve 
un angle constant avec la vitesse (&, const). Ainsi donc, ce ré- 
sultat, déjà indiqué plus haut pour le cas non relativiste, a bien 
un caractère général. 

Précisons les conditions d'application des équations déduites. 
La condition de variation suffisamment lente de l'impulsion de la 
particule, mentionnée au début, se réduit à une certaine condition 
stipulant que les champs Æ et Æ sont petits, notamment, le rayon 
larmorien dans le champ magnétique (-— p;eH) doit être grand par 
rapport à la longueur d'onde de la particule. Encore faut-il, en 
toute rigueur, que les champs ne varient pas trop vite dans l’es- 
pace: le champ doit peu varier sur les dimensions du paquet 
d'ondes quasi classique. Partant, le champ doit peu varier sur 
des distances de l'ordre de la longueur d'onde de la particule 
(1/p), ainsi que sur la longueur d'onde comptonienne, 1/m *. 

Au demeurant, dans les problèmes pratiques du mouvement dans 
des champs macroscopiques la condition que ces champs soient 
lentement variables est vérifiée a priori, et il suffit, en fait, d'’exi- 
ger qu’ils soient suffisamment petits. 

Nous avons déduit au $ 33 les premières corrections relativistes 
pour l’hamiltonien de l'électron en mouvement dans un champ 
extérieur. Pour l’électron dans un champ électrique l’'hamiltonien 
approché a la forme [cf. (33,12)] 


/ 
H=-H—o[Ex) (p - — iv), (41,12) 


1 Cette équation s'obtient par une voie un peu plus courte en développant 
la composante temporelle de l'équation (41,7). 

2 Cette dernière exigence résulte de la condition que la dispersion des vites- 
ss dans le paquet d'ondes soit, dans son référentiel de repos, petit devant c;: 
sinon, dans ce référentiel, on ne pourrait utiliser les formules non relativistes. 

Si le champ varie trop vite, les termes supplémentaires contenant les 
dérivées du champ par rapport aux coordonnées peuvent ètre essentiels dans les 
équations. 
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où on a inclus dans H” les termes ne contenant pas le spin. Dans 
notre cas, le champ étant lentement variable, il faudra négliger 
dans H’ le terme contenant les dérivées de ÆE (c'est-à-dire conte- 
nant div Æ), on peut omettre aussi le petit terme en p*‘, étranger 
aux effets du champ ici envisagés, de sorte que H” (en l’absence 
de champ magnétique) se réduit à l’hamiltonien non relativiste 
H'= 5 -- ep. 

La formule (41,12) peut être déduite encore à partir de l’équa- 
tion (41,9), sans avoir directement recours à l'équation de Dirac. 
Par là, elle sera généralisée (dans le cas quasi classique) pour les 
particules ayant un moment magnétique anomal. 

En se limitant aux termes du premier ordre suivant la vitesse v, 
l'équation du mouvement du spin dans un champ électrique se 
déduit de (41,9) sous la forme 

1\ © Me PR 
Æ _(u+p )6:: (EX) — (3m T2 } SG: (E X ©). 
Si l'on exige que cette équation soit déduite dans le cadre de la 
mécanique quantique par commutation de l'opérateur spin avec 
l'hamiltonien [conformément à (41,3)], il faut poser, comme il est 
facike de le vérifier, 


, 4 r . € / p 
H=H—\n +H)0(EX 2). (41,13) 
Telle est l'expression cherchée. Quand un” 0, on retrouve (41,12). 
Notons que le moment magnétique «normal» e 2m figure avec le 
facteur excédentaire 1,2 par rapport au moment anomal pu’!. 


Problemes 


1. Déterminer la variation de la direction de la polarisation d'une particule 
en mouvement dans un plan perpendiculaire à un champ magnétique uniforme 
(9 | H). 

Solution. Au second membre de l'équation (41,9) seul subsiste le pre- 
mier terme, c'est-à-dire que £ est en précession autour de la direction # (axe 
des z) avec Ja vitesse angulaire 


Qun Qu" (E —m re. 
en À p= (Lan \#. 
E .& É 

Avec cette mème vitesse angulaire tourne dans le plan xy la projection de & 
sur ce plan (notons-la &,). Le vecteur ©, lui, tourne dans le même plan avec 
la vitesse angulaire —eH;e (comme le montre l'équation du mouvement 
p= +0:-e9xXH). On voit d'ici que &, tourne par rapport à la direction de © 
avec la vitesse angulaire —2n’#f. 


._! C'est le « facteur 1/2 de Thomas» mentionné en note p. 151. La déduction 
faite ici montre clairement son origine. 
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2. Mème problème lors du mouvement dans la direction du champ nragné- 


tique. 
Solution. © ct H étant colinéaires, l'équation (41,9) devient 
dé 2m # 
Cons 


c'est-à-dire que & cest en précession autour de la direction commune de © ct H 
avec la vitesse angulaire — 2umH)e. 
3. Mème problème lors du mouvement dans un champ électrique uniforme. 
Solution. Supposons le champ £Æ dirigé suivant l'axe des x, le mouve- 
ment se passant dans le plan xy (alors p,= const). Il résulte de (41,9) que & est 
en prècession autour de l'axe des z avec'la vitesse angulaire instantanée 


e ,\ = Pv 
(+ +en VAS 


Décomposons de nouveau & en &. ct &, (dans le plan xy). Alors 


ru 


- LI > “2 V 
dj — 61608 #, G,£=—-{hsinç: Ka 


On déduit de (41,11) que &, tourne par rapport à la direction ® avec vitesse 
angotaire instantanée 


8 42. Diffusion de neutrons dans un champ électrique 


Lors de la collision de neutrons avec des noyaux la diffusion 
dans de grands angles est déterminée par l'interaction fondamen- 
tale : les forces nucléaires. Mais si la diffusion a lieu dans des angles 
petits, nous verrons que l'interaction du moment magnétique du 
neutron et du champ électrique du noyau devient essentielle 
(J. Schwinger, 1948). 

Nous supposerons le neutron non relativiste, si bien que l’inter- 
action considérée est décrite par l'hamiltonien approché (41,13): 
Le moment magnétique tout entier de la particule électriquement 
neutre est «anomal», et l'opérateur H” se réduit dans ce cas à 
l'opérateur d'énergie cinétique ! : 


mao (ExV). (42,1) 


L'interaction électromagnétique du neutron étant petite, l’am- 
plitude fem de la diffusion qui lui est due peut être calculée à l’ap- 
proximation de Born: 

f.  … m Lei r!h [es Mo (E x Ÿ) le ipr;h dx 


Onh°. 


1 Dans ce paragraphe sont utilisées les unités ordinaires, ct m désigne la 
masse du neutron. 
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(cf. III, $ 125), ou 


[0 / Ë 


Lem onche © |Ee xp}. Sd \ E(r)e7'ar dx (42,2) 


(p, p' sont les impulsions du neutron avant et après la diffusion; 
-p" —p). Sous la’ forme écrite, l’amplitude f., est un opérateur 
par rapport à la variable de spin. 

Avant d'entreprendre le calcul ultérieur, faisons la remarque 
suivante. La formule (42,1) a été déduite au $ 41 pour des champs 
lentement variables (ce qui, en fait, signifiait l’abstraction, dans 
l'hamiltonien, de termes contenant les dérivées du champ par rap- 
port aux coordonnées). - En application au-champ -coulombien du 
noyau, cela signifie que la longueur d'onde h/p doit être petite 
par PR aux distances r — 1/q essentielles dans l'intégrale £,. 
D'où ñg<p, de sorte que l'angle de difiusion 8 — Ag/p<1. Ainsi 
donc, la condition exigée est vérifiée précisément pour la diffusion 
d'angles petits. 

Pour le champ coulombien de potentiel O = Ze/r, on a pour la 
composante de Fourier du champ 


E3 = —iqD, = — iQ 


[cf. II (51,5)]. Il vient en substituant dans (42,2) 


2Z 
Em — ‘ so (p: cp). 


Aux petits angles de diffusion, Ag & p0, p::p' = p‘0v, v étant le 
vecteur unité dans la direction de p::p'. Ainsi, 


.2Zen 
het 
Hi Uhc 


À cette expression il faut ajouter l’amplitude de la diffusion 
nucléaire. Les forces nucléaires décroissant rapidement avec la dis- 
tance, cette amplitude tend, aux petits angles, vers une valeur 
complexe finie (qui dépend de l'énergie), que nous désignerons par a. 
En conséquence, l’amplitude totale de diffusion 


OY. 


. D 
f—=a+iTov, b= = 22e À. (42,3) 


On voit que la diffusion électromagnétique devient effectivement 
prédominante aux angles de diffusion suffisamment petits. 

La forme de l'expression (42,3) coïncide avec celle considérée 
dans III, $ 138. Des lors, on peut se servir directement des for- 
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mules qui y ont été déduites. La section de diffusion, dont on a 
fait la somme sur pes les états de polarisation finaux possibles 


af + #20 Ima.ve, (42,4) 


6 étant la polarisation initiale du faisceau de neutrons (P dans III, 
$ 138). Si l’état initial n'est pas polarisé (£ —0), la polarisation 
après la diffusion : 

i 2bIma-b 


Cette polarisation est maximum pour 6 —b;|a|, avec omix =Ima/|a|. 


CHAPITRE V 
RAYONNEMENT 


$S 43. Opérateur d'interaction electromagnetique 


L'interaction des électrons et du champ électromagnetique peut, 
en règle genérale, être traitée à l'aide de la théorie des perturba- 
tions. Cette circonstance est due à ce que l’interaction électroma- 
gnétique est relativement faible, s'exprimant par une petite «cons- 
tante de couplage» sans dimensions, qui est la constante de struc- 
ture fine «a --e* fic : 1:137. Cette petitesse joue un rôle majeur en 
électrodynamique quantique. 

En éclectrodynamique classique (cf. II, $ 28), l'interaction élec- 
tromagnétique est décrite par le terme 


— ejt A, (43,1) 


dans la densité du lagrangien du système «champ + charges» (À est 
le 4-potentiel du champ, j le 4-vecteur densité du courant de par- 
ticules). La densité du courant vérifie l'équation de continuité 


d,j" 0, (43,2) 


qui exprime la loi de conservation de la charge. Rappelons (cf. II, 

$ 29) que l'invariance de jauge de la théorie est intimement liée 
Drécisément à cette loi. En effet, lors de la substitution À, — À, -- 
0,4 (4,1), il s'ajoute à la densité du lagrangien (43,1) ‘la quan- 
tité —ejrd,x, qui, en vertu de (43,2), peut s'écrire sous forme de 


4-divergence 
— C0u (xj*), 


si bien qu'elle disparaît lors de l'intégration sur dx dans l’action 
S=\Ldtx. 

En électrodvnamique quantique, les 4-vecteurs j et À sont rem- 
placés par les opérateurs deux fois quantifiés. Alors, l'opérateur 
courant s'exprime au moyen des opérateurs 4 par la relation j=#py. 
Le rôle des «coordonnées» généralisées g dans le lagrangien 


\ Linter d'x ns < ( (jÀ) dx 
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incombe aux valeurs de +, 1, À en chaque point de l’espace. Sa den- 
sité ne dépendant que des « coordonnées » g elles-mêmes (mais non 
de leurs dérivées par rapport à x), le passage à la densité de l’ha- 
miltonien d’après la formule (10,11) consiste seulement à changer 
le signe de la densité du lagrangien'. Ainsi, l'opérateur d'interac- 
tion électromagnétique (l'intégrale dans l'espace de la densité de 
l’hamiltonien de l'interaction) a la forme 


V- e((jA)d'x. (43,3) 

L'opérateur du champ électromagnctique libre est donné par la 
somme 

A-D({c,A,(x)+c4;(x)], (43,4) 


qui contient les opérateurs de création et d’annihilation des pho- 
tons dans diiféren's états (numérotés par l'indice #). Chacun d’eux 
n'a d'éléments de matrice que pour augmenter ou diminuer de 1 le 
nombre d'occupation correspondant W, (les autres nombres d'occu- 
pation étant inchangés). C'est pourquoi l'opérateur À n'a. lui aussi, 
d'éléments de matrice que pour les transitions avec variation du 
nombre de photons de 1. En d’autres termes, à la première appro- 
ximation de la théorie des perturbations seuls apparaissent des pro- 
cessus d'émission ou d'absorption d'un seul photon. 

Conformément à (2,15), les éléments de matrice 


CN,—11€, [N,> : =<N,ICGIN, — 15 TN, (43,5) 


Si dans l’état initial du champ les photons (de ue n) sont 
absents, “1]c%[05. 1. L'élément de matrice de l'opérateur (43,3) 
pour l’émission d'un photon 


VA (0 :e À (GiA1)dx, (43,6) 


À, (x) étant la fonction d'onde du photon emis, et j,, l'élément 
de matrice de l'opérateur j pour la transition de l'émetteur de 
l'état initial i à l'état final f*. Le 4-vecteur j -(p,;, J,;) s'appelle 
courant de transition. 

L'élément de matrice pour l'absorption d'un photon s'obtient 
de façon analogue : 


Vite (GA, dx. (43,7) 
Il diffère de (43,6) par le seul fait que 4% (x) est remplacé par À, (x). 


! Indépendamment de ces raisonnements, indiquons que s'il ne s'agit que 
de corr:ction du Premier ordre. toute petite correction au lagrangien ne passe à 
l'hamiltonien qu'avec changement de son signe (cf. 1, & 40). 

= Les notations dans (43,6) recèlent une certaine inconséquence : les indices 
dans V},; se rapportent aux états du système tout entier «émetteur + champ », 
et dans" jy, aux etats du seul émetteur. 
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Mettant en évidence l'argument { de V,;, on souligne qu'il s’agit 
d’un élément de matrice qui dépend du temps. Explicitant dans 
les fonctions d'ondes les facteurs temporels, on peut passer comme 
d'ordinaire aux élements de matrice indépendants du temps : 


V (1) =V ei (Ei-Erre)t (43,8) 


(E,, E, sont l'énergie initiale et l'énergie finale du système émet- 
teur : Selon qu'on a émission ou absorption d'un photon, «w est aî- 
fecte du signe —- ou du signe +). 

La fonction d'onde d’un photon d'impulsion déterminée k et de 
polarisation déterminée 


= Ar: (kr 
Ar =V 4x ET (43,9) 
[cf. (4.3); le facteur temporel est omis]. Substituant dans (43,6), 


on trouve l'élément de matrice pour l'émission d'un tel photon sous 
la forme 


a, ‘| ; 
V;,=eV 4x 7 ji (R), (43,10) 


Ïn: (R) étant le courant de transition en représentation des impulsions, 
c'est-à-dire que les composantes de Fourier 


j(R) = ji; (r)eirr dx. (43,11) 
Formule analogue pour l'absorption d’un photon: 
V,=eV 4n = Cuj (— À). (43,12) 


L'équation de conservation du courant en représentation des 
impulsions s'écrit sous forme de condition de 4-transversalité des 
courants de transition : 


ki = 0p,; (&) —Rj,; (k) = 0. (43,13) 


Les formules écrites dans ce paragraphe, dans lesquelles la forme 
de l'opérateur courant n'est pas déterminée d'avance, ont un carac- 
tère général et sont vraies pour les processus électromagnétiques où 
participent n'importe quelles particules chargées. La théorie existante 
ne permet d'établir la forme de l'opérateur courant (et par là de 
calculer en principe ses éléments de matrice) que pour les électrons. 
Mais dans le cas de l'application à des systèmes de particules en 
interaction forte (y compris les noyaux) force est de se borner à 
une théorie semi-phénoménologique, où les courants de transition 
figurent en tant que quantités empruntées à l'expérience, et qui 
ne satisfont qu'aux exigences générales de symétrie spatio-temporelle 
et à l’équation de continuité. 
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$ 44. Emission et absorption 


La probabilité de transition sous l'influence d'une perturbation V 
est donnée, en première approximation, par les formules connues 
de la théorie des perturbations (III, $ 42). Supposons que les ctats 
initial et final du système émetteur relèvent du spectre discret !. 
Alors, la probabilité (en une seconde) de transition i — f avec émis- 
sion d’un photon est 


dw = 2n|V,;FÔ(E; —E,—w) dv, (44,1) 


où l’on a convenu de désigner par dv l’ensemble des quantités ca- 
ractérisant l’état du photon et parcourant une suite continue de 
valeurs (alors, la fonction d'onde du photon est supposée normali- 
sée à la fonction Ô «à l’échelle des v»). 

S'il est émis un photon à valeur déterminée du moment, la 
seule quantite continue est la fréquence w. L'intégration de la 
formule (44,1) sur dv = do élimine la fonction à (elle remplace w 
par la valeur déterminée w -: E;—E,), et la probabilité de transition 

w--2n|V,,lf. (44,2) 

Si l'on envisage l'émission d’un photon à impulsion donnée k, 
on a dv:= d’R - w*dwdo. Il serait alors supposé dans (44,1) que la 
fonction d'onde du photon est normalisée à ô(k). Toutefois, dans 
ce livre, nous normalisons toutes les ondes planes « à une particule 
dans l’unité de volume». Cette normalisation diffère de la norma- 
lisation à Ô (4) par l'absence du facteur (2x)-":. Ceci étant, pour 
notre normalisation de l'onde plane photonique la probabilité 
d'émission d’un photon à impulsion donnée s'écrit sous la forme: 


ù dk 
dw.-2n|V,;FÔ(E;—E,—w) PEL (44,3) 
ou après intégration sur dw: 
di. = |Vy['o do. (44,4) 


On doit remplacer ici V,; par son expression (43,10). 

Dans les paragraphes suivants, nous nous servirons de ces for- 
mules pour calculer la probabilité d'émission dans différents cas 
concrets. Ici, nous considérerons quelques relations générales entre 
differents types de processus radiatifs. 


1 Par là, de toute façon, on suppose que le recul est négligé: l'émetteur 
reste immobile dans son ensemble. 

* Une telle écriture correspond au fait que, normalisant à «un photon dans 
le volume V:-1», on doit cécrire dans (44.1) au lieu de dv —d3k le nombre 


d'états qui reviennent au volume de phase Vd3k, lequel nombre cest égal à 
d'k;(27). 


EMISSION ET ABSORPTION 19! 


Si l’on avait déjà dans l'état initial du champ un nombre non 
nul W, de photons donnés, l'élément de matrice de la transition 
serait encore multiplié par 


N,+HIICIND=VN, +1, (44,5) 


c'est-à-dire que la probabilité de transition serait multipliée par 
N,+1. L'unité dans ce facteur correspond à l'émission spontanée, 
qui s'opère aussi bien pour W,-=0. Le terme NW, lui, conditionne 
l'émission forcée (ou induite): on voit que la présence de photons 
dans l'état initial du champ stimule une émission supplémentaire 
de tels photons. 

L'élément de matrice V;, de transition avec variation inverse 
de l’état du système (f—àù diffère de l'élément V,; en ceci que 
(44,5) est remplacé par 


<N,—1 IC, IN, > NW, 


(et que les autres quantités sont remplacées par leurs conjuguées 
complexes). Cette transition inverse est l'absorption d’un photon 
par le système, qui passe du niveau EÊ, au niveau E;. Aussi a-t-on 
entre les probabilités d'émission et d' äbsorption d'un photon (pour 
le couple donné d'états à, f) la relation! 


Wém = Nu 1 
&ab Ny 


(44,6) 


(elle a été indiquée la première fois par À. Einstein en 1916). 
Relions le nombre de photons à l'intensité du rayonnement 
extérieur atteignant le système. Soit 


l re dw do (44,7) 


l'énergie du rayonnement atteignant par seconde une surface de 
1 cm*, de polarisation e, de fréquence dans l'intervalle du et de 
direction du vecteur d’onde passant dans l'élément d'angle solide do. 
Il correspond aux intervalles indiquées k° dk do; (2x)° oscillateurs du 
champ, à chacun desquels il revient N,. photons de polarisation 
donnée. Aussi obtient-on la même énergie (44,7) en formant le 
produit ” 
1 


ETS 


ae dkdo 
cs Mec ho = 
On en déduit la relation cherchée 


81"c° 


Nre = as Ve. (44,8) 


—— N re do do. 


Soit dx?" la probabilité d'émission spontanée d’un photon de 
polarisation e dans l'angle solide do; les indices (ind) et (ab) spé- 


1 Dans la suite de ce paragraphe sont emplayées les unites usuelles. 
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cifient les probabilités analogues pour l'émission induite et l'ab- 
sorption. D'après (44,6) et (44,8), ces probabilités sont liées par 
les relations suivantes : 


ab)  4.tind) (pont) 81% 
dise nr die es das? ns les: (44,9) 


Si le rayonnement incident est isotrope et impolarisé (/,. ne 
dépend pas des directions de k et e), l'intégration (44,9) sur do 
et la sommation sur e donnent des relations analogues entre les 
probabilités totales des transitions radiatives (entre les états donnés 
i et f du système) 

awab) -.sutind) tspont) LE y 2 (44,10) 
TO 


1 = 2.4nl,. étant l'intensité spectrale totale du rayonnement incident. 

Si les états i et f du système émettant (ou absorbant) sont 
dégénérés, la probabilité totale d'émission (ou d'absorption) des 
photons donnés s'obtient en sommant sur tous les états mutuel- 
lement dégénérés finaux et en prenant la moyenne sur tous les états 
initiaux possibles. Désignons les multiplicités de dégénérescence 
(les poids statistiques) des états à et f par g; et g,. Pour les pro- 
cessus d'émission spontanée et d’émission induite les états initiaux 
sont les états i, et pour l'absorption, les états f. Supposant dans 
chaque cas tous les g; ou g, des états initiaux équiprobables, on 
obtient, évidemment, au lieu de (44,10), les relations suivantes! : 


god = gjotind = gaptspon) ET. (44,11) 


$ 45. Rayonnement dipolaire 


Appliquons les formules déduites à l’émission d’un photon par 
un électron (relativiste dans le cas général) en mouvement dans 
un champ extérieur donné. Le courant de transition dans ce cas 
est l'élément de matrice de l'opérateur 


j = pr, 
où les opérateurs % sont supposés développés suivant le système 
de fonctions d'ondes des états stationnaires de l’électron dans le 
champ donné ($ 32). À la transition de l’électron de l’état i dans 


4 Dans la littérature, on utilise souvent les coefficients d'Einstein, qui ont 
pour définition: À; == (SPonD), B;,—wtind)y, Bulle] (la quantité /jc 
est la densité spectrale spatiale d'énergie de rayonnement). Ils sont liés par les 
relations : 

1° 
gyByi big ; (44,11a) 
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l'état f correspond l'élément de.matrice <0,1,]j11,0,>. Une telle 
variation des nombres d'occupation est réalisée par l° opérateur a; a; 
et il vient pour le courant de transition 


j" fi = 4, ve; Fr UNE pa,), (45, 1) 
j; et #, étant les fonctions d'ondes des états initial et final de 
l'électron. 

Prenons la fonction d'onde du photon en jauge 3-transversale 
[le 4-vecteur de polarisation e :: (0, e)]. Alors, dans (43,10) le pro- 
duit j,e*——J7,e*. Substituant V,;, dans (44,4), on obtient la for- 
mule suivante pour la probabilité” de rayonnement (en 1s) dans 
l'élément d'angle solide do d’un photon de polarisation e : 


(n) 


den = & 5 |e* Ji (R)|* do, (45,2) 
où 
Je: (Re) = À pi ob;-e-itr dix. (45,3) 


La sommation sur les polarisations du photon se fait en prenant 
la moyenne sur les directions de e (dans le plan perpendiculaire à 
la direction donnée #7 -k;w), après quoi le résultat doit être mul- 
tiplié par 2, conformément aux deux possibilités indépendantes de 
een transversale du photon'. De sorte qu'on obtient la 
ormule 


do, = en X jy; (R) |* do. (45,4) 


Un cas très important est celui où la longueur d'onde du 
photon À est grande en comparaison des dimensions a du système 
émetteur. Cette situation est d'ordinaire liée au fait que les vitesses 
des particules sont petites par rapport à la vitesse de la lumière. 
En première approximation suivant a/À (qui correspond au rayon- 
nement dipolaire, comp. II $ 67), dans le courant de transition 
(45,3) on peut remplacer par l'unité le facteur e-‘*", qui varie peu 
dans le domaine où +; ou +, différent notablement de zéro. Une 
telle substitution signifie, en d’autres termes, qu’on néglige l’im- 
pulsion du photon par rapport aux impulsions des particules dans 
le système. 

À la même approximation, l intégrale Ji(0) peut être remplacée 
par son expression non relativiste, c'est-à-dire simplement par l’élé- 


1 Pour la médiation, on utilise la formule 
Ts 
eee = (dix —ninx) (45,4) 
ou | | 
(ae) (be*) => {ab— (an) (bn)} — 3 (aXn) (bXn), (45,4b) 
a, b étant des vecteurs constants [comp. 11 (78,6)]. 


7 2460 
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ment de matrice o,, de la vitesse de l’électron vis-à-vis des fonc- 
tions d'ondes de Schrôdinger. À son tour, cet élément D,;, = — iwr,;, 
et er,; d,;, d étant le moment dipolaire de l’électron (dans son 
mouvement orbital). De sorte qu'on trouve Ia formule suivante 
pour la probabilité du rayonnement dipolaire 


den = à |e*dy;|* do (45,5) 


(la direction de # figure ici sous forme implicite: e doit être per- 
pendiculaire à #). Il vient en sommant sur les polarisations 


don = = |n * dy | do. (45,6) 


Etant donné le caractère non relativiste (vis-à-vis de l’électron) 
de ces formules, leur généralisation à des systèmes électroniques 
quelconques est évidente: par d,;; on aura en vue l'élément de 
matrice du moment dipolaire total du système. 

Intégrant (45,6) sur toutes les directions, on trouve la proba- 
bilité totale du rayonnement : 


Sa 


w—|d,;|*, (45,7) 
ou en unités usuelles 
4 L = 
D | du|*. (45,72) 


L’intensité / du rayonnement s'obtient en multipliant la probabi- 
lité par uw: 


40 à 
I = dal. (45,8) 


Cette formule présente une analogie directe par rapport à la 
formule classique [cf. 11 (67,11)] pour l'intensité du rayonnement 
dipolaire d’un système de particules en mouvement périodique : 
l'intensité du rayonnement de la fréquence w,— sw (w étant la fré- 
quence du mouvement des particules, s un entier) vaut 


410$ 1 4 12 
,=-<1d,/;, (45,9) 


les d, étant les composantes de Fourier du moment dipolaire, 
c'est-à-dire les coefficients du développement 


d(t}= À dée-isut, (45,10) 


La formule quantique (45,8) se déduit de (45,9) en remplaçant ces 
composantes de Fourier par les éléments de matrice des transitions 
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correspondantes. Cette règle (qui exprime le principe de correspon- 
dance de Bohr) est un cas particulier d’une correspondance générale 
entre composantes de Fourier de quantités classiques et éléments 
de matrice quantiques dans le cas quasi classique (cf. III, $ 48). 
Le rayonnement est quasi classique pour les transitions entre états 
avec des nombres quantiques grands; alors la fréquence de transi- 
tion Aw--E;—E£E, est petite en comparaison des énergies de l’émet- 
teur E; et E,. Cette circonstance, toutefois, ne saurait conduire à 
des changements quelconques dans la forme de la formule (45,8), 
légitime pour n'importe quelles transitions. Ceci explique le fait 
(en quelque sens fortuit) que le principe de correspondance pour 
l'intensité du rayonnement se trouve être légitime non seulemenl 
dans le cas quasi classique, maïs aussi bien dans le cas générae 
quantique. 


$S 46. Rayonnement électrique multipolaire 


Au lieu de considérer le rayonnement d’un photon dans une 
direction donnée (c’est-à-dire avec une impulsion donnée), considé- 
rons à présent le rayonnement d’un photon avec des valeurs déter- 
minées du moment j et de sa projection m sur une certaine direc- 
tion choisie z. On a vu au $ 6 que ces photons peuvent être de 
deux types : électrique et magnétique; commençons par le rayon- 
nement de photons du type électrique. Alors, les dimensions du 
système rayonnant seront à nouveau supposées petites devant Ja 
longueur d'onde. 

Il est commode de faire les calculs à l’aide des fonctions d’ondes 
du photon en représentation des impulsions, c’est-à-dire en écrivant 
le 4-vecteur Ak(r) sous forme d'’intégrale de Fourier. Alors, l’élé- 
ment de matrice 


Ve | jtr) Astr) dix =e( dix. jh QI A° (ke (46,1) 


(pour simplifier l'écriture des formules, nous omettons les indices wjÿm 
des fonctions d’ondes du photon). 

Pour un photon Ej nous prenons la fonction d'onde dans (7,10), 
la constante arbitraire C étant prise égale à 


dl 
C =— } TE à 


Ce choix vise à réduire dans les composantes spatiales de la 
fonction d’onde (A4) les termes contenant les fonctions sphériques 
d'ordre j—1 [comme le montrent les formules (7,16)]. Alors À ne 
contiendra que des fonctions sphériques d'ordre j+1, après quoi 
la contribution correspondante à V,; devient (comme le montrera 


7* 
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clairement le calcul ultérieur) d'ordre supérieur (en a/À) à celle de 
la composante À4°= ©, qui contient des fonctions sphériques d'ordre 
moindre j. 

De sorte qu’on pose 
47° 


At=(D, 0), D=— ET (1810, (0) 


j 
(# =hk]w). Substituant cette expression dans (46,1) et effectuant 
l'intégration sur d|k|, il vient 

LI a Fe e 
V;=—e / Eye | dx-pyi(r) | done Yi A(n) (46,2) 


Pour calculer l'intégrale intérieure, nous nous servirons du déve- 
loppement (24,12), recopié sous la forme 


œ { 
even ZE ie. (kr) Vin (+) y Co (46,3) 
où ! dus 
Fo 
een = V/ 35 dir, (r). (46,4) 


Substituant ce développement dans (46,2), on obtient 
\ ete, (n) don = Ani-/g;(kr) Yi, (T) 


(les autres termes s’annulent en vertu de l’orthogonalité des fonc- 
tions sphériques). En vertu de la condition a;à<£1, dans l'inté- 
grale sur d°x seules importent les distances pour lesquelles kr<£1. 
Ceci étant, on peut remplacer les fonctions g;(kr) par les premiers 
termes de leurs développements suivant kr:: 


kr)/ 
ACIETeeE (46,5) 


1 Les fonctions g,(kr) ne dependent que des produits kr, ce qui montre 
clairement la symétrie de la formule par rapport aux vecteurs 7 et &. Peu im- 
porte quelle cest celle des deux fonctions sphèriques qui est affectée du signe de 
conjugaison complexe. 

La normalisation des g,;est telle que leur forme asymptotique lorsque 
Rr —+ 00 


sin (ar) 
= — . (46,4a) 


? La puissance de kr coïncide avec l'ordre de la fonction Y;,, avec la- 
quelle g; figure sous forme de produit. Ainsi se trouve justifiée l'omission des 
termes dans À qui contiennent des fonctions sphériques d'ordre supérieur. 
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Il vient finalement 


nas EDGED ot he 
Ve DRE ne (Qi -m)ys, (46,6) 
où l'on a introduit les quantites 
e 774 | 
(Qi = V car (FT 30 (Z) dx (46,7) 


(rappelons que Yi. -m—(—1}/-"Y;,). Les quantités (46,7) s'appel- 
lent r1oments électriques 2/-polaires de transition du système, par 
analogie avec les quantités classiques correspondantes (II, $ 41)2. 

Pour l'’électron dans un champ extérieur p,;,-#;1,, et les quan- 
tités (46,7) se calculent en tant qu'éléments de matrice de la quan- 


tite classique 
(ce) 4n , 
Q;n = Va 


Dans le cas non relativiste (par rapport aux vitesses des parti- 
cules) l’instant de la transition peut, en principe, être calculé de 
façon analogue pour tout système de V particules interagissantes. 
Alors la densité de la transition s'exprime au moyen des fonctions 
d'ondes du système sous la forme 


1 
Pat) Gr ra) bits. 70 2 6(r—r,) dx... d'xx, 
(46,8) 


l'intégrale étant étendue à l’espace de configuration tout entier 2. 

La fonction d'onde du photon utilisée correspond (en représenta- 
tion des coordonnées) à la normalisation à la fonction & d’après 
l'échelle des w, ce qui était supposé dans la formule (44,2). Subs- 
tituant (46,6) dans cette dernière, on obtient la probabilité de 
rayonnement Ej° | 


9 (2j ] : c 2 
Nc) + (2j+ 1) (+ 1) w/+1 6? | (Q' ) Vi F°. (46,9) 


SET CENULE Le 


1 Nous définissons les moments multipolaires sans le facteur e en conformité 
avec le fait que les courants eux-mêmes sont définis dans ce livre sans le fac- 
teur de charge. 

* L'hypothèse que les vitesses des électrons dans le système sont petites n'a 
en vuc que la possibilité de description du systéme par une fonction d'onde, 
de sorte que, en ce sens, elle n'est pas fondamentale. La situation peut se pré- 
senter où la probabilité de transition s’annule en vertu de règles de sélection 
approchées, qui ne sont vraies qu'abstraction faite de l'interaction spin-orbite 
des électrons. Dans un tel cas, pour obtenir un résultat non nul, on devra 
utiliser les fonctions d'ondes avec correction relativiste, laquelle tient compte 
de cette interaction. 

3 De prime abord il pourrait sembler que, l'espace tant isolrope, la proba- 
bilité totale d'émission d'un photon ne doit pas dépendre de la valeur de mn. 
On conçoit aisément qu'il n'en est rien si l’on note que pour qu'il v ait émis- 
sion de photons avec différentes valeurs de m les ètats finaux du système doivent 
ètre différents (pour un état initial donné), comp. ci-dessous avec la règle (46,16). 
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Notamment, pour j—1 on a 
ce) 4 , e 
clim = gr € | (QT -m)y le. (46.10) 


Les quantités Q(° sont liées aux composantes du vecteur moment 
électrique dipolaire par les formules 


eQEe id, QT 7 (ds + id,) (46,11) 


Sommant (46,10) sur les valeurs de m, on retrouve, comme il se 
doit, la formule déjà connue (45,7) pour la probabilité totale de 
rayonnement dipolaire. 

La distribution angulaire du rayonnement multipolaire est dé- 
terminée par la formule (7,11). Normalisant cette formule à la 
probabilité totale d'émission w,,, on a 

dw,, ==|  (#)[w,, do =. sc [VaY jm |° do. (46,12) 
: j(i+1) 


Notamment, pour j=l, 


fm 


70 ST De 
Vis =t } 3x COS 0, Yi,i1= Fi V” 37 Sin0-eifv, 


6, étant l'angle polaire et l’azimut de la direction de # par 
rapport à l’axe des z. Calculant le gradient, on obtient pour la 
distribution angulaire de rayonnement dipolaire avec des m déter- 
mines les expressions 


3 1+cos° 6 


Re 
doi, = 0m Sin* do, dun, si = wi, si —> 


do. (46,13) 
Certes, elles auraïent pu se déduire aussi bien de la formule (45,6), 
en y posant tantôt (pour m=—0):d,-d,-0, d,--d, tantôt 
(m = +1) :d,= id, = d/V 2, d,— 0. 

Si l’ordre de grandeur des dimensions du système (de l’atome 
ou du noyau) est a, l'ordre de grandeurs des moments électriques 
multipolaires est, en général, Qf)— a/. On a pour la probabilité 
de rayonnement multipolaire 


wi) — ak (ka). (46,14) 


Lorsque le degré de multipolarité augmente de 1, la probabilité de 
rayonnement diminue dans le rapport — (ka)°. 

Les lois de conservation du moment et de la parité conduisent 
à des règles de sélection déterminées limitant les changements pos- 
sibles de l’état du système rayonnant. Si le moment initial du sys- 
tème est J,, après émission d'un photon de moment j le moment 
du système ne peut prendre que les valeurs J, déterminées par la 
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règle d’addition des moments (J;—J, -j): 
Ji, |<i<dits, (46,15) 


Pour des valeurs données de J; et J,, les valeurs possibles du 
moment du photon j sont déterminées par la même règle (46,15). 
Mais comme la probabilité de rayonnement décroît rapidement 
quand j croît, le rayonnement a lieu essentiellement avec la multi- 
polarité minimum possible. 

Les projections M; et M, des moments J; et J,, avec la projec- 
tion »# du moment du photon, vérifient la règle évidente (de par 
la même règle d’addition des moments) 


M—M,=m. (46,16) 


Les parités P; et P, des états initial et final du système rayon- 
nant doivent vérifier la condition PP 4 = P;, Pr étant la parité du 
photon rayonné,; les parités ne pouvant avoir que les valeurs +1, cette 
condition peut encore s'écrire 


P;P, — P phot- (46,17) 


Pour un photon du type électrique: P.,,=(—1), de sorte qu'on a 
la règle de sélection d’après la parité pour le rayonnement électri- 
que multipolaire: 


P;P,=(—1.. (46,18) 


Les règles de sélection d’après le moment total et d’après la 
parité sont tout à fait rigoureuses et doivent être observées lors du 
rayonnement de n'importe quel système. Avec ces règles peuvent exis- 
ter concurremment d’autres règles, plus restrictives, liées à telles parti- 
cularités de structure des systèmes rayonnants concrets. De telles règles 
ont inévitablement un caractère plus ou moins approché; nous les 
considérerons dans les paragraphes ultérieurs de ce chapitre. 

La dépendance de la probabilité d'émission par rapport aux 
nombres quantiques m, M;, M, est tout entière déterminée par le 
caractère tensoriel des moments multipolaires. Les quantités Q,, 
avec j donné constituent un tenseur sphérique d'ordre j. La dépen- 
dance de ses éléments de matrice par rapport à ces nombres quan- 
tiques est donnée par la formule 


2 Jy j 7” 2 
GE m —M; ns QE ti > 
(46,19) 


[cf. 111 (107,6)], où l’on a convenu de désigner par n l’ensemble 
des nombres quantiques de l’état du système autres que J et M. 
Les éléments de matrice réduits figurant au second membre de 
(46,19) ne dépendent pas des nombres m, M;, M,. Substituée dans 


[<n,J ,M,| Q;, -m | n, JM; ? 


200 RAYONNEMENT 


(46,9), cette formule définit la dépendance cherchée, qui est propor- 


tionnelle à 

FR | 
(il est supposé, bien entendu, que l'émetteur n'est pas plongé dans 
un champ extérieur; alors la fréquence de transition w ne dépend 
pas des nombres M; et M). 

Sommant la probabilité sur toutes les valeurs de M, (pour M; 
donné), on obtient la probabilité totale d'émission d’un ‘photon de 
la fréquence donnée à partir du niveau initial du système n,J,. En 
vertu de l'isotropie de l’espace, on voit d'avance que cette quantité 
ne dépend pas non plus de la valeur initiale M.. La sommation se 
fait à l’aide de la formule 


D | end M; Q;. 1m | n,J M > |* = 
M | 
[ef. III (107,11)]. 
$S 47. Moment magnétique multipolaire 


La fonction d'onde d’un photon du type magnétique est AH—(0, 4), 
À étant donné par la formule (7,6). En la substituant dans (46,1), 
on obtient pour l'élément de matrice de transition 
Vi = — eLe | Œx.J,;(r) | don-e-tkryin (n). (47,1) 


Les composantes du ss Yi s'expriment, en vertu de (7,16), 
au moyen des fonctions sphériques d'ordre j. Utilisant à nouveau 
le développement (46,3), on obtient pour l'intégrale intérieure 


{e er Vin (n) don = 4ni-/g;(kr) Yim” (£ ): 
et après substitution de g,; donné par (46,5)! 


PUS 
7 _20 : e mi°/ Fr 
Vi ti SES 1)!! + PA (r) ri (2) dx. 


Il faut substituer ici, d’après la définition (7,4): 
au r ed se Fe 
PO) peste 


Ceci fait, on transforme sous le signe d'intégration: 
rif (r X VV in) ces (r X JT si) V (Yon), 


? Ne pas confondre le courant ÿ avec le moment j! 
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ce qui donne l'expression 


2 
m:i ’ (2j+1I +1) t dé 
Va SE re (Qi md 72) 
où ont été introduites les quantités 
m | "A 4; 4 e s s 
Qi = Joe | Ur xi,a v (Y dx (47,3) 


appelées moments magnétiques 2/-polaires de transition. 

Etant donnée l’analogie entre les expressions (47,2) et (46,6), on 
obtient pour la probabilité d'émission une formule ne différant de 
(46,10) que par la substitution des moments électriques aux mo- 
ments magnétiques. Reste aussi en vigueur la formule (46,12) pour 
la distribution angulaire [comme on l’a déjà noté en relation 
avec (7,11)]. Considérons la structure de l'expression (47,3) pour 
j =1. Dans ce cas les fonctions 

RES = | 
V TV [2, | Via F7 UE), 
et leurs gradients sont simplement égaux aux vecteurs sphériques 
e), et) (7,14). Ceci étant, les quantités e(Q%),; sont les com- 
posantes sphériques du vecteur 


mue LTrxjndix, (47,9 


qui, de par sa structure, est analogue au moment magnétique clas- 
sique (cf. II, $ 44). Indiquons de quelle façon la formule (47,4) 
est liée à l'expression quantique non relativiste ordinaire de l'opé- 
rateur moment magnétique. 


L'expression non relativiste du courant de transition (cf. III, 
8 114) est : 


du = — = CV bi bi9 be) + É rot (his), (47,5) 


u étant le moment magnétique de la particule, s son spin. En con- 
séquence, 


Mi = — D \ dr (rx V) ÿ; dx + 
+2 pete x V) 5 dx+ (r x rot (pis) d'x. (47,6) 
Dans le second terme nous écrivons 
\ Y,(rXV)Y; dx = — \ W(rX TV); dix + \ rot (r;1p;) d'x. 


La dernière intégrale se transforme en intégrale sur la surface à 
l'infini et s’annule. Ainsi donc, les deux premiers termes dans 
(47,6) sont identiques. Dans le troisième terme l'intégrale se trans- 
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forme comme suit (on pose provisoirement F = 41};s1,) : 
\ r.(V::F)dx - Ÿ rx(dfxF) — \ (F:.V)<r dx. 


L'intégrale de surface s’annule, et on a dans la dernière intégrale : 
(FXT)xr--— Fdivr-F-—2F. Ainsi donc, 


(erxrot F)dx = 2 \ Fax. 


En définitive, l'expression pour u,; devient 


pi (ui (EL+És)pdx, (47,7 


L_-—;i(rxv) étant l'opérateur moment orbital de la particule. 
Comme il se doit, u,; est élément matriciel de l'opérateur 


m—-—L +Ès, (47,8) 


constitué des opérateurs moments magnétiques orbital et propre de 
la particule. 

Les règles de selection pour le rayonnement magnétique multi- 
polaire sont analogues à celles du cas électrique: les mêmes règles 
(46,15-16) sont vraies pour le moment total, et pour la parité la 
règle 

: P;P,-(—1}*, (47,9) 
qui s’obtient en substituant dans (46,17) la parité du photon Mj: 
P,.=(—1)#t. 


$S 48. Distribution angulaire et polarisation du rayonnement 


Les formules deéduites aux $ 46 et 47 concernaient l'émission 
d’un photon de valeurs déterminées du moment j et de sa projec- 
tion m. Ceci étant, il était aussi supposé que le système rayonnant 
(disons un noyau) possédait avant et après émission non seulement 
des valeurs déterminées du moment J, mais aussi des polarisations 
déterminées, c'est-à-dire des M déterminés. 

Envisageons à présent le cas plus général du rayonnement par 
un noyau partiellement polarisé (dont les dimensions sont, comme 
auparavant, supposes petites par rapport à la longueur d'onde). 
Le photon émis a, comme auparavant, un moment déterminé }j, 
mais il peut être partiellement polarisé. Trouvons la probabilité 
d'émission en fonction de la direction #7 du photon. Elle doit être 
exprimée au moyen des matrices densités décrivant les états pola- 
risatoires du noyau et du photon. 

A cet effet, écrivons au préalable la probabilité d'émission en 
fonction de la direction # et de l’hélicité À du photon (À — +1) 
pour le cas où les noyaux initial et final ont des valeurs détermi- 
nées: J;M; et J,M,. 
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L'élément matriciel d'émission d'un photon avec des jm dèter- 
minés est proportionnel à l'élément matriciel du moment 2/-polaire 
(électrique ou magnetique) du noyau: 


<J,M,; jm | V | J,M;> N (—1)" <J/M,1Q,. cl JM). (48,1) 


La fonction d'onde du photon émis (en représentation des impul- 


e 


sions) est proportionnelle à Yi (#) ou Fin (#). En ce qui concerne 
la fonction d'onde du photon d’impulsion dirigée dans la direction 
n et d’hélicité à, elle est proportionnelle au vecteur polarisation 
e*. L'élément de matrice d'émission d’un photon #4 s'obtient en 
multipliant (48,1) par la projection de la fonction d'onde de l’état 
[jm> sur la fonction d'onde de l'état |774)> : 


JM, nAIVIJMSo(-1r<J,M,1Q, 1: M> (enr). 
D'après (16,23), pour les photons des deux types: 
et ÿ,, (n) « Din (n). (48,2) 


Pour ce qui est de l'élément de matrice du moment multipolaire, 
nous l’exprimons comme d'ordinaire au moyen de l'élément réduit. 
En définitive, on obtient l’amplitude de probabilité de transition 
sous la forme | ; 
JM nVIIM> ou Lu ” M.) QDn (ne), 
(48,3) 
où Q désigne <J,|QIIJ;>. 
Nous pouvons passer à présent au cas général des états polari- 
satoires mixtes. D’après les règles générales de la mécanique quan- 
tique, la probabilité de transition sera proportionnelle à l'expression ! 


My mIVISMD<I M n\'IVIJMI*Xx 
(m) 
X <M;|p MD <M;loPIMD<rIpT I), (48,4) 


1 Si les états initial et final du système sont décrits par les superpositions 
po= Dan, pi 2bn, 
n m 
l'elément de matrice : 
IVID = à bn nV mn 
must 
et son carré . | : 
LEVIDE= D Vanne bn dm 
nnmm 
Le passage aux états mixtes s'opère par la substitution 
ayan, —= pl) bb. — pl) . 


nn’ m°°m m’m 
de sorte que 


IVIDE— À Vanne Pme 
nn'mm° 
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on, p'/}, p'r étant les matrices densités du noyau initial, du noyau 
final et du photon émis; le symbole (m) sous le signe de somma- 
tion signifie que la sommation est faite sur tous les indices "2 deux 
fois répétés (M;M;M,M;,21'). On doit substituer (48,3) dans (48,4). 
Désignons la prébabilité d'émission du photon dans l'angle 
solide do par w(n)do. La probabilité totale d'émission dans toutes 
les directions et avec toutes les polarisations du photon et du 
noyau secondaire ne dépend pas, c'est évident, de l'état polarisa- 
toire initial du noyau. Elle est donnée par des formules qui nous 
sont déjà connues et elle ne nous intéresse pas ici. En conséquence, 
nous conviendrons de normaliser la probabilité w(#7) à l'unité. On 
obtient ! 
GENRE VTC AT M Di Die 


w (7) :- 87 


(rn) 


Uods i SANT di ii 1.) 
x; —m M,}\=M; … M; ) Milo Pl ME x 
ee <M; PAM) '|pT la 
(nous verrons plus bas que la normalisation est juste). Transfor- 


mons cette formule en développant le produit de deux fonctions D 
en série (b, 2): 
Df Din (—1ÿ" + DD. 
(pm eL+n( t X)OL  E  E)D% 
L — À — 


m —m —u 


(les indices A =À—2À", p -m—m"'; les L sont des entiers, L > 2j). 
Ainsi donc, on obtient finalement 


w (r) (27 + TES EN 2L+1)x 


L (m) 


ji Efi 1 IN 4 
x«( —}. (x m —m 2 M, n,)C_M —m" 4 x 
x Du (ne) M; 16 M <M;1p"| wa GPA». 48.5 
\ 
Comme plus haut, 2 signifie sommation sur tous les indices m 


deux fois répétés. Il faudra alors se rappeler que les indices À, À’ 
différent des autres indices m: la sommation sur les premiers ne 
porte pas sur tous les 2j+1 valeurs possibles (pour l'indice j 


1 Lors des transformations du facteur de signe on pourra utiliser le fait 
que les nombres 2J;, 2J,, 2M;, 2My ont mème parité. Rappelons de même que 
j et m sont des entiers, et que À=' + 1. 
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donné), mais sur deux valeurs seulement : À, À” _-+ 1, qui repon- 
dent aux deux polarisations du photon. 

La formule (48,5) contient toute l’information nécessaire sur la 
distribution angulaire des photons émis et sur leur polarisation, 
ainsi que sur la polarisation des noyaux secondaires (c’est-à-dire 
qui ont émis un photon). Il est alors supposé que la matrice densité 
initiale est donnée. 


Distribution angulaire 


La distribution angulaire des photons s'obtient en sommant 
sur toutes les polarisations du photon et du noyau secondaire. La 
médiation sur les polarisations est faite en substituant les matrices 
densités des états impolarises : 


’ ] ; 
<À | p'r | À » Le 5 Vi, «M,| pl) | M;> = TT OM; (48,6) 


après quoi la sommation revient à multiplier par 2 (pour le photon) 
ou par 2J,+1 (pour le noyau). En d'autres termes, la sommation 
est réalisée simplement par la substitution 


CAÏPPIAD— O5, <M,IPPIMD— 6, FT (48,7) 
Ainsi donc, la distribution angulaire 


Gr) = BED NS (ip #4 (2L + 1) DS (ne) X 


L (mn) 
j INfi ii If I id 
s 
x(| —À + —m ne LA —Im me 


x( J} Î J; M. ti) M: 
—M, _—m M; < ilP | DZ 


\ 


Cette formule peut être notablement simplifiée en faisant la 
sommation sur les indices en m. 
Notons d’abord que 


NN ns 
G _ o)- 0x L. À ) Sos. 


si bien que la somme 


> (! i . 2 ( 0) pour les L pairs, 
À —à 0/7 


2=+1 0 pour les Z impairs. 
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LCès lors, dans la somme sur L seuls subsistent les termes avec 
des L pairs, c'est-à-dire qu'elle ne contient que des fonctions 


sphériques (D$})) d'ordres pairs. Ce résultat pouvait être prévu: en 
vertu de la conservation de la parité, la probabilité doit être in- 
variante par inversion, c'est-à-dire par rapport à la substitution 
n — —n. 

De sorte que 


so SE 0EEOE @L+ (1 1 _ 6)D Dix (n) D (—1 +1 x 


(11) 
Î Î L J'; FR ( J, Î J | 
x(J —_m . (5%, _m di.) _M, --m' M: )<M, [on |M;. 


Notons qu'il est facile ici de vérifier la normalisation : en vertu de 
la formule 


\ Di? (n) - == ÔLoÔuo, 


après intégration sur les directions seul subsiste le terme avec 
L=u=—0; à l’aide des formules 


GX —m Fe ES d 


J FN À = 
2. (4, _m M.) _2irl? PRONN 


M r” 


on vérifie que ce terme est égal à I. 

La sommation ultérieure sur #1m'M, dans la somme intérieure 
dans &w(#) se fait à l’aide de la formule III (108,4). Ceci fait, on 
obtient pour la distribution angulaire des photons la formule défi- 
nitive suivante: 


& (n) — (—1)!+/it/r CO 2Ji+1 x 


eZ (FAIT (i 1 0 | 6) {; j j FES Dôx (#), (48,9) 


L pair 
où 
i . PAT = OT : 1 A: J; L J; 
Phi VOLE DEN 0 E (0 “(_ x ,) - 


* <M:lp | MP, (48,10) 


(n° i 
Pin =(—1} RL 
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La somme intérieure dans (48,9) porte sur tous les [u|< L, et la 
somme extérieure, sur toutes Îles valeurs paires de L satisfaisant 
aux conditions : 


LE<2j, LE2J, (48,11) 


[ces conditions résultent de la règle du triangle, que doivent véri- 
fier les indices j dans les symboles 3j qui figurent dans (48,9-10)]. 
En vertu de ces conditions, le nombre de termes dans la somme 
est habituellement petit. Ainsi, pour J: - 0 ou 1;2 seul subsiste 
le terme avec L-:0, c’est-à-dire que le rayonnement est isotrope 
(il est facile de vérifier que le terme avec L O0 vaut 1/4, comme 
il se doit en vertu de la condition de normalisation). Pour J:-— 1, 
3:2 ou pour j --1 dans la somme sur L il reste deux termes: 
L 0, 2. Notons de même que si la matrice densité p"” est diago- 
nale (M; M;), on a um 0, et la fonction de distribution (48,9) 
se présente sous la forme de développement en polynômes de Le- 
gendre [d’après (16,5) et (a,17), les fonctions D$ÿ se réduisent 
aux fonctions P,(cos6)]. Enfin, si 


<M;|p9|M> = ô 


DT ET Ju,u 
c'est-à-dire si le noyau initial n'est pas polarisé, tous les PE = 0 
sauf Ph) = 11. 

Les æ,, sont des caractéristiques commodes de l’état de pola- 
risation du noyau; appelons-les rn0ments polarisatoires. La formule 
(48,10) détermine ces quantités d'après la matrice densité pu u-. 
Par une vérification directe, on établit aisément la légitimité de 
la formule inverse exprimant cetle matrice d’après les moments 
polarisatoires : 

SJSTTT 
pars D pire pat 2 
Lu 


Pju. (48,12 
on me (48,12) 


Soit f;, un certain tenseur sphérique dépendant de l’état pola- 
risatoire du noyau. En vertu des règles générales [cf. III (14,8)}, 


1 En effet, notant que 


J 0]J | l'E 
_..(__tyJ= A! 
(he D) mdr 


a 
ES ail VIEN 2 es 
pa | Mu M) YA ESS À u M) 


MM’ 
J 04 ——— 
X Lu 1) = VTT Tôroby 


on 


après quoi on déduit de Ja définition (48,10) le résultat indiqué, 
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sa valeur moyenne dans l’état de matrice densité puu- vaut 
F2: — 2 Pur <IM' | Fzu | JM. (48,13) 


Exprimant les éléments de matrice des /;, au moyen de l’élément 
réduit </||f,||/> d’après 


, { JT LJ 
COM on LMD 2 eg) END 


et introduisant les moments polarisatoires en vertu de la définition 
(48,10), on obtient 


- HAS à à 
RES saél 


Polarisation du photon 


Lorsque les matrices p et p' sont données (en même temps 
que pt"), la formule (48,5) détermine la probabilité de transition 
avec émission d'ün photon, alors que le noyau reste dans des états 
polarisatoires déterminés. En fait, ces états ne sont pas une carac- 
téristique du processus de rayonnement en tant que tel, mais une 
caractéristique des détecteurs qui enregistrent le photon et le noyau 
de recul, mettant en évidence leurs polarisations déterminées. Plus 
naturelle est cette autre position de la question, où l’état final 
du système «noyau + photon» n’est pas fixé d’avance, et où il faut 
déterminer la matrice densité polarisatoire de cet état, seule la 
direction d'émission du photon étant donnée. 

La réponse à cette question est donnée par la même formule 
(48,5). Si on l'écrit sous la forme 


w-w(n) D M; mlolMi n><h'|pm|2><M;lp M, (48,15) 
(ri) 


l'expression <M,; nk|p|M;; n\'> sera précisément la matrice den- 
sité cherchce, puisque, en vertu des règles générales de la mécani- 
que quantique, la probabilité & de transition dans un état donné 
à l'avance est déterminée par sa « projection» sur les pp’ donnés. 
Le facteur w&(#7) a été distingué dans (48,15) pour que cette ma- 
trice soit normalisée par la condition usuelle 


2 Ms nlp|M; ni - 1. 
M, 
Si seule la polarisation du photon nous intéresse, il faut som- 
mer sur M, - M;: 
<nk|p|nà"> 2<M; nile|M; n'y. 
of 
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Tout comme la déduction de la formule (48,9), on obtient 


cm plmn> — (press BEN VITE 
rio (n) 
uy3rt/i fJ; J; L 
XÈ(-HVIL+T(l À + tres 
Ka 2 li ji dy 
x 2 Tin DK, (n), (48,16) 


(\—2—)"), la sommation portant sur toutes les valeurs enticres 
de L vérifiant les conditions (48,11). 

Notamment, la polarisation circulaire est déterminée par le 
paramètre de Stokes 


E,—<nllp|nl>—<n, —1|o]r, —1> 


(cf. problème du $ 8). En vertu de la relation (48,8), tous les 
termes avec des L pairs disparaissent de cette différence, et la 
formule obtenue pour &, diffère de l'expression (48,9) par le seul 
fait que la sommation porte sur les L impairs (et non pairs). 


Polarisation des noyaux secondaires 


Enfin, si seule la polarisation finale des noyaux nous intéresse, 
on posera p—6ô. Si, ce faisant, on intègre aussi sur les direc- 
tions du photon, la matrice densité du noyau secondaire sera: 


Mlol Mi = T&(n)<M,n|p| Min> do - 


= (2/40) D nel di Tdi 
mM M; —M, — M ni" 


x ( Jy : Ji } mi GI M: D. 
SM; —m M; à 
Les moments polarisatoires calculés d’après cette matrice sont : 


D (pit tres CAUZUN di " to 
Si le noyau initial est impolarise, il en sera de même du noyau 
final. Toutefois, il y aura alors polarisation corrélative, c'est-à-dire 
polarisation du noyau après rayonnement dans la direction donnée. 
Posant pl. 6,(2J;+-1) (et respectivement w(#)-:1;4x) et faisant 
un calcul analogue à la déduction (48,9), on obtient pour la ma- 
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trice densité décrivant cette polarisation 
_ n\p|iM;; 7. 


AE LOS D | 
. )"e+ M +1 | J f 
Nr J, L\ 0 
x 17 7j Die (48,18) 


Moments polarisatoires correspondant à cette matrice: 
Pia =it(—1)tit/r(2j+1)V QL+D(2I,ED x 


(I Ï L\ fs dll w 
Seuls apparaissent des moments d'ordre pair (ceci est aussi une 
conséquence de la conservation de la parité). 

Si le noyau secondaire rayonne à son tour, étant polarisé, il 
donne une distribution anisotrope des photons. Etant donné que 
les moments polarisatoires (48,19) dépendent de la direction # 
du photon émis au cours de la première désintégration, il apparait 
une corrélation entre les directions des photons successivement émis 
(pour un noyau primaire impolarisé). On peut étudier de façon 
analogue d’autres phénomènes corrélatifs au cours d'émissions en 
cascade (corrélation des polarisations, etc.)!. 


Problèmes 


Relier les moments polarisatoires 9, et %., avec les valeurs moyennes 
du us moment J et du tenseur moment quadrupolaire Q;4. 
Solution. Les éléments réduits du vecteur J et du tenseur Q;4 sont 
déterminés par Îles égalites 


FAI & dll 
2J+1 ‘5 2J +1 
[comp. 111 (107,10]. L'opérateur Q;4 s'exprime d'après les opérateurs du moment 
par la formule 111 (75,2): 
3Q 2. 
QT —T) QE ox) : 


On en déduit la valeur moyenne 
mr 6Q- __6(4-1) 
= rror = 0 - G À. 
Eléments de matrice réduits : 


NII = VIH +0, 


QU+DV6@7T1) 

ANAL —— 
1 On à un exposé détaillé de ces questions dans l'article de À. Dolguinov 
dans Ile livre «Rayons gamma», Editions de l'Académie des Sciences de 


l'U.R.S.S., 
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L'expression (48,14) montre à présent que les moments polarisatoires ÿ,, coïn- 
cident avec les composantes spheriques du vecteur 


D 


JU+D 


et les moments P.,, avec les composantes sphtriques du tenseur 
Qix V 5 el 
Q 6 JE : 
$ 49. Rayonnement des atomes. Type électrique ! 


Les énergies des électrons extérieurs d’un atome (qui partici- 
pent aux transitions radiatives optiques) ont, grosso modo, pour 
ordre de grandeur E = me‘;h*, de sorte que les longueurs d'ondes 
rayonnées À — Âc/E — h';ame’. Quant aux dimensions de l'atome, 
a h';me. Ceci étant, dans les spectres optiques des atomes en 
général est observée l'inégalité a;à-a<£&1. Tel est aussi l’ordre de 
grandeur du rapport v;/c— «, vu désignant les vitesses des électrons 
optiques. 

De la sorte, dans les spectres optiques des atomes une condition 
est observée en ‘vertu de laquelle la probabilité de rayonnement 
dipolaire électrique (s’il est permis par les règles de sélection) est 
beaucoup plus grande que les probabilites des transitions multipo- 
laires*. Ceci étant, en spectroscopie des atomes le rôle majeur in- 
combe précisément aux transitions dipolaires électriques. 

Nous avons déjà signale que de telles transitions obéissent aux 
règles de sélection rigoureuses d’après le moment total de l'atome 
J et la parité P:: 


FMI PS PSE A (49,1) 
pp]. (49,2) 


L'inégalité |J'—J|<1 signifie que le moment J ne peut varier 
que de 0, +1: en vertu de l'inégalité J 4 J"= 1, est de plus 
interdite la transition 0 —-0. Les parités des états initial et final 
doivent être contraires *. 

La probabilité de rayonnement avec la transition 7J4M—. n'J'M" 
est déterminée par l'élément de matrice correspondant du moment 


1 Dans les $ 49-51, 53-55 on utilise les unités usuelles. 

* Les valeurs typiques de la probabilité des transitions dipolaires dans la 
plage optique du spectre des atomes ont pour ordre 108 s-1, 

# Nous designerons à présent les nombres quantiques des états initiaux et 
finaux respectivement par des lettres primées et des lettres vierges. Les lettres 
n, n° désigneront les groupes des autres nombres quantiques (à part ceux expli- 
citement indiqués) déterminant les états du système. 

# La règle de selection suivant la parité a été établie par O. Laporte, 1924. 
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dipolaire de l’atome d'après 

w (JM — n'J'M") — 
ET 

wo = o(nJ — n°J"). 

Sommant (49,3) sur toutes les valeurs M°-_ M —m (pour M donné), 

on obtient la probabilité totale de rayonnement de la fréquence 

donnée au niveau atomique #J/. La sommation se fait à l’aide de 

(46,20) et donne! 


w (nd — n'J')— 


|en'J'M'|d_,InJM)>{, (49,3) 


au] ” pe : 
He ET çn J | d || nJ >. (49,4) 

Le carré du mule de l'élément de matrice réduit figurant ci- 
dessus est pariois appeié intensité de la raie de transition ; cette 
quantité est symétrique par rapport aux états initial et final. 

Les conclusions ultér'eures sur les probabilités de transition 
dans les spectre atomiques ne peuvent se faire qu’en concrétisant 
tel ou tel caractere des états de l’atome. Nous n'insisterons pas 
ici sur les méthodes de calcul des éléments de matrice, dont le 
degré d’approximation n’a pas un caractère théorique net. Nous 
nous bornerons à déduire quelques relations pour une catégorie assez 
large (notamment dans les atomes légers) d'états construits suivant 
le type de couplage LS (cf. III, $ 72). Ces états sont aussi carac- 
térisés, outre le moment total, par des valeurs déterminées du mo- 
ment orbital L et du spin S conservés dans ce cas. 

Le moment dipolaire étant une quantité purement orbitale, 
son opérateur commute avec l'opérateur spin, c'est-à-dire que sa 
matrice est diagonale suivant le nombre S. Suivant L, on a pour 
le moment difolaire les mêmes règles de sélection que pour n'importe 
quel vecteur orbital (cf. III, $ 29). De sorte que les transitions 
entre états construits d'après le type LS obéissent à des règles de 
sélection supplémentaires [en plus de (49,1-2)]: 


S'—S =0, (49,5) 
[L'—L|<I1<L+L". (49,6) 

Soulignons une fois de plus que ces règles sont approch“es et qu'elles 
sont violées quand on tient compte de l'interaction spin-orbite. 


Notons que la règle (49,5) (interdiction des transitions entre 
termes de multiplets différents) est vraie non seulement pour les 


1 L'intensité de rayonnement observée s'obtient en multipliant w par how 
ct par le nombre d'atomes dans la source qui se trouvent au niveau d’excita- 
tion donné (W,,). Ainsi, dans un gaz de température T ce nombre N,,(2J + D X 


Xexp(—E£,,/T); le facteur (2J + 1) est le poids statistique du niveau de mo- 
ment J. 
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transitions dipolaires, mais pour toutes les transitions du type élec- 
trique : les moments multipolaires électriques de tous ordres sont 
des tenseurs orbitaux, si bien que leurs matrices sont diagonales sui- 
vant le spin. Ainsi, pour les transitions quadrupolaires électriques, 
outre les règles générales : 


[J'—JI<S2<SI+J7, PP'-- 1, (49,7) 
dans le cas du couplage LS des règles de sélection supplémentaires 
s'imposent : 

S'—S -0, |L'—LI<2<L+L. (49,8) 

La dépendance de la probabilité de radiation par rapport aux 
nombres S, L, J’ peut être déterminée sous forme explicite. Cette 
question se résout directement à l’aide des formules générales pour 


les éléments de matrice des tenseurs sphériques lors de l’addition 
des moments. D'après la formule III (109,3), il vient ! : 


j<n'L'SJ'[dinLSS >= (27+1) 029 +1) x 


J' _ . 
x {7 : Fi L<n'L'IdiinL>F. (49,9) 


Substituant ceci dans (49,4), on obtient 
w (nLSJ — n'L'SJ') -- 


Fu du” . | L’ J' : 
a 2/40) 7 1 1 lceL'ldinL>E, (49,10) 
avec «= (nLS — n'L'S)° 

On peut déduire pour ces probabilités une règle déterminée des 


sommes. Pour les carrés des symboles 67 on a la formule de som- 
mation [cf. III (108,7)] 


ger'+nle rs l= TT - (49,11) 


En l’utilisant, on déduit de (49,10): 


Dw(nLSJ — n'L'SJ")— rie L'IdlinL>F. (49,12) 


Notons que cette quantité est indépendante de la valeur initiale 
de J. 


1 Dans les formules 111 $ 109, par < moments des sous-systèmes 1 et 2» on 
entendra maintenant le moment orbital et le spin de l'atome, abstraction étant 
faite du couplage spin-orbite. Le rôle des quantités ne est joué par le vecteur 
orbital da. 

: Négligeant l'interaction spin-orbite lors du calcul des éléments de matrice, 
on néglige aussi la dépendance des fréquences par rapport ä J et J”, c'est-à-dire 
la structure fine des niveaux initial et final de l'atome. 
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Si l’on a affaire au rayonnement dans un gaz dont la tempé- 
rature est beaucoup plus grande que les intervalles de la structure 
fine du terme atomique nS£L, les états avec différents J/ sont uni- 
formément peuplés, c’est-à-dire que toutes les valeurs de J sont 
équiprobables. La probabilité pour que l'atome se situe à un ni- 
veau avec une certaine valeur déterminée de J est alors égale à 

2J +1 
GT DCSTD ? (49,13) 


c'est-à-dire au rapport du poids statistique de ce niveau au poids 
statistique total du terme 7SL. La médiation des expressions (49,10) 
ou de leurs sommes (49,12) sur ces probabilités se ramène à Ja 
multiplication par le facteur (49,13); notons cette médiation par 
une barre sur la lettre. La probabilité totale du rayonnement de 
toutes les raies du multiplet spectral (constitué par toutes les tran- 
sitions possibles entre les composantes de la structure fine des deux 
termes nSL et n’SL’) est la somme 


w (nLS — n'L'S) - 22w (aLSJ — n'L'SJ'). (49,14) 
J 
Puisque, bien entendu, (2 +1) =(2S+1)(2L+1), on obtient 
J 


pour la probabilité totale une expression coïncidant avec (49,12). 
Ceci étant, on obtient pour la probabilité relative (ou, ce qui est 
la même chose, pour l'intensité relative) d'une raie 
w (aLSJ — n'L'SJ')  (2J+1)(2J°+1) f L' J' A 
w(nLS—n'L'S)  (25+1) \2 LL: (49,15) 

L'analyse des valeurs numériques données par cette formule 
révèle que parmi les raies du multiplet les plus intenses sont cel- 
les pour lesquelles AJ - AL(on les appelle raies principales, à la 
différence des autres composantes du multiplet, dites satellites). 
Alors l'intensité des raies principales est d'autant plus grande que 
la valeur initiale de J est grande. 

La sommation des quantités (49,15) sur / ou J” donne 


z w(nLSJ — n'L'SJ') 


: 2J+1 
w(nLS—n'L'S  (L+1)(2S-+1) ? 
Zu (als —, n'L'SJ') 
SRE ARR ER RE ne ES (49,16) 
w (nLS —- n'L'S) (2L+1)(2S +1) : 


De la sorte, la somme des intensités de toutes les raies du multi- 
plet spectral qui ont un même niveau initial (ou final) est propor- 
tionnelle au poids statistique du niveau initial (ou final). 
Arrétons-nous encore sur la structure hyperfine des raies spec- 
trales de l'atome. Notons que la structure hyperfine des niveaux 
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atomiques apparaît par suite de l’interaction des électrons avec le 
spin du noyau, quand celui-ci r'est pas nul (cf. IÏT, $ 120). Le 
moment total de l’atome (avec le noyau) F est constitué du mo- 
ment total des électrons J et du moment du noyau Z. Chacune des 
composantes de la structure hyperfine du niveau nJ est caractérisée 
par sa valeur du nombre quantique F. 

La loi rigoureuse de la conservation du moment conduit à pré- 
sent à la règle rigoureuse de sélection pour le moment total F; 
dans le cas du rayonnement dipolaire électrique 


LF'—FISISF+F". (49,17) 


Mais l'interaction des électrons et du spin du noyau étant extrè- 
mement faible, on peut la négliger purement et simplement lors 
du calcul des éléments de matrice des moments électriques (et ma- 
gnétiques) de la couche électronique de l’atome. C'est pourquoi les 
règles de sélection primitives d’après le moment électronique J et 
la parité électronique subsistent. De ce fait, notamment, les tran- 
sitions dipolaires électriques entre composantes de la structure hy- 
perfine d’un même terme sont impossibles : tous ces niveaux ont 
même parité, alors que lesdites transitions ne sont possibles qu'entre 
états de parités différentes. 

Etant donné que l'opérateur moment dipolaire commute avec 
le spin du noyau, la dépendance des éléments de matrice par rap- 
port aux nombres / et F peut être trouvée sous forme explicite ; 
ces calculs ne diffèrent de ceux faits plus haut pour le couplage 
LS que par un changement évident des notations. La probabilité 
du rayonnement sommée sur les valeurs finales de la projection du 
moment total F est : 


du Ï 
3h 2F +1 


o—w{(n] —-n"J"), 


w(nJIF —-n'J'IF"): [<u'J'IF"Idi]nJIF5>[f, (49,18) 


avec pour le carré de l'élément de matrice réduit 
[<a J'IFIdiadiFS |. 


= CF D@F HD y {le d'Idins > (49,19) 


Probleme 


La plupart des raies dans les spectres des métaux alcalins peuvent être 
décrites en tant que résultat de transitions d'un électron périphérique (vptique) 
dans le champ self-consistent du restant de l'atome, qui forme une configura- 
tion fermée; l'état de l'atome est construit d'après le type de couplage LS. 
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Sous ces hypothèses, déterminer les intensités relatives des composantes de Îa 
structure fine des raies spectrales. 
Solution. Les moments totaux L et S—1/2 de l'atome coïncident avec 
le moment orbital et le spin de l'électron optique. De ce fait, la parité d'état 
vaut (—1)£ (la parité de la configura- 
J=L+ tion fermée de restant de l’atome est 
ositive). Les règles de sélection d'après 
J=L-1/2 a parité interdisent, par conséquent, 
la transition dipolaire avec L’—L, de 
sorte que seules sont possibles les tran- 
sitions avec L’—L—-+ 1. Les transitions 
entre composantes des niveaux doublets 
J=L-# nL et n°, L—1 donnent, en vertu de la 
3 régle de sélection suivant J, en tout trois 
J=L- raies (fig 1). Leurs intensités relatives 
(notons les a, b, c) se déduisent plus sim- 
Fig. 1 plement [sans passer directement par la 
formule (49,15)] des régles (49,16). Formant 
les rapports des intensités totales des 
raiés avec le même niveau initial (ou final), on obtient deux égalités : 
b+c 2L a +b 2L 


a 2L+2" c  2L—2' 


n,L 


n°, L-1 


d'où 
a:b:c=[(L+1)(2L—0D]:1:[(L— 10) (CL+ D. 


Si L=1, le niveau inferieur n'est pas désintégré, la ligne c est absente, et 
ajb = 2. 


$ 50. Rayonnement des atomes. Type magnétique 


L'ordre de grandeur du moment magnétique d’un atome est 
donné par le magnéton de Bohr: up — eh/mc. Cette estimation dif- 
fère par le facteur & de l’ordre de grandeur du moment dipolaire 
électrique : d — ea = h°jme (puisqu'aussi bien v/c — &, on a u — dvjc, 
comme on pouvait s’y attendre). Il s'ensuit que la probabilité du 
rayonnement dipolaire magnétique (M1) de l'atome est environ «* 
fois plus petite que la probabilité du rayonnement dipolaire élec- 
trique (de même fréquence). Ceci étant, le rayonnement magnétique 
ne joue en fait un rôle que pour les transitions interdites par Îles 
régles de sélection du cas électrique. 

Pour ce qui est du rayonnement quadrupolaire électrique (E2), 
le rapport de sa probabilité à la probabilité de rayonnement M1 
a pour ordre de grandeur 

E2 (ca*}w°/c*  am°w* AE \* 

MER hi) on 
(le moment quadrupolaire — ea*; E = h:/ma* est l'énergie atomique, 
AE la variation d'énergie lors de la transition). On voit que pour 
les fréquences atomiques moyennes (c'est-à-dire pour AE = E) les 
probabilités des rayonnements E2 et M1 ont même ordre de gran- 
deur (à condition que. bien entendu, l'un et l'autre soient permis 
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par les règles de sélection). Mais si AE<&E (par exemple, pour 
les transitions entre composantes de structure fine d'un seul et 
même terme), le rayonnement M1 est plus probable que E2. 

Les transitions dipolaires magnétiques obéissent aux règles de 
sélection rigoureuses 


PES a PE (50,2) 
PP' 1. (50,3) 


Dans le cas du couplage LS apparaissent des règles de sélection 
supplémentaires encore plus restrictives que dans le cas électrique. 
Ceci est dû à la propriété spécifique du moment magnétique de 
l'atome, qui apparaît du fait que toutes les particules dans le sys- 
tème sont identiques (électrons). À savoir, l'opérateur moment 
magnétique de l'atome s'exprime au moyen des opérateurs de ses 
moments totaux orbital et de spin: 


p=—p(Ll +28) =—nu,(J+S), (50,4) 


u, =lelh/2mc étant le magnéton de Bohr (cf. III, $ 112). Le mo- 
ment total étant conservé, l’operateur J n’a pas d'éléments de 
matrice non diagonaux d’après l'énergie ; si bien qu'il suffit d'écrire, 
lorsqu'on envisage les transitions radiatives, du - —pu,S!. 

Lorsqu'on néglige l'interaction spin-orbite, chacun des moments 
L et S est conservé séparément. Ceci étant, l'opérateur S est dia- 
gonal suivant tous les nombres quantiques nSL caractérisant le 
terme non désintégré. Pour qu’une transition quelconque ait lieu, 
le nombre J doit donc nécessairement varier. De sorte qu’on a les 
règles de sélection : 


hat SES LE=L TETE) (50,5) 


c'est-à-dire que les transitions ne sont possibles qu'entre compo- 
santes de structure fine d’un seul et même terme. 

Le calcul de la probabilité de rayonnement peut dans ce cas 
être mené jusqu’au bout. Changeant adéquatement les notations 
dans la formule (49,10), on a 


JS J' L\® 


Vs 1 ISISUS>E. 


ri —+ è _ up fa 

w (nLSJ — nLSJ”) TE (2J+1) 
Ci-dessus, l'élément de matrice du spin réduit par rapport aux 
fonctions propres du spin lui-même est donné par la formule 


<SISIS>=V SS+D(2S+ 1) (50,6) 


1 Excepté les cas où le moment électronique de l'atome J n’est pas con- 
servé : lorsqu'on tient compte de la structure hyperfine, en présence d'un champ 
exterieur, etc. (cf. problèmes). 
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(cf. III, note de la page 117). Le symbole 6j qu'il nous faut est 


[S J—1 L\°_(LHS+I+N(LHS—-J+NE-SHINIS—LHIN (50,7) 
VOS 1f S (2S + 1) (2S +2) (27 — 1) 27 (2J +1) 


(cf. tableau dans 111, $ 108). On obtient finalement 


w(nLSJ —nLS, J—1) Lo (nLS, J—1— nLSJ) - 
pe ; NE eu LL—S). 
LS HS + DL SI + D +S— LU - en 
(50,8) 


Les transitions entre composantes de structure hyperfine d’un 
seul et même niveau (leurs fréquences sont situées dans la plage 
des ondes hertziennes) ne peuvent avoir lieu en tant que transitions 
dipolaires électriques, car toutes ces composantes ont même parité. 
Les transitions E2 et M1 se font sans variation de la parité. Mais 
les intervalles de la structure hyperfine étant relativement très pe- 
tits, le rayonnement E£E2 est peu probable par rapport à MI cf. 
(50,1)}, de sorte que lesdites transitions sont réalisées en tant que 
dipolaires magnétiques. 


Problèmes 


1. Trouver la probabilité de transition M1 entre composantes de structure 
hyperfine d’un seul et mème niveau. | 

Solution. La probabilité de transition est donnée par les formules 
(49,18-19) où figure à présent l'élément de matrice réduit diagonal du moment 
magnétique : <nJ[|u||nJ>. On peut écrire d'emblée sa valeur si l'on remarque 
que l'élément de matrice total (non réduit) <n/M]|u.-|nJM> détermine préci- 
sement la désintégration du niveau donné dans l'effet Zeeman (cf. III, $ 112) 
et vaut —u,gM, g étant le facteur de Landé. Pour ce qui est de l'élément de 
matrice réduit [cf. 111 (29,7)], on a 


<nJ |[u|lag> =— VIG+D@IHD énJM lu: |n/M> = 
= —pog VI U+D (2740. 


On trouve finalement pour la probabilité cherchée 1 


w(nJ IF —nJf, Fi w (nJI, F—1 — nJIF) = 
OR EE FH DU +I—F HF LI —I)(F I HD). 


she (2F+1)F 


1 Ün exemple intéressant est celui de la transition entre composantes de 
structure hyperfine du niveau fondamental de l'atome d'hydrogène (1s:,,) rigou- 
reusement interdit non seulement en tant que El, mais aussi en tant que £2 
(cette dernière en vertu de la règle interdisant la transition quadrupolaire avec 
J+J"—=1). À cette transition correspond la fréquence w —22-1,42:109s-1 (lan- 
gueur d'onde À =21 cm). Posant g —2, / —1,,, J —1;,, F—=1, F'=0, on obticnt 


CPE 
Lo = 1%°"Ho = 2,85- 10-15s—1, 


3hc° 
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Cette expression ne diffère de (50,8) que par le changement de notations évident 


ct par le facteur excédentaire g*. ’ 
2. Trouver la probabilité de transition MI entre composantes de Zecman 
d'un seul et même niveau atomique. 

Solution. Il s'agit de transition M —+ M—I1 pour des valeurs inchan- 
gées de nJ ; fréquence de transition [voir plus bas, (51,3)] : Aw —p,gA (g est le 
facteur de Landé). Elément de matrice de la composante sphérique w-, du 
vecteur ja : 

F(I=-MEDU+M) 


drne/in alnlanls 


Kas, M—l]n-,la/MS]= V 
D ae nu 
= — Lg } g V—MHN(J+M) 


[cf. 111 (27,12) ct problème précédent]. Probabilité de transition 


40° ,  2uiHs 
W=—— nf, M—llu Ia ==—J—-M+DI+M). 
ke | [mil | at | M+1)(J+M) 


$ 51. Rayonnement des atomes. Effets Zeeman et Stark 


Dans un champ magnétique extérieur Æ (supposé faible) chaque 
niveau atomique de moment total J se désintègre en 2J + 1 niveaux 


Ey=E+ugMAH, (51,1) 


E'"® étant un niveau imperturbé, u, le magnéton de Bohr, g le 
facteur de Landé, M la projection de J sur la direction du champ 
(cf. III, $ 112). La dégénérescence suivant les directions du mo- 
ment est ainsi complètement levée. 

Les raies spectrales qui apparaissent par suite des transitions 
entre deux niveaux désintégrés sont elles aussi désintégrées. 
Le nombre de composantes d’une raie est déterminé par la règle 
de sélection pour le nombre M, d’après laquelle on doit avoir en 
rayonnement dipolaire ! 


m=M—M'=0, +1. (51,2) 
Les composantes qui résultent des transitions avec m0 et m—æ+l 
s'appellent respectivement composantes x et composantes ©. Leurs 
fréquences : 
ho, = hot + pH (g—g') M, 
ho, — Aw + u,H [gM —g" (M + 1)]. 
Dans le cas particulier où g—g’ on a 
ho_=— ho, ho, ho + u,gA, (51,4) 


indépendamment de la valeur de M; en d’autres termes, dans ce 


(51,3) 


1 En sus de cette règle sont interdites les transitions avec M — M’—0 si 
alors J°—J. Ceci résulte directement des expressions générales 111 (29,7) des 
éléments de matrice d'un vecteur arbitraire. 
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cas la raie se sépare en triplet de composante x non déplacée, de 
part et d'autre de laquelle sont situées symétriquement deux com- 
posantes o (c'est ce qu’on appelle effet Zeeman «normal »). 

La probabilité totale (dans toutes les directions) du rayonnement 
est proportionnelle au carré du module [|<n'J'M'|d_,,|nJMÿf. 
Si bien, au‘en vertu de la formule (46,19) avec j 1, la probabi- 
lité relative de rayonnement de chacune des composantes de Zeeman 


de la rae spectrale vaut 
ra (51,5) 


Dans le cas p rt cu'’er de l'effet Zeeman «normal» on a en tout 
trois comp s ntes dont chacune provient des transitions à partir 
de to's les M nt aux pour #”71 donné. Puisque 


ES D 
> Cu m — ) 2 (51,6) 
MM’ 
Icf. 111 (106,12), dans ce cas le rayonnement de toutes les trois 
composantes est équiprobable. 

Mais plus grand est l’intérèt présenté par l'intensité relative 
des composantes de Zeeman lorsqu'on observe dans une direction 
déterminée (par rapport à la direction du champ magnétique appli- 
qué à la source). En vertu de (45,5), la probabilité de rayonnement 
(et avec elle l’intensité de la raie) dans une direction donnée # est 
proportionnelle à S|e*d,;|, la sommation portant sur les deux 
polarisations indépendantes possibles de e pour #7 donné. 

Lorsqu'on observe dans la direction du champ (axe des 2), cette 
somme est 


Id): +1@,)4F 
ou, en passant aux composantes sphériques : 
| (d;),; F LA | (d_;),; F. 


Cela signifie que longitudinalement (dans la direction du champ) 
seules sont observées les deux composantes © (#1_- + 1). Leurs in- 
tensitèes sont proportionnelles à 


Je à Y 
(m1 æ1 -M) - #9) 


Possédant des valeurs déterminées de la projection du moment m 
suivant la direction de la propagation, ces raies sont à polarisa- 
tions circulaires à droite (m:-:1) et à gauche (m-:—1) (cf. $ 8). 

Lorsqu'on observe perpendiculairement au champ (par exemple 
dans la direction de l’axe des x), l'intensité est proportionnelle à 
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la somme 


dhiP +1) = ltd) +s dE +1@d-)n Ft 


De cette façon, on observe perpendiculairement les deux composan- 
tes o et la composante x d’intensités respectives proportionnelles à 
J’ 1  J\: JOLuTSS 

2 (ua: +] _y) et (4 0 _y) (51,8) 
(les intensités des composantes © sont deux fois plus petites qu'en 
observation longitudinale). Alors la composante x est rectilignement 
polarisée suivant l'axe des z, et les composantes © s’observent dans 
cette direction rectilignement polarisées suivant l’axe des y. 

Notons que les intensités relatives des composantes de Zeeman 
sont entièrement déterminées par les valeurs initiales et finales de 
J et M indépendamment des autres caractéristiques des niveaux. 

Les règles de sélection interdisent les transitions dipolaires 
électriques entre composantes de Zeeman d’un seul et même niveau, 
puisque toutes possèdent la même parité. Pour la même raison déja 
indiquée à la fin du paragraphe précédent, pour les transitions 
entre composantes de structure hyperfine du niveau, lesdites tran- 
sitions sont réalisées comme des transitions dipolaires magnétiques. 
En vertu des règles de sélection d’après le nombre M, les transitions 
n’ont lieu qu'entre composantes voisines (M"—M -+1)!. 

La désintégration des niveaux de l'atome dans un champ élec- 
trique faible (effet Stark), contrairement à la désintégration dans . 
un champ magnétique, ne lève pas complètement la dégénérescence 
suivant les directions du moment. Tous les niveaux, excepté les 
niveaux avec M --0, restent doublement dégenérés: il correspond 
à chacun deux états avec pour projections du moment M et —M. 

Le calcul des intensités relatives des composantes de Stark 
d'une raie spectrale est tout à fait analogue à celui exposé pour 
l'effet Zeeman*. On aura alors en vue qu'à l’intensité des com- 
posantes x contribuent (pour M0) les transitions M— M et 
—M— —M, et à l'intensité des composantes ©, les transitions 
M—MæÆEl et —M——(MÆæ+HI). C'est pourquoi, par exemple, 
en observation transversale de l'effet les intensités des composan- 


1 Les fréquences de ces transitions se situent d'ordinaire dans la bande cen- 
timétrique ct s'observent en absorption et en émission induite (résonance para- 
magnétique électronique): Îles atomes absorbants se trouvent dans un champ 
magnétique constant intense (qui provoque la désintégration Zeeman) et dans 
le champ hertzien faible de la fréquence de résonance. 

* Nous avons en vue ici l'effet Stark quadratique, caractér'stique de tous 
les atomes, excepté l'atome d'hydragène (cf. III, $ 76). Le champ est supposé 
si faible que la désintégration des niveaux qu'il provoque est petite mème en 
comparaison des intervalles de la structure fine. 
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tes x sont proportionnelles à 
4 l J \° 
M 0 --M ] | 


et les intensités des composantes 0, aux sommes 
J’ I J\° : J' l A: 
3 TZ = 
2\MEI Fi —M —MTFI1 +1 M; 
* 4 o 
T\M— ] : — 


(rappelons que dans le changement du signe de tous les nombres 
de la seconde ligne les symboles 3j ne peuvent que changer de 
signe, de sorte que leurs carrés ne changent pas). 

Dans un champ extérieur, même faible, le moment total J, 
n'est plus, en toute rigueur, conservé: dans un champ uniforme 
seule est rigoureusement observée la conservation de la projection 
du moment M. En conséquence, la conservation du moment cesse 
aussi d’être rigoureusement obligatoire dans les transitions radiati- 
ves dans un champ faible, et dans le spectre des atomes peuvent 
apparaître des raies interdites par les règles de sélection usuelles. 

Le calcul des intensités de ces raies se réduit au calcul des 
corrections à la matrice du moment dipolaire, ce qui, à son tour, 
exige la détermination des corrections aux fonctions d'ondes des 
états stationnaires. À la première approximation de la théorie des 
perturbations (suivant le champ extérieur faible) apparaissent dans 
la fonction d'onde des «admixtions» d'états composés avec les élé- 
ments matriciels initiaux non nuls de la perturbation (—ÆEd dans 
le champ électrique): l’adjonction d’un état w. à l'état 1, est 


—Ed., 
E, SE Es Ve 


Au total, dans l'élément de matrice de la transition «interdite» 
apparaît le terme 


non nul si les transitions de l’état «intermédiaire» 2 aux états 
initial / et final 3 sont permises. 


$ 52. Rayonnement des atomes. Atome d'hydrogène 


_ L’atome d’hydregène représente le seul cas où le calcul des élé- 
ments de matrice de transition peut être mené jusqu’au bout sous 
forme analytique (W. Gordon, 1929). 
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La parité d'état de l'atome d'hydrogène est (—-1)', c’est-à-dire 
qu’elle est univoquement déterminée par le moment orbital de l’elec- 
tron (rappelons que {/, en tant que nombre déterminant la parité 
d'état, conserve aussi son sens pour les fonctions d'ondes relativistes 
exactes, c'est-à-dire lorsqu'on tient compte de l'interaction spin- 
orbite). C’est pourquoi la règle de sélection suivant la parité in- 
terdit rigoureusement les transitions dipolaires électriques sans 
changement de /; seules sont possibles les transitions avec 
Î—l+1. Quant aux variations du nombre quantique principal 
n, elles ne sont pas limitées. 

Le rnoment dipolaire de l'atome d'hydrogène se réduit au rayon 
vecteur de l'électron: d--er. La fonction d'onde de l’électron 
dans l’atome d'hydrogène étant le produit de la partie angulaire 
et de la fonction radiale R,,, les éléments de matrice réduits du 
rayon vecteur sont aussi représentés sous forme de produit 


<n', l—Ilrlab=<i—1| vi \ Ra,t-irR rar, 


les </—1{||v|I{> étant les éléments de matrice réduits du vecteur 
unité v dans la direction de r. Ceux-ci valent 


G—1lvD=<lvii-D'sitT 
(cf. problème 1 dans III, $ 29). De sorte que 
<n', Î—1Arffalt =— <nlfirfln, 1— 1 = 


TT Re Rurdr 62.) 


U 


Les fonctions radiales non relativistes du spectre discret de 
l'atome d'hydrogène sont données par la formule III (36,13): 


a à L p=rin 
A PTEETEEN |’ m1 1 (2) CR 


XF(—n+i+1, 21 4.2, æ). (52,2) 


L'intégrale (52,1) contenant le produit de deux fonctions hyper- 
géométriques dégénérées se calcule au moyen des formules données 


1 Dans ce paragraphe sont utilisées les unités atomiques. En unités ordi- 
naires, les expressions ci-après pour les éléments de matrice de la coordonnée 
doivent être multipliées par h°'me® (s'il s'agit d'un ion hydrogénoïde de nu- 
méro Z, par h°/mZe!). 
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dans III, $ f'. Le calcul donne 
| | ass UM ni (n Li)! 
cn", 1—1{rinlt -iVi Ten À 1 Du =ni * 


{F (niet nt 2, — ii )- 


(ann')+1 (n à LS 


(ant de 
n—n'\2 , änn° 
(Fortier net 2 —) 629 


les Fa, , y, z) étant les fonctions hypergéométriques. Les para- 
mètres a, f étant en l'occurrence des entiers négatifs (ou nuls), 
ces fonctions se réduisent à des polynômes:. 

À titre de référence, nous donnons les expressions déduites de 
(52,3) dans quelques cas particuliers (la valeur de / est désignée 
par le symbole spectroscopique s, p, d, ...): 


srl res 
Les np> (= DUT, 
(n+2)"1+6 59 4 
219n9 (n° — 1) (n —2)°7-7 es) 
|<2p Ir find) = ÉE 
3 (n+2)°"+* | 


215n9 (n — 2)n-8 
3 (n + 2) +6 


|<2p||r | ns> |? = 


La formule (52,3) n’est pas valable pour les transitions sans 
variation du nombre quantique principal # (transitions entre com- 
posantes de structure fine d’un niveau). Dans ce cas (7 -n'), on 
part pour intégrer de la représentation des fonctions radiales par 
les polynômes de Laguerre généralises : 


2 (nl) (27 \l pores [2r 
Ru V enr (5) (4). 625) 


Dans l'intégrale 


| Rai Rur°dr © \ tp +2 Lit (p) Li! (o) dp 
0 


on remplace l’un des polynômes par son expression d’après la fonc- 
tion génératrice (cf. 111, $ dj): 


” L)! Re d \n-tl-1 he 
Lx p)=— TT ep (5) ertp"+. 


1 Dans les notations introduites lä-bas, il s'agit du calcul de l'inté- 
grale J,5,, (—n+1+ 1, —n'+1). I se fait à l'aide des formules (f, 12-16). 


* Les tableaux numériques des éléments de matrice et des probabilités 
des transitions pour l'hydrogène sont donnés dans le livre de H. Bethe ct 
E. Salpeter : Quantum Mechanics of One-and Two-Electron Atoms, New York, 
1957. 
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Après (n—{—1) intégrations par parties, on obtient une intégrale 
de la forme 


( ertp"+! (a) TT p LE5, (9) dp, 


où l’on remplace le polynôme de Laguerre par son expression ex- 
plicite d’après la formule 


Lm (p) - (—1)" n! > Lo (= (—p}À | 


Après dérivation il ne reste plus que trois termes dans la somme, 
après quoi l'intégration est élémentaire. Le calcul conduit à un 
résultat simple : 


en, 1—1rlinb =iVT -SnVR—E. (52,6) 
L'intégrale 


\ Ra,1-1 Rar° dr — \ Xn’, 1 (rXnt) dr 


(où x, =rR,) représente le coefficient du développement de la 
fonction r4,, suivant le système de fonctions orthogonales #,, 1-1 
(n° —1, 2, ...). La somme des carrés des modules de ces coeffi- 
cients est égale à l'intégrale du carré de la fonction développée. 
De sorte que 


Den, 1—1 rnb 1\ rx, dr. (52,7) 


Utilisant l'expression connue pour la moyenne du carré r* dans 
l'état nl [cf. 111 (36,16)], on trouve la règle suivante des sommes : 


Dicn', 1—1frhnbf=1%[5n+1—31(1+1)]. (52,8) 


Pour des valeurs données de n, / et pour des grandes valeurs 
de n° l'élément de matrice de la transition ni —-n'l" décroiît sui- 
vant la loi 


al Ir fr + ; (52,9) 
ce dont on peut s'assurer aussi bien à partir des expressions par- 
ticulières (52,4) que de la formule générale (52,3). Ce résultat est 


très naturel: les niveaux d'énergie coulombiens E° - — 1 2n'° sont 
disposés, pour les n° grands, de façon quasi continue, et la proba- 


1 La sommation s'étend aux états des spectres discret et continu. 
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bilité de transition à un niveau quelconque dans l'intervalle dE” 
est proportionnelle à la densité de disposition de ces niveaux, elle- 
même étant © n°7. 

L'effet Stark dans l'hydrogène est doué, on le sait, d’une par- 
ticularité spécifique (III, $ 77): la séparation est proportionnelle 
à la première puissance du champ électrique. Alors, bien que sup- 
posé non intense (condition d'application de la théorie des pertur- 
bations), le champ doit être tel que la séparation des niveaux soit 
grande devant leur structure fine. Dans ces conditions, la grandeur 
du moment n'est pas conservée et les niveaux doivent être classés 
d’après les nombres quantiques paraboliques #,, n., m. Le dernier 
d'entre eux —le nombre quantique magnétique m— définit, comme 
auparavant, la projection du moment orbital sur l'axe des z (di- 
rection du champ), qui est conservée dans les conditions envisa- 
gées (l'interaction spin-orbite est négligée). En conséquence, la 
règle de sélection usuelle joue pour lui: 


m'—m O0, +li. (52,10) 


Les variations des nombres #,, n. ne subissent aucune restriction. 

Les éléments de matrice du moment dipolaire en coordonnées 
paraboliques peuvent aussi se calculer sous forme analvtique. Mais 
les formules obtenues étant très grosses, nous ne les écrirons pas 
ici !. 


Problème 


Trouver la séparation Stark des niveaux de l'hydrogène dans le cas où la 
grandeur de la séparation est petite devant les intervalles de la structure fine 
{mais grande devant le déplacement de Lamb). 

Solution. Dans lesdites noèns reste la double dégénérescence des 
niveaux imperturbés avec { =j + 1;2, en relation avec quai la désintégration 
starkienne reste linéaire suivant le champ. La grandeur de la désintégration A 
est déterminée par l'équation séculaire 


— À —E(dh:|. Hp 
— E (d.). — A — 0, A- + El(d;)2l 


(les indices 1, 2 correspondent aux états avec {—=3j + 1;2 et avec le nombre 
quantique magnétique donné m ; la perturbation V — — Ed, est diagonale suivant m 
ct n'a pas d'éléments diagonaux suivant /). L'élément de matrice de la quan- 
tite orbitale d. se calcule au moyen des formules III (29,7) et 111 (109,3), 
d'après lesquelles 


= 
Vii+nD@j+bD 


e e ss 1 2 
Gal = @i+n {TT leiniiane, 


<f, 1—1, mid.]\jlm>= <j, 1—1d||jly, 


1 Ces formules et les tableaux numériques correspondants sont donnés dans 
le livre precité de FH. Bethe et E. Salpeter. 
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où l'on posera {—j+1;2; la quantité <{—1]|d|[{> est prise dans (52,6). I] 
vient finalement , 


A++ VR—GTTIA ; = 


n 
TEST 


$ 53. Rayonnement des molécules diatomiques. Spectres électroniques 


La particularité des spectres moléculaires est liée en premier lieu 
à la division de l’energie de la molécule en parties electronique, 
oscillatoire et rotatoire, dont chacune est petite devant la précé- 
dente. La structure des niveaux des molécules diatomiques a été 
étudiée en détail dans III, chap. XI. Nous allons étudier ici l’image 
du spectre et calculer les intensités des raies. 

Commençons par le cas général, alors que l’état électronique de 
la molécule change par transition (et donc avec, en général, Îles 
états oscillatoire et rotatoire aussi). Les fréquences de ces transi- 
tions se situent dans les plages visible et ultraviolette du spectre. 
Leur ensemble constitue le spectre électronique de la molécule. Alors, 
nous aurons toujours en vue les transitions dipolaires électriques, 
les transitions des autres types étant peu importantes en spectro- 
scopie moléculaire. 

Ainsi que pour les transitions dipolaires dans n'importe queel 
te on a la règle de sélection pour le moment total de la mo- 
Ilécule J : 


TES IE" (53,1) 


A la règle de sélection rigoureuse d’après Ja parité du système 
correspond dans le cas donné la règle de stlection d'après le signe du 
niveau; rappelons que, selon la terminologie en usage en spectro- 
scopie moléculaire, les états avec des fonctions d'ondes qui ne 
changent pas ou qui changent de signe par inversion (changement 
du signe des coordonnées des électrons et des noyaux) sont dits po- 
sitifs et négatifs. De sorte qu'on a la règle rigoureuse : 


dns re (53,2) 


Si la molécule est constituée par des atomes identiques (avec 
des noyaux d’un même isotope), il apparaît une classification des 
niveaux par rapport à la transposition des coordonnées des noyaux : 
des niveaux symétriques (s) avec des fonctions d'ondes qui ne chan- 
gent pas de signe dans ces transformations, et des niveaux antisy- 
métriques (a), dont les fonctions d'ondes changent de signe. L'opé- 
rateur de moment dipolaire électronique n'étant pas affecté par cette 
transformation, ses éléments de matrice sont différents de zéro seu- 


1 L'exposè qui suit s'appuie sur le contenu des $$ 78, 82-88 du tome III. 
Pour ne pas alourdir le texte, nous n'indiquerons pas les fréquents renvois à 
ces paragraphes. 


8* 
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lement pour les transitions qui ont lieu sans changement de cette 
symétrie ! : 
S—s, a—a. (53,3) 


Toutefois, cette règle n'est pas absolument rigoureuse. Le fait est 
que l'existence pour un niveau d'une propriété de symétrie donnée 
est liée à l'existence pour la molécule de telle ou telle valeur dé- 
terminée du spin total des noyaux /. L’interaction des spins nu- 
cléaires avec les électrons étant extrêmement faible, le spin / est 
conservé avec une très grande précision, bien que non absolue. Si 
l'on tient compte de cette interaction, / n'a plus une valeur dé- 
terminée, la propriété de symétrie (s ou a) n'est pas conservée et 
la règle de sélection (53,3) ne ioue plus. 

Les termes électroniques d'une molécule à atomes identiques 
sont aussi caract(risés par leur parité (g ou u)—par le comporte- 
ment des fonctio’s d'ondes dans le changement du signe des coor- 
données des élec’rons (comptées depuis le centre de la molécule), 
alors que les coordonnées des noyaux sont inchangées. Il existe un 
lien intime entre cette propriété d'un terme électronique, d'une part, 
et la symétrie nucléaire et le signe des niveaux rotatoires relatifs 
à ce terme, d’autre part. Les niveaux relatifs à un terme électro- 
nique pair (g) peuvent avoir pour caractéristiques s-:- ou a--, et 
ceux relatifs à un terme impair, s— ou a+. Ceci etant, les rè- 
gles (53,2) et (53,3) entraînent aussi la règle 


L—uU, U—g. (53,4) 


En tant que régle approchée, (53,4) subsiste également pour les 
molécules constituées par différents isotopes d’un même élément. 
Les charges des noyaux étant égales, considérant un terme électro- 
nique, les noyaux étant supposés fixes, nous avons affaire à un 
système d'électrons dans un champ électrique possédant un centre 
de symétrie (au point à mi-distance entre les noyaux). La symétrie 
de la fonction d'onde électronique dans l'inversion par rapport à 
ce point détermine précisément la parité du terme, et comme le 
vecteur moment dipola re électrique change de signe dans cette 
transformation, nous sommes conduits à la règle (53,4). Le caractère 
approché de la règle, basée exclusivement sur une telle déduction, 
provient de la nécessité de considérer les noyaux comme étant fixes. 
Aussi est-elle violée dés qu'on tient compte de l'interaction de l'état 
électronique avec la rotation de la molecule. 

Les règles de sélection ultérieures sont liées à telles hypothèses 
concrètes sur la grandeur relative des diverses interactions dans la 
molécule (c'est-à-dire sur le type de couplage). Par là, ces règles 
ne peuvent être qu'approchées. 


1 Cette règle concerne aussi, de toute évidence, les transitions de multipo- 
larité arbitraire, 
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La plupart des termes électroniques des molécules diatomiques 
se rapportent aux types de couplage a ou b. Ces deux types sont 
caractérisés par le fait que le couplage du moment orbital avec l'axe 
(interaction électrique des deux atomes dans la molécule) est im- 
portant devant toutes les autres interactions. D'où l'existence des 
nombres quantiques À et S (projection du moment orbital des élec- 
trons sur l’axe de la molécule et spin total des clectrons). L'opéra- 
teur de la grandeur orbitale—-du moment électronique orbital — 
commute avec l'opérateur spin, de sorte que 


S'—S 0 (cas a, b). (53,5) 


Quant à la variation du nombre \, elle obéit à la règle de sélection 
A'—A=O0,+I1 (cas a, b), (53,6) 


on a en outre pour les transitions entre ctats avec .\ —0 (termes ©) 
la règle supplémentaire : 


Z+t—. Et, EE (cas a, b) (53,7) 


(rappelons qu'on distingue les états ©+ et Z7 par le comportement 
vis-à-vis de la réflexion par rapport à un plan passant par l’axe 
de la molécule). Les règles (53,6-7) s'obtiennent en étudiant la 
molécule dans un système de coordonnées rigidement lié aux 
noyaux (cf. IIT1, $ 87); la règle (53,6) est analogue à la règle de sé- 
lection suivant le nombre quantique magnétique dans le cas des 
atomes. 

Les types de couplage a et b différent l'un de l’autre par la re- 
lation entre l'énergie d'interaction «spin-axe» et l'énergie de rota- 
tion (par les différences de niveaux rotatoires). Dans le cas a, la 
premiére d'entre elles est plus grande que la seconde, et dans le 
cas b, elle est beaucoup plus petite. Nous allons considérer ces deux 
cas séparément. 

Cas a. Dans ce cas existe le nombre quantique ©, projection 
du spin total sur l'axe de la molécule (et donc avec lui le nombre 
Q._£-- A, projection du moment total). Si les deux ctats (initial 
et final) se rapportent au cas a, on a la règle 


S'—S-0 (cas a) (53,8) 


(qui résulte de la commutativité, déjà mentionnée, du moment di- 
polaire et du spin). Il résulte de (53,6) et (53,8)! : 


Q'—Q Sr 0, +]. (53,9) 
1 Cette règle subsiste aussi dans le cas c (le couplage du moment orbital 


evec l'axe est faible devant le couplage « spin-orbitc») lorsque les nombres A 
at © n'existent pas séparément. 
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Si Q—Q’—0, en plus de la règle générale (53,1) sont interdites 
les transitions avec J’- J'!: 


J'—J -+1 pour 9 —Q" -0 (cas a). (53,10) 


Considérons les transitions entre deux niveaux oscillatoires quel- 
conques se rapportant à deux termes électroniques différents (du 
tvpe a). Lorsqu'on tient compte de la structure fine d'un terme 
électronique, chacun de ces deux niveaux se décompose en plusieurs 
composantes en nombre égal (2S+1) pour les deux niveaux en 
vertu de la règle (53,5). En vertu de (53,8), chacune des compo- 
santes de l’un des niveaux se combine seulement avec une compo- 
sante de l’autre niveau avec la même valeur de S. 

Prenons ensuite un couple de niveaux avec les mêmes Z; leurs 
valeurs G et Q” peuvent différer (en même temps que À et A’) de 
0 ou +1. Compte tenu de la rotation, chacun d'eux se décompose 
en une suite de niveaux différant par les valeurs des nombres J et J° 
qui parcourent des valeurs J=>/|Q{|, J'=|Q"]. La dépendance des 
probabilités de transition par rapport à ces nombres peut s'établir 
sous forme générale (FH. Hônl, F. London, 1925). 

L'élément de matrice de la transition #7 AQJ/M,—+n'\'Q'J'M;, 
(a représentant les caractéristiques du terme électronique autres 
que {2 et A) est 


[<n'A'Q'J'Mild, _ JM,>|= 


+ 4 


VENTE D ( " g' | u.)* 


X|<n'A'|dy|nAD|, (53,11) 


d, et dy étant les composantes sphériques du vecteur moment di- 
polaire respectivement dans le système de coordonnées fixe xyz et 
dans le système «mobile» ën d'axe © dirigé suivant l’axe de la 
molécule [cette formule s'obtient à l’aide de (b, 6) et équivaut aux 
formules [II (87,3-4)]. Les éléments de matrice <n A'Tde [nA > ne 
dépendent pas des nombres quantiques rotatoires J, J” et dépendent 
seulement des caractéristiques des termes électroniques (en outre, 


! Cette règle est analogue à l'interdiction des transitions avec J = J”’ larsque 
M= M0 dans le cas des atomes (cf. nota page 219), où, toutefois, elle ne 
pouvait presenter un intérèt qu'en présence d'un champ extérieur. Dans le cas 
envisage la ee Faute directement de la formule donnée ci-dessous (53,12): le 
symbole 3j on 0 5) s'annule pour J’—J quand la somme J’+J+-1 cst im- 


paire. 
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dans le cas donne ils ne dépendent pas du nombre Ÿ!); ceci étant, 
on a omis dans la notation de l'élément de matrice les indices 
Q': A'+ESet Q - A--x. 

La probabilité de la transition nA\QJ — 7" \'Q°J" est proportion- 
nelle au carré de l'élément de matrice (53,11) sommé sur M. En 
vertu de la formule III (106,12) 


J' 1 J \ 
2 — M, q My) 21+1° 


M} 
on obtient 
An!’ CE J' l J : 
U (AAQJ — n A Q J je (2J Se l) _— O! O'—0Q à) X 
XBn',n; A”, A), (53,12) 


où les coefficients B ne dépendent pas de J, J’ (bien entendu, on 
fait abstraction de la différence, relativement très petite, entre fré- 
quences de transitions avec différents J, J°)*. 

Si l’on somme (53,12) sur J”, on obtient [en vertu de la pro- 
priété d'orthogonalité des symboles 3j, III (106,13)] simplement 
B(n', n; A’, A). En d’autres termes, la probabilité totale de tran- 
sition à partir du niveau rotatoire / de l’état Q dans tous les ni- 
veaux J” de l’état Q° ne dépend pas de J. 

Cas b. Dans ce cas, outre le moment total J, existe aussi le 
nombre quantique X, qui est le moment de la molécule sans con- 
sidération de son spin. Les règles de sélection suivant ce nombre 
coïncident avec les règles générales de sélection pour toute grandeur 
orbitale vectorielle (tel étant le moment dipolaire électrique) : 


RER EE RKER (cas b) (53,13) 


avec interdiction supplémentaire de la transition avec Æ -- À” lors- 
que À -: A’ —0 [de façon analogue à (53,10)]: 


K'—K--+1 pour AA’ 0. (53,14) 


Considérons les transitions entre composantes rotatoires de niveaux 
oscillatoires déterminés de deux états électroniques se rapportant 
au type b. Les probabilités des transitions entre elles sont déter- 


1 On peut s'en assurer en procédant comme au début de 111, $ 24 pour la 
quantité scalaire f. Dans le cas donné l'opérateur de la quantité vectorielle d 
commute avec l'opérateur du vecteur $ (conservatif à l'approximation zéro), et © 
cst la projection de S sur l'axe & dans le référentiel tournant, où l'on doit pré- 
cisément considérer la condition de commutation de d et S. 

2 Chacun des niveaux rotatoires considérés J se sépare encore, lorsqu'on tient 
compte du dédoublement A, en deux niveaux, dont l'un est positif et l'autre 
négatif. Aussi aurons-nous au lieu d'une transition J —— J’, compte tenu de Îa 
règle de sélection (53,2), deux transitions : de la composante positive (négative) 
du niveau J à la composante négative (positive) du niveau J”’. Les probabilités 
de ces transitions sont les mèmes. 
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minées par les mêmes formules (53,12) où l'on écrira À, À au lieu 
de J, Q. Compte tenu de la structure fine (pour S:Æ<0), chaque 
niveau rotatoire À se décompose en 2S ‘1 composantes avec 
J=—|K—S|{, ..., K+S, d'où l’apparition d'un multiplet au lieu 
d’une seule raie J —-J'. Etant donné qu'on a affaire en l'occur- 
rence à l’addition de moments libres (non liés à l’axe de la molé- 
cule) & et S, les formules des probabilités relatives de transition 
pour les diverses raies du multiplet coïncident avec les formules 
analogues (49,15) pour les composantes de structure fine des spec- 
tres atomiques, où (dans le cas du couplage LS) un tel rôle incombe 
aux moments L et S. 

De cette façon, nous avons examiné les règles de sélection qui 
déterminent les raies possibles du spectre dans tous les cas fonda- 
mentaux pouvant se présenter dans les molécules diatomiques. 


J 

9 J=Jri 

A Rp 

A 
5 Î | J'=J 

Pi EP TER 

ER EDS NE à : 
IE ER RS JL E 
Nr At = 
CNP 


Fig. 2 


L'ensemble des raies dues aux transitions entre composantes 
rotatoires de deux niveaux électroniques vibratoires donnés consti- 
tue ce qu'on appelle en spectroscopie une bande; les intervalles 
rotatoires étant petits, les raies sont très denses dans la bande. 
Les fréquences de ces raies sont données par les différences 


hoss- =: const + BJ (J + 1)—B'J'(J'+1), (53,15) 


B, B’ étant des constantes rotatoires dans les deux états électro- 
niques (pour éviter des complications superflues, les termes électro- 
niques sont supposés singulets). Pour J' -J, J + 1 la formule (53,15) 
est représentée graphiquement (fig. 2) par trois branches (paraboles) 
dont les points déterminent pour les / entiers les valeurs des fré- 
quences (la disposition des branches sur la fig. 2 correspond au 
cas B° << B; pour B’ > B elles sont ouvertes du côté des w petits, 
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la branche supérieure étant la courbe pour J’—J—1)1. La pré- 
sence d’une branche à courbure’ prononcée donne lieu, on le voit 
sur la figure, à la condensation des raies vers une position limite 
déterminée (bord de la bande). 

Parlant de l'intensité des raies, il convient aussi de mentionner 
un phénomène spécifique d'alternance des intensités dans certaines 
bandes du spectre électronique 
des molécules constituées par 
des atomes d’un même iso- 
tope (W. Heisenberg, F. Hund, 
1927). En raison des exigen- 
ces de symétrie liées aux 


spins nucléaires, les composan- \ 
tes rotatoires avec des va- 3 © \v ÿ 
leurs paires et impaires K des s a s a s a 
termes © électroniques possè-  J'=0  { 2 3 4 5 
dent une symétrie opposée par | 

rapport aux noyaux et respec- Fig. 3 


tivement différents poids sta- 

tistiques nucléaires g, et g, (cf. 111, $ 86). En vertu de la règle (53,14), 
lors des transitions entre deux différents termes Z seuls sont admis- 
sibles J” - J + 1; alors, d’après (53,4), l’un des termes Z doit ètre 
pair, et l'autre impair. Au total, il apparaît que, pour J'—J 
donné, les transitions avec des valeurs successives de J s'opérent 
alternativement entre couples de niveaux symétriques et couples de 
niveaux antisymétriques (ce qu'on a illustré par le schéma de la 
fig. 3 sur l'exemple des états ZX et Zi). Par ailleurs, l'intensité 
observée d’une raie est proportionnelle au nombre de molécules qui 
se trouvent dans l’état initial donné, et donc à son poids statisti- 
que. En conséquence, l'intensité des raies successives (J — 0, 1, 
2, ...) est alternativement grande et petite, alternativement pro- 
portionnelle à g, et à g, [à part l'allure monotone prédite par les 
formules (53,12)] =. 

Il n'existe pas de règles de sélection rigoureuses pour la varia- 
tion du nombre quantique vibratoire lors des transitions entre deux 
différents termes électroniques. Mais il existe une règle (le principe 
de Franck-Condon) qui permet de prédire la variation la plus 
probable de l’état vibratoire. Elle est fondée sur le caractère quasi 
classique du mouvement des noyaux, dû à leur grande masse (com- 
parer avec ce qui a été dit sur la prédissociation dans I]I, $ 90)*. 


1 Les scrics de raies correspondant aux transitions avec J'—=J +1, J, J—1 
s'appellent respectivement branches P, Q ct Rk. 

2 11 est alors supposé que tous les états avec difiérentes valeurs du spin 
nucléaire total sont uniformément peuples. 

$ À strictement parler, il faut encore que le nombre quantique de vibration 
soit suffisamment grand. 
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Dans l'intégrale qui détermine l'élément de matrice de la tran- 
sition entre états vibratoires E et Æ£’ des termes électroniques 
U(r) et U’(r) un rôle important est tenu par le voisinage du point 
f — los OÙ 

U(r,)—U"(r,) -E —E" (53,16) 
(c'est-à-dire que les impulsions du mouvement relatif des noyaux 


dans les deux états sont égales: p =-p’). Pour une valeur donnée 
de E la probabilité de transition (en tant que 


U(r) fonction de l’énergie finale E”) est d'autant plus 

srande que chacune des différences E—U et 

U‘r)\ E E'—U” est plus petite. Elle est maximum 
pour 


E—U(r,)=E"—U'(r,) -0, (53,17) 


c'est-a-dire lorsque le «point de transition», 

[la racine de l'équation (53,16)] coïncide avec 

le point d'arrêt classique des noyaux (la fig. 

Fig. 4 4 donne l'illustration graphique de ce lien entre 

E et la valeur la plus probable EE”). De façon 

parlante, on peut dire que la transition est la plus probable au 

voisinage du point où les noyaux s'arrêtent, là où ils sjournent 
relativement le plus longtemps. 


$S 54. Rayonnement des molécules diatomiques. 
Spectres vibratoire et rotatoire 


Les règles de sélection ainsi que les formules pour les probabi- 
lités de transition énumérées au paragraphe précédent subsistent 
pour les transitions où l’état électronique de la molécule ne change 
pas®. Nous ne nous arrêterons ici que sur quelques particularités 
spécifiques de ces transitions. 

Tout d’abord, la règle de sélection (53,4) interdit les transitions 
(dipolaires) sans variation de l’état électronique dans les molécules 
constituées par des atomes identiques, puisque dans une telle tran- 
sition la parité d’un terme électronique serait invariable. I] résulte 
de ce qu'on a dit au $ 53 que cette interdiction ne pourrait être 
violée que si l'on tenait compte de l'interaction des spins nucléai- 


Le problème de la determination (à l’approximation quasi classique) de 
la distribution de la probabilité des diverses transitions au voisinage de son 
maximum est identique au problème 3 dans 111, $ 90, à quelques changements 
de notations pres. 

* Les transitions avec variation de l'état vibratoire (en même temps que 
de l'état rotatoire) constituent ce qu'on appelle le spectre vibratoire de la molé- 
cule; il est situé dans la plage infrarouge proche (longueurs d'ondes < 20). 
Quant aux transitions où seul varie l'état rotatoire, elles constituent le spectre 
rotatoire situe dans la plage infrarouge lointaine (longueurs d'ondes > 20). 
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res avec les électrons, et pour les molécules constituées par divers 
isotopes d’un même élément, elle serait de surcroît violée par suite 
de l'influence de la rotation sur l’état électronique. 

Le calcul des éléments de matrice du moment dipolaire se 
ramène (d’après les formules III, $ 87) à leur calcul dans un 
système de coordonnées tournant avec la molécule. La fonction 
d'onde de la molécule dans ce système est le produit de la fonction 
d'onde des électrons pour la distance donnée r entre noyaux et de 
la fonction d'onde du mouvement vibratoire des noyaux dans le 
champ efficace U(r) des électrons et des noyaux. Lorsqu'on néglige 
totalement l'influence du mouvement des noyaux sur l'état électro- 
nique, les fonctions d'ondes électroniques initiale et finale sont 
identiques dans les transitions envisagées. De ce fait, l'intégration 
sur les coordonnées des électrons donne simplement dans l'élément 


de matrice le moment dipolaire moyen de la molécule d (dirigé, 
c'est évident, suivant son axe) en tant que fonction de la distance r. 


Les vibrations étant petites, la fonction d(r) peut être développée 
d’après les puissances de la coordonnée vibratoire q -:r—r,. Lors 
des transitions liées à la variation de l'état vibratoire le terme 
nul du développement disparaît de l'élément de matrice en vertu 
de l’orthogonalité des fonctions d'ondes du mouvement vibratoire 
dans un seul et même champ Ü(q), de sorte qu'il reste le terme 
proportionnel à qg. Si l'on considère que les vibrations sont harmo- 
niques, alors, en vertu des propriétés connues de l'oscillateur li- 
néaire (III, $ 23), seuls ne sont pas nuls les éléments de matrice 
pour les transitions entre états vibratoires voisins; en d'autres 
termes, pour le nombre quantique de vibration v on aura la règle 
de sélection 

v—v— +. (54,1) 


Toutefois, cette règle est violée lorsqu'on tient compte de l’anhar- 
monicité des vibrations, ainsi que des termes suivants du dévelop- 
pement de la fonction d(q). 

Dans une transition purement rotatoire (alors que l'état vibra- 
toire ne varie pas non plus) l'élément de matrice de la projection 
du moment dipolaire sur l’axe mobile £ peut être pris simplement 
égal au moment dipolaire moyen de la molécule d - d(0)'. Pour 
la probabilité de transition /—-J/—1 on obtient finalement la 
formule 

dur —2 J—Q: 
w(n] —n, J—1) Vas PET (54,2) 


qui permet de calculer non seulement les valeurs relatives des pro- 


1 Dans une molécule constituée d’atomes identiques d=0 par raison de 
symétrie. 
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babilités [comme dans (53,12)|, mais aussi leurs valeurs absolues. 
[La formule (54,2) est écrite pour le cas a; dans le cas b, il 
faudra écrire K, À au lieu de J, Q.] 

Les fréquences des transitions purement rotatoires sont données 
par les différences des énergies de rotation BJ (J--1) et valent 


ho. F5 28: (54,3) 


Les raies successives sont à des distances égales (2B) l’une de 
l’autre. 


$ 55. Rayonnement des noyaux 


Pour le rayonnement y des noyaux, la condition que les dimen- 
sions du système (le rayon À du noyau) soient petites devant la 
longueur d'onde du photon est, en règle générale, observée. Toute- 
fois, la distance entre niveaux nucléaires (et, par là, l'énergie du 
quantum y) est ordinairement petite devant l'énergie qui revient 
a un nucléon dans le noyau. Ceci étant, la quantité R,À n'est pas 
liée directement à la vitesse v/c des nucléons dans le noyau et, 
en règle générale, elle est beaucoup plus petite que cette vitesse. 
Dès lors, la probabilité de rayonnement M/ est elle aussi, en géné- 
ral, plus grande que la probabilité de rayonnement E, [+ 1 (comp. 
début $ 50). 

Les règles générales de sélection suivant le moment total (sui- 
vant le «spin») du noyau et suivant la parité sont les mêmes que 
pour le rayonnement d'un système quelconque. Une particularité 
spécifique du rayonnement nucléaire est que les transitions à mul- 
tipolarites plus élevées sont répandues. Contrairement aux atomes dont 
le rayonnement est d'ordinaire dipolaire électrique, pour le noyau 
aux petites energies de telles transitions sont relativement rares, 
étant interdites par les règles de sélection. 

Si la transition radiative du noyau peut être considérée comme 
une transition monoparticulaire— variation de l'état d'un seul 
nucléon, l’état du «reste» du noyau étant inchangé —, des règles 
de sélection d'après le moment de ce nucléon viennent s’ajouter. 
Toutefois, la précision avec laquelle ces règles de sélection « mono- 
particulaires» sont observées est en fait très faible. 

Les règles de sélection d’après le spin isotopique sont spécifi- 
ques du noyau. Rappelons que la projection T, du spin isotopique 
est déterminée par le poids et le numéro du noyau: 


Ù À 
T5 (Z—N) PS 
Si la valeur de T, est donnée, le spin isotopique peut avoir n’im- 


porte quelles valeurs absolues T =]T,[|. La règle de sélection d'’a- 
près le nombre T pour les transitions radiatives apparaît du fait 
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que les opérateurs des moments électriques et magnétiques du 
noyau, exprimés à l’aide des opérateurs des spins isotopiques des 
nucléons, sont les sommes d’un scalaire et de la troisième compo- 
sante d'un vecteur dans l’espace isotopique (cf. IIf, $ 115). Ceci 
étant, leurs éléments de matrice ne sont différents de zéro que 
sous la condition 


FET-0 ET (55,1) 


Par elle-même, toutefois, cette règle n'impose pas de restrictions 
particulières aux transitions dans les noyaux légers (les seuls pour 
lesquels on puisse parler avec une précision suffisante de conserva- 
tion du spin isotopique); le fait est que, parmi les niveaux infc- 
rieurs de ces noyaux, on n'a virtuellement pas de niveaux avec T ©: 1. 

Mais pour les transitions El on a encore une règle supplémen- 
taire en relation avec le fait que la partie isotopique scalaire dis- 
paraît pour le moment dipolaire électrique, et son opérateur se r&- 
duit à la troisième composante du vecteur isotopique (cf. III, $ 115). 
De sorte que si T7, -0, sont en sus interdites les transitions avec 
AT 0. En d'autres termes, dans les noyaux ayant le même nombre 
de neutrons et de protons (NW --Z, A --92Z) les transitions El ne 
sont possibles que pour 


TT li (T0) (55,2) 


Bien entendu, la précision avec laquelle cette règle est observée 
dépend de la précision avec laquelle est conservé le spin isotopique 
du noyau. 

La grandeur de la probabilité des transitions E1 dans le noyau 
est aussi influencée par l'effet de recul du reste du noyau lors du 
mouvement de divers nucléons. Le résultat de cet effet est que les 
protons participent à la création du moment dipolaire avec la 
charge efficace e(1—Z;/AÀ) au lieu de e, et les neutrons avec la 
charge —eZ/À au lieu de O (cf. IIT, $ 117). La diminution de la 
charge efficace du proton donne lieu à une certaine réduction de 
la probabilité des transitions El. 

Les niveaux d'énergie des noyaux asphériques ont une structure 
rotatoire. D'où l'apparition d'une structure rotatoire du spectre des 
rayons y, spécifique de tels noyaux. 

La symétrie du champ où se meuvent les nucléons dans le 
noyau asphérique (axial) «fixe» coïncide avec la symétrie du champ 
où se meuvent les électrons dans une molécule diatomique «fixe » 
constituée d’atomes identiques (groupe ponctuel C1). Aussi les 
propriétés de symétrie des niveaux d’un noyau asphérique (et 
donc aussi les règles de sélection pour les élements de matrice) 
sont analogues à la symetrie des niveaux d’une molécule diatomi- 
que (cf. III, $ 118). En particulier, ainsi que pour une mo écule 
diatomique constituée d’atomes identiques, sont interdites les tran- 
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sitions dipolaires électriques à l’intérieur d'une même bande rota- 
toire (c'est-à-dire sans changement de l’état interne du noyau), 
cf. $54. C'est pourquoi de telles transitions sont-elles réalisées en tant 
que E2 ou MI. Dans le premier cas, le moment total du noyau J/ 
peut varier de 2 ou de 1, dans le second cas, de 1. 

En vertu de (46,9), la probabilité de transition quadrupolaire 
sommée sur les valeurs de la projection M’ du moment total du 
noyau dans l'état final est : 


_ Ÿ'IcJ'aM'1Q® 
se Re EI G'OM'1QE 1 J0M)1E 


(J est le moment total du noyau, Q sa projection sur l’axe du 
noyau, m-M—M'). Au moyen de (b,7) cette somme s'exprime 
en fonction des carrés des quantités données : des moments qua- 
drupolaires diagonaux (suivant l’état interne du noyau) de la tran- 


sition Q:: déterminés relativement aux axes de coordonnées ën£ 
liés au noyau. Alors À—Q—Q", si bien que, dans le cas donne 


(Q' = Q) seule figure la composante Q... Par définition, on appelle 
simplement moment quadrupolaire du noyau la quantité 


6Q = e À pis (2E—ES— n°) dE dn dt = 2e (Qu 
Aussi obtient-on 


Wrs (QJ — QJ7) = 


1)( 7050). 659 
Sous forme developpée, 


| Q? (J2— Q?) 
wr,(J—Q, J—1) = — Gone nerr 
(J—Q 1 1-1 


(QI — QD, 9) EE TETE 


La remarque suivante est toutefois à faire au sujet de ces for- 
mules. Elles utilisent les éléments de matrice calculés avec des 
fonctions d'ondes de la forme 


brom — const. {2 DE M (1) 


(4e est la fonction d’onde de l’état interne du noyau). Ces fonc- 
tions correspondent à des valeurs déterminées (en grandeur et en 
signe) de la projection du moment sur l’axe des £. Or, nous avons 
affaire dans les noyaux à des états déterminés suivant la parité et 
la valeur absolue (mais non le signe) de la projection du moment 
(c'est cette dernière qu'on entend d'ordinaire par Q). Ceci étant, 
pour @=Æ0 on aurait dû prendre pour fonctions d'ondes initiale et 
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finale des Mudsshan de la forme 


7 (hron Æ Vu. -o. s), 
7 res Æ Ÿyr, -u, w). 


Les produits des premiers et des seconds termes donnent la valeur 
antérieure de l'élément de matrice du moment quadrupolaire. Les 
produits «en croix», eux, donnent des intégrales non nulles si 
2Q 21. Aussi la formule (55,3), en toute rigueur, tombe en défaut 
pour Q—1;2, 1; dans ces cas, il apparaît dans la probabilité de 
transition un terme supplémentaire qui ne s'exprime pas d'après la 
valeur moyenne du moment quadrupolaire*. 

De la même facon que pour la déduction de la formule (55,3), 
on obtient pour la probabilité de transition MI la formule 


Jo J—1 1 J\: 
dan (OI — 9, J— 1) + pe (27 — _ à 10) = 


4e, J°—Q* 

sa TI 
u étant le moment magnétique du noyau (cette formule tombe en 
défaut pour {2 -.1,2). 


(59,4) 


$S 56. Effet photo. Cas non relativiste 


Aux &$ 49-52 nous avons examine les transitions radiatives 
(émission ou absorption d'un photon) entre niveaux atomiques du 
spectre discrel. L'effet photo diffère d'un tel processus d'absorption 
d'un photon par le seul fait que l'état final relève du spectre 
continu. 

La seclion de l'effet photo peut être calculée jusqu'au bout sous 
forme analylique pour l'atome d'hydrogène ou pour un ion hydro- 
génoïde (de charge du noyau Z<€ 137). 

Dans l'état initial on a un électron à un niveau discret &,-- —/ 
(/ est le potentiel d'ionisation de l’atome) et un photon d'impulsion 
déterminée k. Dans l’état final l’électron a l'impulsion p (et l'cner- 


1 Pour les éléments de malrice des moments 2!-polaires dans les expressions 
sous Îles signes d'intégration figurent des produits de la forme 


pu) “re D D: 


L'intégrale sur Iles angles sera non nulle pour gqg”’- —2Q, alors que g’ ne 
parcourt ses valeurs qu'entre —{ et -+-{; aussi doit-on avoir 20 1. 

* En fait, ce terme ne donne une correction essentielle que dans le cas où 
—1;2, alors que le lien entre la rotation et l'état interne du noyau est parti- 
culièrement important (ci. à ce sujet TIT, $ 118). 
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gie e,=e). Comme p parcourt une série continue de valeurs, la 
section de l'effet photo est donnée par la formule 


do 2n|V,|8(—/+0—e) LE (56,1) 
[comp. (44,3)], la fonction d'onde de l’état final de l'électron étant 
supposée normalisée «à une particule dans le volume V - 1». De la 
même façon est comme auparavant normalisée la fonction d'onde 
du photon; pour passer à la section do la probabilité dw doit 
alors être divisée par la densité de courant des photons (égale à 
cJV .c), mais en unités relativistes ceci n'affecte pas l'écriture 
de la formule (56,1). 

Prenons [ainsi que dans (45,2)] la jauge 3-transversale du pho- 
ton. Alors, 


V 2w 


V,; — eAj;; = — € L 4x M is 


o | na noté 

M = (4 (ue) eïtr y di (56,2) 
(+=, et =, sont les fonctions d'ondes initiale et finale de 
l'électron). Faisant dans (56,1) la substitution d'p — p“d\p|do — 


— £|p|de du et intégrant la fonction & sur de, recopions cette for- 
mule sous la forme 


» € a“ 
doc <IPL) M, F do. (56,3) 

Nous faisons les calculs dans deux cas qui diffèrent par la 
grandeur de l'énergie du photon: pour w>>/ et pour w << #71. Comme 
[= me*Z°<£m, ces deux domaines empiètent i’un sur l'autre (pour 
[<£w<m), de sorte que l'étude de ces cas donne en fait la des- 
critpion complète de l'effet photo. 

Commençons par le cas où 


oO <S m. (6,4) 


Alors la vitesse de l’électron est petite dans l'étal initial comme 
dans l'état final, si bien que par rapport à l'électron le problème 
est entièrement non relativiste. Ceci étant, nous remplacerons dans 
(96,2) a par l'opérateur non relativiste de vitesse v --—iT;m 
(comp. $ 45). En outre, on peut passer à l’approximation dipolaire : 
faire la substitution e'%° Æ |, c'est-à-dire négliger l'impulsion du 
photon devant l'impulsion de l'électron. Alors, 


m 


do — e? _… [ev,,| do, ©, ——+| pv: dix. (56,5) 
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Nous considérerons l'effet photo à partir du niveau fondamental 
de l’atome d'hydrogène (ou de l'ion hydrogénoïde). Alors 


_ (Zem)_ > 
ne 


Ÿ 


(en unités ordinaires me — |/a,, où a, —h°/met est le rayon de 
Bohr). 

Pour +’ il faudra prendre la fonction d'onde dont la forme 
asymptotique contient une onde plane (e?”) en même temps qu'une 
onde sphérique convergente (cf. 111, $ 134, où une telle fonction 
est désignée par w,). En vertu de la règle de sélection d'après !, 
la transition à partir de l'état s n'est possible que vers l'état p 
(cas dipolaire!). Aussi dans le développement ! 


VDS 
hp => 7 2 À (+ l)e-R,,(r) P(nn.) (56,7) 


- Zcmr (56,6) 


(a =p/p, n, =rir) suffit-il de conserver le terme avec / = 1*. Omet- 
tant les facteurs de phase inessentiels, il vient en conséquence 


RE BUS 
Ÿ=— V + (an) Ra (r). (56,8) 
Avec + et +’ pris dans (56,6) et (56,8) on a 
_ 3(Zem)"? 


ev,; = (| ç7n,) (ne)e-Zemr R,, (r) du, « rt dr = 


V2 mp 


93/2. Ze? 5/2 : : 
_ en (ne) | re-Zemr R, (r) dr. 
0 
Conformément à 111 (36,18) et 111 (36,24), la fonction radiale (dans 
les unités adoptées ici) est 


Rs = 2 V4 sr pre-irrF (24 iv, 4, 2ipr), 
où l'on a pos 
Ze m Ze° 
V = p (- +) (56,9) 


L'intégrale qu'il nous faut se calcule au moyen de la formule 


eztF (a, y, kz)dz = T (y) AT (AR) 


Ce) 


1 Dans la suite de ce paragraphe p désigne | 2]. 
? Le cocfficient sénéral dans le développement écrit diffère par le facteur 


(22)* * du cocfficient dans 111 (134,5) du fait que l'onde plane est normalisée 
«à une particule dans le volume unité», et non à 6 (p). 
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[cf. FIL (f,3)]. Notant de mème que 


PAUSE = e-2varctzv 
(v—r) | 
on obtient 
9° 'eqxt (ne) eT?v arc Clu v 
UOVomQ+v) : VT—e- | 
L'énergie d’ionisation à partir du niveau fondamental de l’atome 
d'hydrogène (ou d'un ion hydrogénoïde) / = Z’etm/2. De ce fait 


ev, 


+= (I + V*). (56,10) 
Tenant compte de cette relation, nous écrirons l'expression défini- 
tive pour la section de l'effet photo avec émission d'un électron 
dans l'élément d'angle solide do: 
do - 2'rua* =) 

ho 


= 4V'arc cts v 

= (ne) do, (56,11) 
où a--h*/mZe: a, Z (ici et plus bas nous sommes en unités ordi- 
naires). Notons que la distribution angulaire des photo-électrons 
est déterminée par le facteur (ne). Il est maximum dans les direc- 
tions parallèles à la direction de la polarisation des photons inci- 
dents et s’annule dans les directions perpendiculaires à e, ÿ compris 
la direction d'incidence. Pour des photons impolarisés, on doit 
prendre la moyenne de la formule (56,11) sur les directions de 
e, ce qui revient à faire la substitution 


(ne) — 3 (><), 
où #,—kjk [cf. (45,4b)]. 


L'intégration de la formule (56,11) sur les angles donne Ia sec- 
tion totale de l'effet photo: 


: —dvVacctev 
0 aa (+ Ÿ += (56,12) 


has. nl pr" 
(M. Stobbe, 1930). 
La valeur limite de o pour #w — / (c'est-à-dire pour v —+ co) est : 


En uen (56,13) 


(au dénominateur e -2,71...!). Ainsi qu’il doit en être d’une réac- 
tion avec formation de particules chargées (cf. III, $ 144), au 
voisinage de son seuil la section de l'effet photo doit tendre vers 
une limite constante. 

Le cas fwÿ>/ (alors que, comme auparavant, w << mc‘), lui, 
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correspond à l’approximation de Born (v =Ze*/hu< 1). La formule 
(56,12) devient 

Din, ns T Ne 

aiZ | F) (56,14) 
(1, =e‘m:2h° est l'énergie d’ionisation de l'atome d'hydrogène). 

La recombinaison radiative d’un électron avec un ion immobile 

constitue un processus inverse de l'effet photo. La section de ce 
processus (O,.rmb) peut être trouvée d'après la section de l’effet photo 
(6,n) au moyen du principe d'équilibre détaillé (FT, $ 141). Aux 
termes de ce principe, les sections des processus i—f et f —i 
(avec deux particules dans chacun des états i et f) sont liées par 
la relation 


£;P}Oi …} = g/pŸ0; — f 


p; p, étant les impulsions du mouvement relatif des particules, et 
g: g. les poids statistiques de spin des états & et /. Avant en vue 
de même que pour un photon g:-2 (pour la direction de la pola- 
risation), on obtient 


Orecomb — On _ (56, ] 5) 


(p=mo est l'impulsion de l'électron incident, k l'impulsion du 
photon émis). 


Problème 


Déterminer la section totale de la recombinaison radiative d'un électron 
non relativiste rapide (/ << mv° < mc) avec un noyau (la charge Z << 137). 

Solution. La section de capture à la couche K° (nombre quantique prin- 
cipal n = 1) s'obtient en substituant (56,14) dans (56,15) : 


27n a a NC 
g'ecomb = Zi a? (=) : 


(e=mrv°/2 est l'énergie de l’électron incident ; how & e). Des autres états de 
l'atome formé seuls sont essentiels les états s: lors du calcul de l'élément de 
matrice à l'approximation de Born sont essentielles les valeurs de la fonction 
d'onde de l'état lie pour les petits 7 (ainsi qu'on Île verra des calculs du $ 57), 
et pour / > 0 ces valeurs sont petites devant celles des fonctions avec {1 =0; 
alors il suifira de retenir les deux premiers termes du développement de + en 
puissances de 7. Pour les états avec { =0 et n arbitraire ces termes sont : 


sen (ie): 


c'est-à-dire qu'ils ne contiennent 7 que sous forme de facteur général n°": 
[l'expression écrite s'obtient en développant la fonction 111 (36,13)]. Ceci étant, 
la section totale de recombinaison 
ee a l 
gr<omb Le à  Pabaus gi comp = (3) Gie<ome 
n=1 n=) 


(valeur de la fonction &: 5 (3) = 1,202). 
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$ 57. Effet photo. Cas relativiste 


Venons-en au cas où 
() > I. (57.1) 


On a aussi alors e—w—7/ÿ1, si bien que l'influence du champ 
coulombien du noyau sur la fonction d'onde du photo-électron (1) 
peut être notée à l'aide de la théorie des perturbations. Ecrivons 
’ sous la forme 


= = (u'eipr + pa). (57,2) 


Le photo-électron peut être relativiste; aussi la fonction imper- 
turbée dans (57,2) a-t-elle été écrite sous forme d'onde plane rela- 
tiviste (23,1). 

Bien qu’à l’état initial l'électron soit non relativiste, sa fonc- 
tion d'onde 1 doit quand même impliquer (pour des raisons expli- 
citées plus bas) la correction relativiste (— Ze‘). Une telle fonction 
est donnée par la formule (cf. problème du $ 39) 


D (TV) A Vo ris (57,3) 


Paonrer étant la fonction non relativiste de l'état lié (56,6), et u 
l’amplitude bispinorielle de l’électron au repos, normalisée par la 


condition que nous avons adoptée uu = 2m. 
Substituons les fonctions (57,2-3) dans l'élément de ma- 
trice (56,2) : : 


tr : | d -i(p-Rr 
M; = VE \ (a (ye) LS v VF) ibuon sai] e-i(p-#) + 


EU (pe) brome À (57,4) 


Voulant déduire le premier terme du développement de cette quan- 
tité suivant Ze’, on peut remplacer dans le second terme entre 


accolades 1, Simplement par la constante (Ze*m)':/} n. Le 
premier terme, lui, s’annulerait à la suite de cette substitution 
(pour p—k-0) (c'est précisément pour cette raison qu'il faut 
aussi tenir compte dans # de la première correction relativiste, 
proportionnelle à Ze*; pour v— 1 cette correction apporte à la 


1 La fonction (57,3) a été déduite pour des distances 7 — 1/mZe* où le terme 
correctif qu'elle contient à pour ordre de grandeur relatif Ze?. Mais pour l’état 
fondamental (ainsi que pour tous les états s en général) la formule (57,3) est 
valable pour tous les r, étant donné que la dérivée de la fonction purement 
exponentielle (56,6) [et avec elle le terme correctif dans (57,3)] est toujours 
proportionnelle à Ze*. Cette circonstance permet d'utiliser la formule (57,3) dans 
le problème envisagé, où (nous le verrons plus bas) sont essentiels les r petits. 
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section une contribution du même: ordre que le terme suivant du 
développement de 1,,,.. suivant Ze*). 

Dans le premier terme de (57,4) on intègre par parties, repor- 
tant l’action de l'opérateur V de #,,,.. sur le facteur exponen- 
tiel. [1 vient finalement 


(Zem) /* |-- nr 
= À à (ve) [1 + V'Y(—R)|X 
x u(e=2"nr) 4 4h (ve) ue}. (57,5) 
l'indice vectoriel désignant la composante spatiale de Fourier. En 
se limitant au terme = Ze*, on a: 


SrZem 


_ Zemr + 
(e ( ok == TP—RY : 


(57,6) 
Pour ce qui est du calcul de la composante de Fourier v£, écri- 
vons l'équation vérifiée par 4"! : 
(ve + it —m) pl = e (v*A,) u'eiPr =: + v'u'ePr 
[elle s'obtient en substituant (57,2) dans (32,1). Appliquant de 


part et d'autre de cette équation l'opérateur (y°e + iyt +m), on 
obtient 


(A + p°) D = — Ze (y°e + iye + m)(y'u") air. 


Multiplions cette équation par e-‘*" et intégrons sur d°x, l'’intégra- 
tion dans les termes avec A et VF étant faite par parties comme 
d'ordinaire : 


PER) pe = — Ze (ve ve +m) (a) (+), = 


k-p 
4T 
(&—p}" 
Dans la dernière ligne il a été noté que u” vérifie l’équation 
(ey°—py—m)u" 0, où (ey° + py—m) y'u’ --0. 


= — Ze° (2ey"—Y(k—p}))(v'u) 


1 Prenant la composante de Fourier des deux membres de l'égalité 
ea 


(A —À*) = —4r0(r), 
on obtient 
es” 47 
(= Lea D (7,6a) 
Il vient en dérivant cette cxpression par rapport au paramètre À 
87À 


EM) = (57,6b) 
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On déduit de là 


nes ° —, Dps _— 
pe — pu y — 4nZeni 20 Y EP) 


2h D 0 7 
(k°— p:) (&—p} | L (57,7) 
Substituant (57,6-7) dans l'élément de matrice (57,5), on le 
met sous la forme 
1/e , Le u 
___41/°(Zem) u' Au, 


CE (£m)"/: (£—p} 


où 
À = a (ye) + (ve) y‘ (vb) + (yc) v° (ve), 
__ 1 2 _Î ____ _k-p __  _k—p 
A Rp} gr k°—p°! 2e 2m(R—p}' (2m (k° —p°) ° 
La section : 
… 8e° (Zem} 21 " TA, 
do = To(R—=p}m. (ue Au) (u Au ) do, 


avec À - y°Aty° (ci. $ 66). Il faut encore sommer cette expression 
sur les directions finales du spin de l'’électron et en prendre la 
moyenne sur les directions initiales du spin. Ces opérations se font 
d’après les règles décrites plus bas, au $ 66, au moyen des matri- 
ces densités polarisatoires des états initial et final: 


0 , l U 
p=r(v+l), p°=7(ve—vp +) 
(dans l'état initial p —-0, em). Elles conduisent à l'expression 


16e° (Ze°m)S | p| = 

do — IT er (p ApÀ) do. 

Le calcul de la trace est une opération purement algébrique et 
conduit au résultat suivant !: 


Tr(p"A4p4) = = [ap —(b—c) (e+m)]°+4(be)[(e +m)(ce)+a(pe)] 


(le vecteur e—la polarisation linéaire du photon —est supposé réel). 

Nous allons mettre la formule de la section de l'effet photo 
sous la forme définitive en introduisant l’angle polaire 8 et l'’a- 
zimut œ de la direction p relativement à la direction & prise pour 


1 Les formules tridimensionnelles pour le calcul des traces sont analogues 
aux formules quadridimensionnelles données au $ 22. Seules sont différentes de 
zéro les traces des produits avec un nombre pair de facteurs 4%" et y; alors, 
tous les facteurs y° se réduisent à l'unité, et on a pour les traces avec deux et 
quatre facteurs y: 


_. Tr (ay) (by) -= — ab, 


+ Tr (ay) (by) (cv) (dy) = (ab) (cd)—(ac) (bd)+ (ad) (bc). 
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axe des z et au plan k, e pris pour plan xz (de sorte que 
pe -|p|\cos® sin 0). Pour _ la conservation de l'énergie peut 
s'écrire sous la forme e—m::w (au lieu de e—m -w—71). Il est 
facile de vérifier qu’alors 


R—p°=-—2m(e—m), (k—p} = 2e (e —m)(1 —vcos 0), 


où pie est la vitesse du photo-électron. À la suite de trans- 
formations simples on obtient finalement 


u8 (1—v?)3 sin? 0 
do — Z'a! r? nn 
VIE) (1— 0 cos U)' 


x OVNI (1 y cos 8) + 
\ 24—)"* 
+ | 2 If ces 0) Le TTC cost | do, (57,8) 

où r,=:e*/m. 

Dans le cas ultrarelativiste (em) la section de l'effet photo 
présente un maximum aigu aux petits angles (6 J° 1—:), c'est-à- 
dire que les électrons sont principalement émis dans la direction 
de l’incidence du photon. Au voisinage du maximum nous écrivons 


I te 
l—vcos8 & + [(1 — v°) + 6°], 


et les termes principaux dans (57,8) donnent 


(1—u®) :0: 
do = 4Z%ari Tu Ep 2) TH 


dOd. (57,9) 

Une integration sur les angles, élémentaire bien qu'assez longue, 
de l'expression (57,8) conduit à la formule suivante pour la section 
totale (F. Sauter, 1931): 


are NA 2 _ ni) 
6 == 2xZatri GT \3 DR | 7 Tr Ver ; 
(57,10) 
où, pour abréger, on a introduit le «facteur lorentzien » 
Il F m —- (9 = 
VV mm (57,11) 


Dans le cas ultrarelativiste cette formule se réduit à l'expression 
simple 

6 2nZ'aurs =. (57,12) 
En ce qui concerne le cas /<£w<£m, le passage dans (57,10) à la 
limite des y—1 petits conduit au résultat dejà connu (56,14). 
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$ 58. Photodésintégration du deuteron 


Une particularité caractéristique du deutéron est que son énergie 
de liaison est petite (devant la profondeur du puits de potentiel). 
Cette circonstance permet de décrire les réactions se déroulant avec 
la participation du deutéron sans connaître dans le détail l’allure 
des forces nucléaires, à l’aide de la seule énergie de liaison 
(cf. III, $ 131). On suppose alors que les longueurs d'onde des 
particules en collision sont grandes devant le rayon d'action a des 
forces nucléaires. 

Ceci concerne aussi bien la désintégration du deutéron par des 
quanta y, pour lesquels ka<£1. On suppose de même que pa << 1, 
p étant l'impulsion du mouvement relatif du neutron et du proton 
libérés (cette condition est plus forte que la précédente !). 

Nous partirons de la formule non relativiste pour la section de 
l'effet photo (56,5) en l’intégrant sur les directions 


‘h M 4 
05 2 3 (Op) yil 
Ici p est l'impulsion du mouvement relatif du proton et du neu- 
tron*, et m dans (56,5) a été remplacé par leur masse réduite M/2 
(M étant la masse du nucléon). On prend l'élément de matrice 
de la vitesse du proton ®,, étant donné que seul le proton interagit 
avec le photon. Exprimant ©, d’après l'impulsion p (9, —-©;2 - p;M), 
il vient 
= nl Pl (58,1) 

L'indice (e) indique que cette formule correspond aux transitions 
dipolaires électriques: ep; M - ev, — d, de sorte que ep; M - iwd,.. 

Fonction d'onde normalisée de l'etat initial (fondamental) du 
deutéron : 


VERS. *-VAT, (58,2 
où /--2,23 MeV est l'énergie de liaison (cf. III, $ 131)°. Pour 
1 L'énergie du photon pour laquelle pa &l(a=1,5-10-1# cm) est de 

15 MeV. 


* Dans ce paragraphe p désigne |p|. 

3 Cette fonction peut ètre précisée en introduisant Ta correction liée à Ja 
finitude de a. On y arrive en remplaçant le cocificient de normalisation dans 
(98,2) par 

y 21 (1 —ax) 


(ci. III, $ 131, problème 1). Par voie de conséquence, le facteur 1/(1—ax) 
apparaît aussi dans les formules pour la section. Précisons que, en fait, cette 
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fonction d'onde de l’état final on pourra prendre la fonction du 
mouvement libre, c'est-à-dire l'onde plane 


p'_- eiPr. (58,3) 


La raison en est que dans la théorie envisagée la « dimension du 
deutéron» 1/4 est considérée comm2 grande devant le ra von efficace 
d'interaction a. Aussi l'interaction entre proton et neutron ne sera 
notée que dans les états S, étant négligée dans les états avec /-Æ 0, 
dont les fonctions d'ondes sont petites aux petites distances. Or, en 
vertu des règles de sélection, les transitions dipolaires électriques 
entre deux états S (l'état fondamental et un état S du spectre 
continu) sont interdites. Ceci permet, dans le cas donné, de négli- 
ger l'interaction de nucléons dans l’état final. 
En intégrant par parties on trouve pour l'élément de matrice 
eT*r 


Pi = —i V  (e-ier V— d'x = 


d 


y x (==) _ y) À 4P 
921 r Jp V 22 p°+ x° 
(cf. nota p. 245). 
Notant de même l'égalité 
l > 2 è 
Fr (6 +p°) = À - =o 
exprimant la conservation de l'énergie, on obtient en définitive la 
section de la photodésintégration sous la forme (dans les unités 
usuelles) 


Re La VTT (hw—1)/: 


e) 
c' 3 M (hw)® 


(58,4) 
H. Bethe, R. Peierls, 1935). Elle présente un maximum pour 
fu —21 et s'annule lorsque fw —-/ et lorsque Aw — co. 
L'absorption dipolaire électrique du photon exprimée par (58,4) 
n'apporte pas, bien entendu, une contribution principale à la section 
au voisinage du seuil de l'effet photo (les x» sont voisins de /). 
Le fait est que, dans ce domaine, l'effet principal doit provenir 
des transitions vers l'état S, transitions qu'on n’a pas dans l’absorp- 
tion dipolaire électrique. On n'en a pas non plus dans l’absorption 
quadrupolaire électrique : bien qu'elles ne contredisent pas dans ce 
cas à la règle de sélection d'après la parité, elles sont interdites 
par la règle de sélection d’après le moment orbital (rappelons qu’on 


correction n'est pas tellement petite: pour l'état fondamental du deutéron 
az & 0,1. 

L'état fondamental du deutéron est l’état 3%S, avec un faible < mélange » 
d'état 3D,, mélange lié à l’action de forces nucléaires tensorielles (cf. 111, $ 116). 
Nous ferons abstraction de ce mélange, et donc des ‘forces tensorielles. 
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néglige les forces tensorielles, sans lesquelles L et S sont séparément 
conservés). Pour calculer la section de photodésintégration au voisi- 
nage du seuil il faudra, de ce fait, considérer l'absorption dipolaire 
magnétique, pour laquelle les règles de sélection permettent des 
transitions entre états S (E. Fermi, 1935). 

Remplaçant dans la formule (58,1) le moment électrique par le 
moment magnétique, il vient 


oën — oMp|n,; (58,5) 


Le moment magnétique du mouvement orbital n'apporte pas de 
contribution à u,;,, étant donné que le moment orbital L n'a pas 
d'éléments de matrice pour les transitions entre états S. Le moment 
magnétique de spin 


LU 25, Te 28 n Fr. 2 (lt, —t) Sh Fi 2u,S, 


où S Ss,-+-Ss, L,, ut, étant les moments magnétiques du proton et 
du neutron. Abstraction faite des forces nucléaires tensorielles, le 
spin total est conservé, de sorte que son opérateur ne donne pas de 
transitions. Ceci étant, 


M; — 2 (S,)ri (u,, ne bn). 


À la même approximation (sans les forces tensorielles) les variables 
de spin et de coordonnées se séparent. En méme temps que les 
fonctions d'ondes, se met sous forme de produit des parties de spin 
et de coordonnées l'élément de matrice 


ur 2h) SMS, 1S,SA > Ÿap'* (r) à Cr) dx. 


Mais par suite de la présence de forces nucléaires spin-spin, l’équa- 
tion d'onde pour les fonctions des coordonnées #(r) contient en 
tant que paramèêtre la valeur S du spin. Si S”’=S, #’(r) et w(r) 
sont fonctions propres d’un seul et mème opérateur, et donc ortho- 
gonales. Ainsi donc, à partir de l'état initial %S la photodésinté- 
gration ne peut s'opérer que vers un état du spectre continu !S. 

On doit, bien entendu, prendre la moyenne du carré [u,; f° 
dans (58,5) sur les projections M du spin S$S dans l’état initial. 
Ainsi donc, le problème se ramène au calcul de la quantité 


Ù ’ ’ o 
ST 2 L<sS'M'|s,1s,SM>F, 


avec S,=5, = 1/2, S-.1, S”’-0. D'après les formules générales pour 
les éléments de matrice lors de l'addition des moments, cette quan- 
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tité vaut 
] 
nent Sp 1 559) F = 
s, S'Ss|*,., | : 
1 + [ns lits, 1 ns, F + SE 
{" 


[on a utilisé les formules 111 (107,11), (109,3)]. L'élément de 
matrice réduit : 


SES = GE DES, ED +. 
La formule (58,5) prend finalement la forme 
Has 0 : 
gt) 7 vMp(u, —u,) (+ tdsx É (58,6) 


La fonction initiale + est donnée par la formule (58,2). La fonc- 
tion finale 


nl UT. 
Ÿ 7) +R pn 


C'est le premier ({ 0) terme du développement (56,7) d'une fonc- 
tion contenant une onde asymplotiquement plane et une onde sphé- 
rique convergente ; le facteur de phase inessentiel a été omis. L'in- 
tégration étant faite dans le domaine extérieur au rayon d'action 
des forces nucléaires, la fonction radiale s'écrit : 


2 sin (pr -- Ô 
Rite À FM 


La phase Ô est liée à la grandeur du niveau virtuel (/, = 0,067 MeV) 
du système « proton + neutron» pour S 

ctg Ô 2, x, --) Mi, 
(cf. III, $ 131). A présent 


\ p'pdix = (27) /: > 


e° 


4— ip 


enr eo dr (2x): VA 1m 


À la suite de transformations algébriques ro on obtient 
l'expression suivante pour la section de la photodésintegration (en 
unités ordinaires) : 


8x à Go D(VT+VR} 

in) = — 11} ' 
Gp (58,7) 
Lorsque fw —/ cette section tend vers zéro comme | fw—1 en 
conformité avec les propriétés générales du comportement des sections 
au voisinage du seuil de réaction (III, $ 144). 
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La capture radiative d’un proton par un neutron constitue le 
processus inverse de la photodésintégration. La section de la cap- 
ture (o.) se déduit de la section de l'effet photo (o,,) à l’aide du 
principe d'équilibre détaillé [comp. déduction de (56,15)]. Le poids 
statistique de spin du neutron et du proton est 2-2 :4. Quant au 
poids statistique du deutéron (dans l'état avec S - 1) et du photon, 
il vaut 3-2--6. Ceci étant, 

3 Go 3 (hun)° ; (58,8) 


C2 pr VW oMe (ft) 


$S 59. Rayonnement de freinage magnétique ! 


Conformément à la théorie classique (II, $ 74), un électron ultra- 
relativiste en mouvement dans un champ magnétique constant # 
rayonne un spectre quasi continu avec un maximum pour la fré- 
quence 


FT Æ) (59,1) 

ds H H 
, LS eh 0 9 
Oo [3] - (59,2 


est la fréquence de révolution de l'électron d'énergie € sur une or- 
bite circulaire (dans un plan perpendiculaire au champ)*. 

Les effets quantiques dans le rayonnement de freinage magnéti- 
que ont une double origine : quantification du mouvement de l'élec- 
tron et recul quantique lors de l'émission d’un photon. Ce dernier 
est défini par la grandeur du rapport hw!e, et la condition d’appli- 
cation de la théorie classique exige qu'il soit petit. En relation 
avec cela, il est commode d'introduire le paramètre 


,. Hipl o He ho fe \s 
LH, m —Hm n (+) ; (59,5) 
où H,—m°jeh (— m°c/eh) —4,4.-101* gauss. Dans le domaine clas- 
sique 4x — Aw/e<£ 1. Dans le cas inverse (4 > 1) l'énergie du photon 
émis w —e, et (nous le verrons plus loin) une partie importante 
du spectre s'étend jusqu'à même les fréquences auxquelles l'énergie 
de l’électron après l'émission 
Em su : (59,4) 


Pour que l’électron reste ultrarelativiste, le champ doit satisfaire à 
la condition 


TE 1. (59,5) 


1 Ce paragraphe a été écrit en collaboration avec V. Bayer. 
2? On pose dans ce paragraphe c—1, mais on conserve les facteurs À. 
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Pour ce qui est de la quantification du mouvement lui-même de 
l'électron, elle est caractérisée par le rapport Auw,/e; Aw, est la 
distance entre niveaux d'énergie voisins au cours du mouvement 
dans le champ magnétique. Etant donné que 


ho LH /m\ 


on a en vertu de (59,5) Lo, € <e, c'est-à-dire que le mouvement de 
l'électron est quasi classique indépendamment de la valeur de x. 
En d’autres termes, on peut faire abstraction de la non-commuta- 
tivité des opérateurs des variables dynamiques de l’électron entre 
eux (de grandeur —hu,/e), tout en tenant compte de leur non- 
commutativité avec les opérateurs du champ photonique (de gran- 
deur — Aw/e)!. 

Les fonctions d'ondes quasi classiques des états stationnaires 
de l’électron dans le champ extérieur peuvent s'écrire sous la forme 
symbolique 


= ru tpe À tr). (59,6) 


où les p(r) —exp(iS/h) sont les fonctions d'ondes quasi classiques 
de la particule sans spin [S(r) est son action classique]; «u(p) 
est le bispineur opcratoriel 


V en Im ù : 
hf 
VHE mm 


qui se déduit de l'amplitude de l'onde plane u (p) 
(23,9) en remplaçant p et € par les opérateurs: : 


p—P—eA - —ihiT—eA, H =V/p° LU 


P étant l'impulsion généralisée de la particule dans le champ de 
potentiel vecteur A(r); peu importe l’ordre dans lequel figurent 
les facteurs opératoriels dans #, abstraction étant faite de leur 
non-commutativité; l'état de spin de l'électron est déterminé par 
le spineur tridimensionnel &w 


1 La solution complète du problème quantique du rayonnement de freinage 
magnétique a été donnée pour la première fois par N. Klépikou (1954), et la 
première correction Aus nnqUe à la formule classique, par À. Sokolov, N. Klé- 
pikov et /. Ternov (1952). 

La déduction des formules (59,23) ct (59,30) exposée dans ce paragraphe, 
qui utilise explicitement le caractère quasi classique du mouvement, appartient 
à V. Bayer et V. Katkov (1967). Une méthode analogue avait été utilisce antc- 
ricurement par J. Schwinger (1954) pour obtenir la premiére correction quantique 
dans l'intensité du rayonnement. 

* Dans ce paragraphe (contrairement au chap. IV) l'impulsion généralisée 
est désignée par la lettre majuscule P; la notation p est réservée à l'impulsion 
ordinaire (cinetique). 
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Pour calculer la probabilité du rayonnement d’un photon dans 
le cas quasi classique, il est commode de partir non pas de la for- 
mule définitive de la théorie des perturbations (44,3), mais de la 
formule où l'intégration sur le temps n'est pas encore faite. 

On a pour la probabilité différentielle totale pour le temps tout 
entier !: 


D ne dk C 
do = Êlas Pass ans | Vito di (59,7) 


— Z 


[comp. par exemple III (41,2)]; la sommation porte sur les états 
finaux de l'électron. 

Compte tenu de (59,6) l'élément de matrice V,;({) pour l’émis- 
sion d'un photon w, k peut s'écrire sous la forme opératorielle : 


— nn . Ht + an H! 
ve VE larger D Jour (eg) BLUE ps 
sit ) L'oËu Pr V 5H ( ) y 2H P; 


les opérateurs entre crochets [...] agissant à gauche; le champ du 
photon a été choisi en jauge 3-transversale. Les facteurs exp (+iH{/ñ) 
transforment les opérateurs de Schrôdinger écrits entre eux en opé- 
rateurs dépendant explicitement du temps de la représentation de 
Heisenberg. Ecrivons V,({) sous la forme 


Vo = LE <FIQUIE: ét, (59,8) 
6) 
où Q({) désigne l'opérateur de Heisenberg 

Q(#) . van (ue) gite DRE : (59,8a) 


et où l'élément de matrice <f[...1|£> est pris par rapport aux fonc- 
tions p,, p;. 

La sommation dans (59,7) porte sur toutes les fonctions d'ondes 
finales @,; elle se fait au moyen de l'égalité 


291 (r')p,(r) -: Cr —r), 
qui exprime que le système de fonctions æ, est complet ©. On obtient 


1 Substituant V,;(1)=Vefwpit, il vient: a; —21V,;0 (w,;). Notant que le 
carre de la fonction à doit ètre compris comme (cf. page 295) 


[Ô (y) — 1278 (w;;), 


t étant le temps d'observation tout entier, on déduit de (59,7) pour la proba- 
bilité dans l'unité de temps la formule (44,3). 

* Rappelons que l'intégration par rapport au temps dans (59,7) n'a pas été 
faite encore, si bien que la conservation de l'énergie n'est pas mise en évidence 
ct la sommation sur 4, n'est limitée par aucune restriction, 
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finalement | 
do 2 | dt, [disent <ilQ* (1) Q(1)1i>. (69,9) 


Si l'intégration se fait par rapport à un temps suffisamment long, 
on peut introduire au lieu de f, et f. les nouvelles variables 
lite 
T 2f,—t,, lt = 
et considérer dans l'intégrale sur df l'expression sous le signe somme 
comme la probabilité d'émission dans l'unité de temps. En la mul- 
tipliant par Aw on obtient l'intensité 


di = dk (e-is çà 


/ T° 4 T\l.. 
Q+ +3) Q \l 3; dt. (59,10) 


L'électron ultrarelativiste rayonne dans un cône étroit sous des 
angles Ü = m/e avec sa vitesse 9. C'est pourquoi le rayonnement 
dans la direction donnée #7 :k;/w est formé sur l'arc de trajectoire 
où © tourne d’un angle = m;e. Cet arc est décrit dans un temps + 
tel que T|o|[ =tw,-— miel. C'est précisément ce domaine qui 
apporte la principale contribution dans l'intégrale sur dt. Aussi dans 
les calculs ultérieurs développerons-nous systématiquement toutes 
les quantités en puissances de w,t. Mais alors force peut être de 
conserver plusieurs termes du développement, par suite de réduc- 
tions dues à ce que 1 —n0 — 0° — (m/e)°. 

Si l’on met l'opérateur Q*Q sous la forme de produit d’opéra- 
teurs commutatifs (avec la précision exigée), l'opération qui consiste 
à prendre l'élément de matrice diagonal <i[...[|i> se réduit au 
remplacement de ces opérateurs par les valeurs classiques (des fonc- 
tions du temps) des quantités correspondantes. On atteint ce but 
comme suit. 

D'après ce qu'on a dit plus haut, dans l'expression de Q (/) 
æule doit être prise en considération la non-commutativité des 
opérateurs électroniques avec l'opérateur exp (—ikr (t)) lié au champ 
photonique. On a 


pet" etat (p—hk), (59,11) 
H(phe-i#" =e-itrH (p—ñk). (59,12) 
Ces formules résultent du fait que e-i#" est l’opéraleur transla- 
tion dans l’espace des impulsions. A l’aide de (59,11-12) on fait 
passer dans (59,8a) à gauche l'opérateur e-/#"() et on écrit Q (f) 
sous la forme 
QU) = e EUR (6), 


* , u;(p) 
R (9) = 40) (me*) 2 


(59,13) 
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où H'=H(p—ñ&), p=p—ñÂk. 
À présent, 
Q:Q, a R.ef#rre-irtiR, (59,14) 


(ici et dans la suite les indices 1 et 2 spécifient les valeurs de la 
quantité aux instants /, _{—T+;2 et f. -{+71;2). Reste à calculer 
le produit des deux opérateurs non commutants e-'#r: et e- in, Ce pro- 
duit lui-même peut être considéré comme commutant avec les autres 
facteurs. 
Posons 
L (E) . p-iwt (G-Dpiètrrp-iékr, : (59, 15) 


E étant un paramètre auxiliaire; l'opérateur qui nous intéresse 
est L(1). Dérivant la définition (59,15) par rapport à £, on obtient 
l'équation différentielle 


dl 
dE 


où l’on a posé pour abréger 


= L (£)eñ#mbe- in, (59,16) 


b—ik(r, —r,)—iot. 


La quantité b peut s'exprimer au moyen de p, =p(f,) à l’aide de 
l'équation du mouvement classique dans le plan perpendiculaire à A1: 


._ eHT XxH / eHT' 
Pa li= Sp Sin ae (1 — cos ) 


(cf. II, $ 21), ou bien en développant en puissances de T: 


Pr = (— à +0, X H= T2: (59,17) 
D'où il vient pour b(p,): 
bp.) & iut (Goun—1) + D | (59,172) 


(dans le dernier terme on a posé #0, = 1). Ayant de nouveau en 
vue le sens de e-'*" en tant qu'opérateur de translation dans 
l'espace p, il vient 


een b(p,)e- fé = b (p, —EhE) —0>; 


le signe — en indice ici et plus bas signifie que la quantité est prise 
comme fonction de p,—Ehk. Transiormons b_ en prenant b(p) dans 


1 Ceci peut se faire, étant donné que la non-commutativité des composantes 
de la vitesse dans le champ magnétique fait apparaître des termes d'ordre re- 
latif hwo/e et est inessentielle. 
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(59,17a). On écrit dans le fes terme 


on f(on}—1] = (pin —Eho) —(p, —EÂk) — mt} = 


€ g" 
= PRE ee @n— 1). 
La transformation des autres termes dans (59,17a) consiste seulement 
à remplacer au dénominateur e par e_. De sorte que b_ — (e/e_)* b. 
Notant à présent que les directions p et # sont voisines et quee Æ p, 
on peut poser avec la précision requise e_æ e—tha. 
On obtient Mis bo a sous la forme 


= = LE) 


= 
Ici l’ordre des facteurs n'est plus essentiel et toutes les quantités 


peuvent être considérées comme classiques. Résolvant cette équation 
avec la condition L(0) —eï”t, on obtient 


L(E) exp { + L ju ; 
de sorte que | 


L(1) =exp Liur + (kr, —kr,—ur)|, (59,18) 


où & —e—ñho. 
Transformons les autres facteurs dans (59,14). En développant 


directement le produit dans R(f) [la matrice &« étant prise dans 
(21,20), on trouve 


R(t)=w;e [A+i(Bxo)]w,, (59,19) 
_piIi | e+e” 
À E(str)=S 


_ 1 P P' ho m 
B=5( LE) 2e” (n n—v+o®), 
où &=e—hw, p'(t)=p(t)—hk, n —kjo; les termes d'ordres supé- 
rieurs en m/e ont été omis. De sorte qu'on a finalement 


<i|Q+Q, | i> — RÈR: exp déur + i = (kr. —kr,—ur)| 


res — iB, x 6)e] 22 


(59,20) 


RER, = [(A, + iB, x o) e*]. 


Les facteurs (1 + &c);2 sont les matrices densités polarisatoires à 

deux rangées de l’électron initial et de l’électron final. 
Considérons l'intensité de rayonnement sommée sur les polarisa- 

tions du photon et de l’électron final et médiée sur les polarisations 


9 2460 


258 RAYONNEMENT 


de l'électron initial. Faisant les opérations indiquées, un calcul 
simple 7 


ù LU RIR = (9 ++ ALORS 
Pre 


Avec la précision requise 
: 2 . o .e m° | " a 
DD, = D — 0 + OU = l — 5 —5 mit. 


Substituant ces expressions dans (59,20), puis dans (59,10), il vient 
compte tenu de (59,17) 


di = — À dw do, 
rss tie : 
x | (+ SE ur) exp J— RE (1 nv+> ui} dr. (59,21) 


Cette formule donne la distribution spectrale et angulaire de l'in- 
tensité du rayonnement. 

Introduisons l'angle Ÿ entre # et le plan de l'orbite de l’électron, 
ainsi que l'angle # entre la projection de # sur ce plan et ©. No- 
tant que les petits angles apportent la principale contribution à 
l'intégrale, on peut poser 

no vcos d cos æ » 1) 


D 


Pour intégrer la formule (59,21), il est commode d’introduire 
lu lieu de 7, 1: les nouvelles variables x, y définies par les relations : 


2008 \ _ 20e" \' sx —y 
or = (2) | “(x+y), vŸ - | — | 5: 


Alors l'exposant de l’exponentielle dans (59,21) prend la forme 


or. x y 
—HMET + UM +$) 


1 On s'est servi également ici de la circonstance suivante. Lors de la som- 
mation sur e: 


2i(rie) (0.6*)= 0,0, — (in) (on). 
e 
Mais lorsqu'on substitue (59,20) dans (59,9) on peut intégrer par parties en re- 
marquant que 
ie ie’ d ie 
(2,7) exp (Fm) en di eXp (-Fan) . 


et de même pour ®.n#. Ceci fait, on trouve que, pour continuer l'intégration, 
9, et #.n peuvent être remplacés ici par 1 
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où l’on a introduit les notations . 


a=(#) "(+06 sb, 62%. (69%) 
24 E m 


e — hu ' 


Les intégrales sur dx dy s'expriment à l'aide de la fonction d'Airy 
et de sa dérivée'. On obtient finalement la distribution spectrale 
sous forme d’integrale 
dl __ 2e°m° u Œ” 
24 


x | (0: + (1+8)/1+ 5) Lo: (+ + en) dS. (59,23) 


La contribution principale à l’intégrale est apportée par les angles 
Ô — mJe (ô — 1). Le maximum de la distribution est situé aux Îré- 


Fig. 5 


quences où n — (Âw/e’4):— 1. Pour 4<£1 de là résulte (59,1), et 
pour X>>1, (99,4). 

On a représenté sur la fig. 5 les graphiques de la distribution 
spectrale pour diverses valeurs de 4 *. On a reporte la quantité 
= 
JAP d'(u;w,.) à 

en fonction de w/w,, où 
EZ I 2e*m°y°  2c4H°e 
ie à Lo 7 1 » ce 
“ar 4 3h: 3m 
1 Pour la définition de la fonction d’Airv et son lien avec les fonctions de 
Macdonald, cf. tome III, $ b. ct troisième éd. du tome I], pages 201, 267. 


3 Les graphiques des fig. 5 et 6 ont été construits d’après les calculs de 
N. Klépikov. 


9* 


ho = 
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LA est l'intensité totale classique du rayonnement [cf. 1 (74,2)]. 
Utilisant la relation 


®* (1) + + D: (n) = 5e Fa On) 


et remplaçant la variable ô conformément à (4/2y%)"#0® —f, nous 
recopierons (59,23) sous la forme 


di 2em® ou f[ et D u° ) | | D=(2-":x 1), 
x dx®|f Û 


© 2(1--u) 


 ENVENEs 


S 


Fig. 6 


où x —(u/x})">. Utilisant ensuite la formule 


7 dt: (2x +1) — a | D(x) dx, 


LIVE 
0 
on met la distribution spectrale sous la forme 
dl ___ em: u C 2 | u* , | 
D = he l D (x) dx + < (+ ——) D 4} . (59,24) 


1 Pour la déduction de cette formule, voir l’article : D. E. Aspnes, Phys. 
Rev. 147, 554 (1966). 
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Dans le cas limite classique on a Aw<£e, de sorte que u & Aw/e, 
x Z (uw/o,)"> (m/e})*, et (59,24) se réduit à la formule classique Il 
(74,13). 
Ecrivant 
d! dl d} € 


16 [U — du) du 


et intégrant sur du de O à œ {dans le premier terme de (59,24) on 
intègre deux fois], on obtient 


œ _ 


MT ge ®D"(x) x dx. (59,25) 


0 
La fig. 6 représente le graphique de 7 (#)//... 
Pour x<£1 est essentiel dans l'intégrale le domaine des x — I. 


Développant l'expression sous le signe somme par rapport à x et 
intégrant ce développement à l’aide de la formule 


É v (D’'(- ni LS I 1V— ; [v ! f : |] 
\ \ OR DéT(E+I)r +); 
0 

on obtient 

55 


1= ta ( — dE 1 +48 —...). (59,26) 
Pour Xÿ> 1 dans l'intégrale est essentiel le domaine où #x°":— 1, 
c'est-à-dire x<& 1. Aussi peut-on remplacer en première approximation 
O'(x) par D'(0) =—3"".T (2/3)/2 V x, après quoi l'intégration con- 
duit au résultat suivant : 
— 327 (2,3) e°m° 1, em He 2 
1e TT (8x) + = 0,82 Cri . (59,27) 
Le rayonnement de freinage magnétique donne naissance à la 
polarisation des électrons qui se meuvent dans le champ ( 4. Soko- 
lov, 1. Ternov, 1963). Pour examiner cette question, il faut trouver 
la probabilité de transition radiative avec renversement du spin. 
Posant dans (59,20) &;,=—&,=6, [&[=1, on obtient 
R:R, = (B,B.)—(e*B,) (eB.) — 
—[e* (B, <$)] [e(B, x £)] —ài (£e°) [e (B, X B.)]. 


La sommation sur les polarisations du photon donne après des 
transformations simples 


2 RER, =(B,B,)[1—(£n)] + 
+ (Gr) (nB,) (6B.) + (ên) (2B.) (ÈB,)—i[5—n#(n8)] (8, x B.). (59,28) 
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Nous supposerons %<£1 et nous ne chercherons que le terme 
principal du développement de la probabilité en puissance de 4. 
Comme l'expression (59,28) [avec B pris dans (59,19)] contient déjà 
h*, toutes les quantités restantes e’ [aussi bien dans l’exposant de 
l'exponentielle dans (59,20)] peuvent être remplacées par &. 

Développant 


0) 


B-g(n—o+ro+ot), 


uw T:., _.m 
B,-n(n—o— 0+0) , 


T° .. 
ali =10+ 70 


et substituant (59,28) dans (59,20), puis dans (59,10), on trouve la 
probabilité de transition différentielle dans l'unité de temps 
(di =dl/ñw). Son intégration sur d'k se fait à l’aide de la formule 


Verte) (69,2) 


où dans le cas donné 
a a a m° t°w: 
Xo =T; LX=r, "1, X° = Xi — X° = T° ee +5) é 
Le calcul conduit à 


a À? /e\s dz 3 5 
me (mn) Prenant 
l 6) : 2i : î 
++) En} t(oxo)| : 
où on a fait la substitution z-—tuw,e/m, le contour d'intégration 
sur dz passant sous l’axe réel et se refermant dans le demi-plan 


inférieur. Faisant cette dernière intégration, on obtient finalement 
la probabilité totale de transition radiative avec renversement du 


spin : 
5V3a h? /e\s . 2,2 8V3e, 
Re RE (eV og (1 Sri r), (69,30) 


m° \m 


où y —=60, S1-=CH/H. Cette formule s'applique aux électrons 
(e < 0) ainsi qu'aux positrons (e > 0). 

La probabilité (59,30) ne dépend pas du signe de la polarisa- 
tion longitudinale £,;, mais elle dépend du signe de £,. C'est pour- 
quoi Ja polarisation qui apparaît par suite du rayonnement est elle 
aussi transversale’. Pour les électrons la probabilité de transition 


1 Du reste, celle circonstance est a priori évidente: le vecteur axial de la 
polarisation apparue ne peut ètre dirigé que suivant le seul vecteur axial figu- 
rant dans le problème, #. 
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d’un état de spin dirigé «dans le, sens du champ» (£: _ 1) vers un 
état de spin «opposé au champ» est plus grande que la probabilité 
de la transition inverse. Aussi la polarisation radiative des électrons 
est-elle dirigée contre le champ, et son degré en état stationnaire 
est (pour &, = O) - 


w(i=—l)—-wÉ,=1) 8y3 


BE =—-Dieti=l) 5 0,93. 


Les positrons se polarisent (avec le même degré) dans le sens du 
champ. 


CHAPITRE VI 
DIFFUSION DE LA LUMIERE 


$ 60. Tenseur de diffusion 


La diffusion d'un photon par un système électrique (nous envi- 
sagerons, pour fixer les idées, un atome) représente l'absorption d'un 
photon initial k avec émission simultanée d’un autre photon k. 
Alors l’atome peut rester ou bien au niveau initial, ou bien se re- 
trouver à un autre niveau d'énergie discret quelconque. Dans le pre- 
mier cas, la fréquence du photon ne varie pas (diffusion de Rayleigh 
ou sans déplacement), dans le second, elle varie de 


w'—w=£,—E,, (60,1) 


E,, E, étant les énergies initiale et finale de l'atome (diffusion 
combinée ou avec déplacement ) ‘. 

L'opérateur de perturbation électromagnétique n'ayant pas d'élé- 
ments de matrice pour les transitions avec changement simultané de 
deux nombres d’occupation photoniques, l'effet de diffusion n'appa- 
rait qu’à la seconde approximation de la théorie des perturbations. 
On doit considérer que le processus passe par des états intermédiai- 
res déterminés, qui peuvent être de deux types: 

I. Un photon À est absorbé, l'atome passe dans un de ses états 
possibles E,; puis lors de la transition ultérieure dans l'état final 
est émis un photon k'; 

Il. Un photon k’ est émis, l'atome passe dans l’état E,; lors 
de la transition dans l’état final un photon À est absorbé. 

Le rôle d’élément de matrice pour le processus envisagé est tenu 
par la somme {[cf. [11 (43,6)] 


: nn : à 
Via > Er Eu sx) , (60,2) 


16, 1-6} 


où l'énergie initiale du système « atome + photons» est $, — E, +, 


1 Dans ce chapitre, les quantités se rapportant aux états initial et final 
du système diffusant seront spécifiées par les indices 1 et 2. 
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et lesénergies des états intermédiajres 
Sn = En En = n+®+uw”. 
Les V.. sont les éléments de matrice d'absorption du photon k, 


les V’. les éléments de matrice d'émission du photon k’; l'état 


initial est exclu de la sommation sur n (ce qu'on a indiqué en 
accentuant le signe de sommation). La section de diffusion 


.0”"do" 
do —2x|V., PIN (60,3) 
do’ étant l'élément d'angle solide pour les directions k'!. 

Nous considérerons que les longueurs d'onde des photons initial 
et final sont grandes devant les dimensions a du système diffusant. 
En conséquence, nous considérerons toutes les transitions à l’appro- 
ximation dipolaire. Si l’on décrit les états des photons par des 
ondes planes, cette approximation se traduit par le remplacement 
des facteurs ef*” par l'unité. Alors les fonctions d'ondes des photons 
(en jauge 3-transversale) 

: Are {of Ur e if 
An | 47 Tr » Aew =] 47 ou à 


Dans les conditions envisagées l'opérateur d'interaction électro- 
magnétique peut s'écrire sous la forme 

V -— dE, (60,4) 

E.-— À étant l'opérateur du champ, d l’opérateur du moment dipo- 

laire de l’atome (de façon analogue à l'expression classique de l’é- 


nergie d'un système de petites dimensions dans un champ électrique, 
cf. II, $ 42). Ses éléments de matrice: 


Va — — 270 (ed,,), Von = V 210" (e*d.,). 
Substituant ces expressions dans (60,2-3), on obtient la section de 
diffusion (nous l'écrivons en unités ordinaires ©) : 

do V° | (d.,e'*) (de) , (d:ne) ne | 


—. Ù w,—w | We + 0) 


® «xp do’ 
L] 


——_—__—_——— 


Fa (60,5) 


hw,, =E,—E, how,.:-E,—E.. 
La sommation met en jeu tous les états possibles de l'atome, dont 


1 L'énergie de la lumière d/” diffusée (en ls) dans l'angle solide do’ a pour 
expression en fonction de l'intensité / (densité du flux d'énergie) de la lumière 
incidente 

dl'=1 = do. 


(in 


* Cette formule a été deduite pour la première fois par H. À. Kramers et 
W. Heisenberg, 1925. 
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ceux du spectre continu (alors les états 1 et 2 disparaissent auto- 
matiquement de la sommation, étant donné que les éléments de 
matrice diagonaux d,, - d.. -: 0). 

Introduisons la notation! 


(Cha 552 > | es (dyu 1 (dy)an ns (60,6) 


(i, R= x, u, z sont des indices vectoriels tridimensionnels). Elle per- 
met de recopier la formule (60,5) sous la forme 


do = w (wo +.) |(c)s6;"es [° do’. (60,7) 


La notation (60,6) est justifiée par le fait que cette somme peut 
effectivement être représentée en tant qu'élément de matrice d’un 
certain tenseur. Le plus simple pour s’en assurer est d’introduire la 
quantit® vectorielle b dont l'opérateur vérifie l'équation 


L2] d 
£ d + o) b -d. 
Ses éléments de matrice : 


o—w, 7 #1 +,” 


b,; du . den 
de sorte que 
(Cix)ai — (xd; — diby)as. (60,8) 


Les éléments de matrice (c;)., seront appelés fenseur de diffusion de 
la lumière. 

Il résulte de ce qui précède que les règles de sélection pour la 
diffusion coïncident avec les règles de sélection pour les éléments 
de matrice d’un tenseur arbitraire du second ordre. Notons d'emblée 
que si un système possède un centre de symétrie (si bien que ses 
etats peuvent être classés suivant la parité), les transitions ne sont 
possibles qu'entre états de même parité (y compris les transitions 
sans changement d'état). Cette règle est l’inverse de la règle de 
sélection d’après la parité lors du rayonnement (dipolaire electrique), 
de sorte qu’on a l'interdiction alternative suivante: les transitions 
permises en rayonnement sont interdites en diffusion, celles permi- 
ses en diffusion sont interdites en rayonnement. 

Décomposons le tenseur c;, en parties irréductibles : 


Ci = Cr = Ci, + Ch (60,9) 


1 La plupart des résultats ultérieurs exposés aux $ 60-62 appartiennent à 
G. Placzek, 1931-1933. 
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où . 
l 
c° —= 3 Ci 
l 
Ge = p (Cie + x) — Be (60,10) 
Ï 
Cik = 7 (Cix — Ci) 


sont respectivement un scalaire, un tenseur symétrique (de trace 
nulle) et un tenseur Ti Leurs éléments de matrice : 


(C*)a = +2 TE — (d)29 (dir (60,11) 


3 2 (co, — ©) (0, 


(cie a = 7 2 ntm [(d;}an (dy)un + (dx}an (dan) —(C) Bite 


(O,,1 — 0) (0,,: -!- 0) 


(O1 — 0) (Gus +0) 


(60,12) 
(cu). ee ___ vd Den (dg)ni —(dg)an (di) : (60, 13) 


Nous allons examiner quelques propriétés du tenseur de diffusion 
dans les cas limites des petites et des grandes fréquences du 
photon :. 

Pour la diffusion sans déplacement QE -- 0) la partie antisymé- 
trique du tenseur s’annule lorsque w —-0 [en raison du facteur w 
devant la somme dans (60,13)]. Quant aux parties scalaire et symé- 
trique du tenseur de diffusion, elles tendent vers des limites finies 
lorsque w —-0. Ceci étant, la section pour les petits w est proportion- 
nelle à w*. 

Dans le cas inverse où la fréquence w est grande devant toutes 
les fréquences essentielles &,,, w,. dans (60,6) (mais, bien entendu, 
comme auparavant, la longueur d'onde > a), on doit revenir aux 
formules de la théorie classique. Le premier terme du developpe- 
ment du tenseur de diffusion en puissances de l'w est 

: ÿ I(dz)on (d')u1 — (di) (dyn] 7 _ (d,d; — ddy) 


w 


et s’annule en vertu de la commutation des opérateurs d;, d,. Le 
terme suivant du développement 


(Cix)ar _ _. D [o., (dy) (d;),1 EE (d;).,0,: (d,)h] Es _. (dd; —d;dy)s. 


Utilisant la définition d = Ser (somme sur tous les électrons dans 
l'atome) et les règles de commutation entre impulsions et coordon- 


1 Le cas de la résonance (lorsque w est voisin de l’une des fréquences 
W,,, OU w,,) Sera examiné au $ 64. 
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nées, on obtient 
Z » 
Cxhis = — bu (Cxbn - 0, (60,14) 


Z étant le nombre total d'électrons dans le système. Ainsi, à la 
limite des grandes fréquences seule subsiste dans le tenseur de dif- 
fusion la partie scalaire, et la diffusion a lieu sans changement de 
l’état du système (c'est-à-dire que la diffusion est tout entière cohé- 
rente, voir plus bas). La section de la diffusion dans ce cas 


do -r#Z:|e"el* do’, (60,15) 


où r,—e/m. Après sommation sur les polarisations du photon final 
on obtient la formule 


do -riZ*[1—(en')*] do”. r;Z* sin* 8.do”, (60,16) 


qui coincide effectivement avec la formule classique de Thomson {cf. I] 
(80,7)] (0 est l’angle entre la direction de la diffusion et le vecteur 
polarisation du photon incident). 

Considérons la diffusion de la lumière par un groupe de NW ato- 
mes identiques disposés dans un volume dont les dimensions sont 
petites devant la longueur d'onde. Le tenseur de diffusion par un 
tel groupe sera égal à la somme des tenseurs de diffusion par cha- 
cun des atomes. Mais alors on aura en vue qu'on ne saurait sim- 
plement considérer comme égales les fonctions d'ondes (à l’aide des- 
quelles sont calculés les éléments de matrice du moment dipolaire) 
pour plusieurs atomes identiques simultanément considérés. De par 
leur essence, les fonctions d'ondes ne sont déterminées qu'à un fac- 
teur de phase arbitraire près, et chaque atome a son propre facteur. 
La section de diffusion doit être médiée sur les facteurs de phase 
de chaque atome indépendamment. 

Le tenseur de diffusion (c;,)., de chaque atome contient le fac- 
teur e“w:-#2, p, et p. étant les phases des fonctions d'ondes des 
états initial et final. Pour la diffusion avec déplacement les états 
1 et 2 sont différents, et ce facteur diffère de l’unité. Dans le carré 


du module 
| e;'ek > (Cia F 


(somme sur tous les N atomes) les produits des termes de la somme 
qui se rapportent à différents atomes contiennent des facteurs de 
phase s’annulant lors de la médiation indépendante sur les phases 
des atomes; seuls subsistent les carrés des modules de chacun des 
termes. Cela signifie que la section totale de diffusion par les N 
atomes s'obtient en multipliant par N la section de diffusion par 
un atome (la diffusion est incohérente). 

Mais si l’état initial et l’état final d’un atome coïncident, les 
facteurs e/%-# =]. Dans ce cas, l'amplitude de diffusion par le 
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groupe d’atomes diffère par le facteur W de l'amplitude de diffusion 
par un atome, et la section de diffusion, respectivement par le fac- 
teur NW? (la diffusion est cohérente). Si le niveau d'énergie d’un 
atome n’est pas dégénéré, la diffusion sans déplacement sera, de la 
sorte, complètement cohérente. Mais si le niveau d'énergie est dé- 
généré, il existera aussi une diffusion incohérente sans déplacement 
provenant des transitions de l’atome entre divers états mutuelle- 
ment dégénérés. Notons que cette dernière est un effet purement 
quantique : en théorie classique, une diffusion sans changement de 
fréquence est cohérente. 

Le tenseur de diffusion cohérente est donné par l’élément de 
matrice diagonal (c,,),,; notons-le &;, (omettant, pour alléger l’écri- 
ture, l'indice spécifiant l’état de l’atome). En vertu de (60,6): 


(d;) ni (d Pi : dx) n (d;), 
Gix (0) = (Chu = ÿ TS — + Me Ces : (60,17) 
Notant que (d.),,=(d;)#, il est facile de voir que ce tenseur est 
hermitique ! : 


a, =a%. (60, 18) 


Cela signifie que ses parties scalaire et symétrique sont réelles, la 
partie antisymétrique étant imaginaire. Notons que la partie anti- 
symétrique est nulle si l’atome est en état non dégénéré; la fonc- 
tion d'onde d’un tel état est réelle*, si bien qu’il en est de même 
des éléments de matrice diagonaux. 

Le tenseur &,, est lié à la polarisabilité de l’atome dans un 
champ électrique extérieur. Pour déduire ce lien, calculons la cor- 
rection à la valeur moyenne du moment dipolaire du système lors- 
qu'il est plongé dans un champ électrique extérieur 


+ (Ee-iut + Eelut). (60,19) 
On peut opérer en utilisant la formule connue de la théorie des 


! Ce résultat provient de ce qu'on néglige la largeur naturelle de la raie. 
et donc aussi la possibilité d'absorption de la lumière incidente, cf. $ 64. 

? Rappelons que ceci est lié à la symétrie par rapport à l'inversion du signe 
du temps (il est sous-entendu que le champ magnétique exterieur est absent). 
Lorsqu'on remplace { par —{ la fonction d'onde # de l'état stationnaire est 
remplacée par +”, c'est-à-dire que + et #* décrivent toutes deux des états pos- 
sibles avec la même énergie. [l en résulte que si le niveau n'est pas dégénére, 
et #* doivent coïncider (à un facteur de phase inessentiel près), si bien que 
peut toujours ètre déterminée en tant que fonction réelle. Mais si le niveau est 
dégénéré, par conjugaison complexe les fonctions d'ondes relatives au niveau 
donné se transforment l'une au moyen de l’autre, de sorte qu'elles ne sont pas 
forcément réelles. 
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perturbations (cf. 111, $ 40): si un système subit une perturbation 
V 1 Fe-éist +- F+eiñvt, 


la correction du premier ordre aux éléments de matrice diagonaux 
d’une quantité f est 


0) F op, | 
(D (f) — -2 HE + HiPin, | e-fwt D 


1 [Hits RTS far Fm 


Wyi + 0 Eu WU — 0. 


it À 
e J . 


Dans le cas donné 


| 
et on trouve pour la correction à l'élément de matrice diagonal du 
moment dipolaire 


(D) — _ + (de-ivt + d*eiv!), (60,20) 


d étant le vecteur de composantes 
d. — a;,E,. (60,21) 


Cette dernière formule montre que le tenseur de diffusion cohé- 
rente sans déplacement &,,(w) est en même temps le fenseur de po- 
larisabilité de l'atome dans le champ de fréquence w. Pour w —0 
la formule (60,21) se réduit à la formule 111 (76,6) avec le tenseur 
de polarisabilité statique &.,(0) sous la forme sous laquelle il est 
défini par la théorie ordinaire des perturbations dans un champ 
constant. 


Problemes ! 


. Calculer la probabilité d'émission simultanée de deux photons par un 
Ps (M. Gôppert-Mayer, 1931) *. 


1 On utilise dans les problèmes les unités ordinaires. 

3 La probabilité d'émission de deux photons w ct w’ est ordinairement très 
petite devant la probabilité d'émission d'un seul photon de fréquence © --w 
excepté les cas où les règles de sélection, interdisant le second processus, per- 
mettent le premier. Telles sont, par exemple, les transitions entre deux états 
avec J—0, pour lesquels tout processus de rayonnement d'un seul photon 
est strictement interdit. La transition du premier état d'excitation de l'atome 
d'hydrogène (25,/:) vers l'état fondamental (Is:;:) constitue un autre exemple. 
Fe le rayonnement El cette transition est strictement interdite d'après 

pue Elle est aussi interdite (abstraction faite de l'interaction spin-orbite très 
fai le) pour le rayonnement M1; le moment magnétique est dans le cas donné 
({—=0) une quantité de spin pure, et son élément de matrice est nul en vertu 
de l'orthogonalité des fonctions orbitales avec différents nombres quantiques 
principaux. La durée de vie du niveau 2s:,2 conditionnée par l'émission de 
deux photons est = 75. 
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Solution. L'émission de deux quanta est, ainsi que la diffusion, un effet 
de seconde approximation de la théorie des perturbations. La probabilité cher- 
chée ne diffère de (60,5) que par : 1) la substitution © ——uw, e—+e* (émis- 
sion d'un photon w au lieu d'absorption), 2) le facteur excédentaire 

dk __w*do do 


(5 (22 
De la sorte, la probabilité de rayonnement (dans l'unité de temps) 


= (ne ”) ue? (dine°) (due?) + oo" 
Su > | On + Oin —” | 
ñ 


(Cr)cth: 


(la somme des fréquences 6 +’ =). Sommant cette expression sur les polari- 
sations des photons et intégrant sur les directions de leur éjection, on obtient 


-#|2| E (di}an (dr + (den Fe | 


do dov’dw (1) 


a ’ 
—— do 


h°cs 


2. Calculer la section de « diffusion forcée » : le photon incident À reste in- 
changé, mais sous son influence l'atome émet deux photons : encore un photon k 
de ce genre et le photon « diffuse » 

Solution. La probabilité du processus envisagé diffère de la probabilité 
(1) trouvée au problème 1 pour l'émission simultanée de deux quanta par le fac- 
teur 2N,., Ne Ctant le nombre de photons de la lumière incidente avec k, 
e donnés; le facteur 2 tient compte du fait que l’un ou l’autre des deux pho- 
tons figurant dans la formule (1) peut étre à émission forcée. La densité du 
flux de photons incidents est 


dk DV 

(2n ES ke TE 
Exprimant de là 2W,, en fonction de d/ et divisant par d/ la probabilité du 
processus, on obtient sa ‘section 


re b ne que nent dame) | F2 2005 à, 


dl = CNee 755 —— do do. 


Din —Q0 


Ici © est la es des photons incident et « forcé », w’ la fréquence du pho- 
ton diffusé (w+- &” = «,.). 

3. Calculer Îa probabilité de diffusion élastique d’un électron (non relativiste) 
par une onde lumineuse stationnaire presque monochromatique (P. Kapitza, 
P. À. M. Dirac, 1933). 

Solution. L'onde stationnaire peut être assimilée à un ensemble de 
hotons d’impulsions # et —% (ct de polarisations identiques). Quant à la dif- 
usion de l’électron, elle peut être considèrée comme l'absorption d'un photon & 
et l’émission forcée d’un pODEOR —kR, à la suite de quoi l'impulsion p de l'élec- 
ne reçoit RS 2hk. tournant (sans variation de grandeur) de l'angle 

1p]|sin (8/2) =—ñhuw/c. La probabilité de ce processus peut être déduite de la 
al de la diffusion Thomson (60,15) 


do = rà | e'*e [° do’ = rdv’ 


en multipliant par la densité du flux de photons d'impulsion Æ et par le nom- 
bre de photons d'impulsion —k. 
La densité de flux de photons de fréquences dans l'intervalle do cst 


cU,,dw 
2hw ? 


279 DIFFUSION DE LA LUMIÈRE 


U,, dw étant la densité d'énergie dans l'onde stationnaire dans l'intervalle spec- 
tral dw (le facteur 1/2 tient compte du fait que l'énergie de l'onde est répartie 
en quantités égales entre les photons de sens contraires). Les impulsions & de 
tous les photons formant une onde stationnaire sont parallèles à une direction 
déterminée # (« direction » de l'onde stationnaire). En d'autres termes, la den- 
sité d'énergie en fonction de la fréquence et de la direction des photons n° est : 
Uwn’ = UV, Ü®)(n"— n). En relation avec cela, le nombre de photons —# est 


8n°cs U,, 
hw? 2 


[comp. (44,8)]. En délinitive, on obtient pour la probabilité de diffusion de 
lélectron (en Is) 


| N_gdo”= 


v 


Ones 
M LT US do. 


m2h°01 


Le facteur w-* a été sorti de sous le signe somme, le degré de non-monochro- 
maticité Aw étant supposé petit. La grandeur de l'intégrale est inversement 
proportionnelle à Aw (pour une intensité totale donnée). 


S 61. Diffusion par des systèmes librement orientables 


Si le niveau d'énergie de l'atome est non dégénéré, la polari- 
sabilité et l'intensité de la diffusion cohérente sont déterminées 
par le même tenseur &,, =(c;;),,. Mais si le niveau est dégénéré, 
les valeurs observées desdites quantités s’obtiennent en prenant la 
moyenne sur tous les états qui se rapportent au niveau donné. 
La polarisabilité doit être définie en tant que valeur moyenne : : 


Œ;r _— (C;x)u . 


Quant à l'intensité de diffusion observée, elle est déterminée par 
les valeurs des produits 


(Cie)un (Cru < 


Ceci étant, le lien entre la polarisabilité et la diffusion devient 
moins direct. 

Pour des atomes ou des molécules libres (c'est-à-dire non si- 
tués dans un champ extérieur) la dégénérescence des niveaux est 
liée d'ordinaire au moment, qui s'oriente librement dans l’espace. 
Supposons que l'état initial lors de la diffusion ait pour mo- 
ment J,, et l’état final, J.. Comme d'ordinaire, on doit prendre 
la moyenne de la section de diffusion sur toutes les valeurs de la 
projection M, et sommer sur les valeurs M.. Après la première 
médiation la section ne dépend plus de M., si bien que la som- 


1 Bien que chacune des quantités (c;4)1, puiss être complexe, leur valeur 
moyenne (pour un système non plongé dansun champ magnètique exterieur) est 
réelle. En effet, prenant la moyenne, on peut prendre de façon arbitraire le 
systeme de fonctions d'ondes indépendantes (correspondant au niveau dégénére 
donné), et on peut toujours rendre ces fonctions réelles. 
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mation qui suit revient à multiplier par (2/.+1). De sorte que 
la section de diffusion médiée 


do — ww*cihe ‘eee, do’, (61,1) 


. 1 * AE 
Clin = 2 FT 2 (Cig}ar (Crmdia = (2J a + 1) (Cix)as (Cimdsur (61,2) 


la barre affectée de l'indice 1 désignant la médiation sur M.. 

Pour la diffusion sans déplacement les états / et 2 se rapportent 
à un seul et même niveau d'énergie (w,. -0). S'il ne s’agit que 
de diffusion cohérente, les états / et 2 doivent complètement coïn- 
cider, c'est-à-dire qu'on doit avoir M, —M,.. La sommation sur M. 
et donc le facteur 2J.,+1 dans (61 2) disparaissent : 


coh 


| 
Cikim — = (Cr) (Com) ° (61,3) 


Le résultat de la médiation peut s’écrire sans calculs particu- 
liers si l’on note que la médiation sur M, équivaut à la médiation 
sur toutes les orientations du système, après quoi la valeur moyen- 
ne peut être exprimée en fonction du seul tenseur unité 6. Alors, 
il se peut que seules soient non nulles séparément les valeurs 
moyennes des produits des composantes des parties scalaire, symé- 
trique et antisymétrique du tenseur de diffusion; il est clair qu’on 
ne saurait former à l'aide du tenseur unité d'expressions dont les 
propriétés de symétrie soient susceptibles de correspondre aux pro- 
duits rectangles. De la sorte, 


Ciènn = Cn10 01m + Célia + Cêlm » (61,4) 
où 
À 
Ga —(27,+1)](c)F, 
ae 
Chêin = (24 + 1) (Cishu (Cim)er » (61,5) 


——— |] 
Cètm = (2J 3 + 1) (Cx)a1 (CGim}er - 


En d’autres termes, la section (et avec elle l'intensité) de diffu- 
sion par un système librement orientable se décompose en la somme 
de trois parties indépendantes, que nous appellerons diffusions sca- 
laire, symétrique et antisymétfrique. 

Chacun des trois termes dans (61,4) s'exprime en fonction d’une 
seule quantité indépendante. La diffusion scalaire s'exprime d’a- 
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pres G?,, et pour les diffusions symétrique et antisymetrique on a: 
{2105 S 2 
Cikim dE 10 Ga (00 4m sn Osm0kt 7 0x0 1m)" 


———— 1 
Gi du (27; CN 1) (Cie) (Cix)er , (61 6) 
91) Ï a 

Cm — 6 Gi (Orôpm — dimÔxt)s 


| 
Gi sn (27. + 1) (Ck)a (Cr) 


(on forme la combinaison des tenseurs unités d’après les proprié- 
tes de symétrie, aprés quoi on trouve le coefficient général en 
contractant sur les couples d'indices i/ et km). 

La substitution des formules (61,4-6) dans (61,1) conduit à 
l'expression suivante pour la section de diffusion : 


de ww" {Gr |e"el + Gn (1+leef—5le"el )+ 
+562 (1—Je'ef)} do. (61,7) 


Cette formule détermine sous forme explicite les dépendances angu- 
laires et les propriétés polarisatoires de la diffusion. 

La section totale de diffusion sur toutes les directions, sommée 
sur les polarisations du photon final et médiée sur les polarisa- 
tions et les directions d'incidence du photon initial se déduit sans 
peine directement de (61,1). Remarquons pour cela que 


; l 
E;:ek — La Ô,,, 


si la médiation porte sur les polarisations et sur les directions de 
propagation du photon (alors que la sommation sur elles donne- 
rait un résultat 2-4x fois plus grand). Il vient finalement 

6 = 0" = À ww (362 + Gi + Ga). (61,8) 

Nous avons déjà indiqué plus haut que les règles de sélection 
pour la diffusion coïncident avec les règles de sélection pour les 
éléments de matrice d’un tenseur du second ordre arbitraire. Vu la 
décomposition de l'intensité de diffusion en trois parties indépen- 
danties, il v a lieu de formuler ces règles pour chaque partie sépa- 
rément. 

Les règles de selection pour la diffusion symétrique coïncident 
avec les règles de selection pour le rayonnement quadrupolaire 
électrique, étant donné que celui-ci est aussi déterminé par un 
tenseur symétrique irréductible (par le tenseur des moments qua- 
drupolaires). Pour la diffusion antisymétrique, les règles de sélec- 
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tion coïncident avec les règles pour le rayonnement dipolaire ma- 
gnétique, étant donné que ces deux processus sont déterminés par 
un vecteur axial [rappelons qu'un tenseur antisymétrique équivaut 
(est le dual de) à un vecteur axiall'. À cela près, toutefois, que 
les éléments de matrice diagonaux, qui donnent dans le cas du 
rayonnement des valeurs moyennes pour les moments électriques 
ou magnétiques (et qui ne correspondent pas aux transitions de 
rayonnement), sont essentiels dans le cas de la diffusion: ils se 
rapportent à la diffusion cohérente. 

Les règles de sélection pour la diffusion scalaire coïncident 
avec les rêgles pour les éléments de matrice d’une quantité scalaire. 
Cela signifie que seules sont possibles les transitions entre états 
de même symétrie. Notamment, les valeurs du moment total J et 
de sa projection M doivent être les mêmes [les éléments de ma- 
trice diagonaux suivant M étant indépendants du nombre M, cf. 
III (29,2). Pour la diffusion sans déplacement, de ce fait, les 
états / et 2 doivent complètement coïncider (non seulement suivant 
l'énergie, mais aussi suivant M), de sorte que la diffusion scalaire 
sans déplacement est complètement cohérente. Inversement, puis- 
qu'en tout cas dans la diffusion scalaire tous les états combinent 
entre eux, la diffusion cohérente contient toujours une partie sca- 
laire. 

De façon analogue à la médiation de la section de diffusion 
effectuée plus haut, pour un système librement orientable dans 
l’espace le tenseur de polarisabilité doit, lui aussi, être médié sur 
les directions du moment J,. La médiation est très simple: on a 
évidemment 


1 ———— | 
dx = (Cixhn — (Chi Ô; ge 


Les parties symétrique et antisymétrique du tenseur de diffusion 
disparaissent lors de la médiation: 6, est le seul tenseur du se- 
cond ordre isotrope. 

Il a été dit plus haut que les éléments de matrice diagonaux 
d’un scalaire ne dépendent pas du nombre M,. Ceci étant, on peut 
omettre la barre de médiation sur (c’),; (et le calculer pour toute 
valeur de M,), de sorte que la polarisabilite 


dir — (c°) 104. (6I 9) 


Pour la même raison peut être omise la barre affectant la quantité 


1 Certes, il s'agit des règles de sélection qui sont liées à la symétrie, et non 
pas à la forme concrète du vecteur axial dans le c2s du rayonnement : le vecteur 
moment magnétique contient une partie de spin, alors que dans le cas de la dif- 
fusion il s'agit d éléments de matrice de quantités de nature purement orbitale 
(de coordonnées). 
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°. qui détermine la partie scalaire de la diffusion cohérente : 


GC —(c)f, (61,10) 


[le facteur 2J, + 1 est omis en conformité avec (61,3)]. Ainsi donc, 
il existe une relation simple entre la polarisabilité moyenne et la 
partie scalaire de la diffusion cohérente. Toutes deux sont déter- 
minées par 

Char du f. (61,11) 


és L ‘ 
3 n Vni— 


Problèmes 


1. Trouver la distribution angulaire et le degré de dépolarisation lors de la 
diffusion d'une lumière linéairement polarisée. 

Solution. Soit O0 l'angle entre la direction de la diffusion #° et la di- 
rection de la polarisation de la lumière incidente e. La lumière diffusée contient 
deux composantes indépendantes polarisées dans le plan #’. e (intensité /,) et 
perpendiculairement à ce plan (intensité /:) ; le degré de dépolarisation est don- 
né par le rapport /.//,. Les intensités /, et /. sont déterminées par la formule 
(61,7), les vecteurs e’ étant diriges de façon appropriée. 

En diffusion scalaire la lumière reste complètement polarisée dans le mème 
plan (/:—0), et la distribution angulaire de l'intensité 


1 = À sint 0. 


(Ici et ci-dessous, les expressions de / —/,+7/, sont normalisées de telle façon 
que la médiation sur les directions donne 1.) En diffusion symétrique, 


3 à La 3 
15 6 + sin 0), T,  3=sin:0 . 
En diffusion antisymétrique 
LES l 


3 2 
= — de _ —— = 
; 4 on | l, cos 0” 
2. La mème chose pour la diffusion de la lumière natureile. 
Solution. On passe dans la formule (61,7) à la lumière incidente natu- 
relle (impolarisée) en faisant la substitution 


. Le 
cer —+ 5 (dix —nink) 
correspondant à la médiation sur les directions de la polarisation e pour la di- 
rection d'incidence donnée #7. La lumière diffusée est partiellement polarisée, 
et, par raison de symétrie, il est évident que ses deux composantes indépen- 
dantes sont linéairement polarisées dans le plan de diffusion #, n°’ (inten- 
sité /,) cet perpendiculairement à ce plan (intensité /,). Désignons par Ÿ 
l'angie de diffusion (l'angle entre n# et n°). 
Pour la diffusion scalaire 


I=li+t; À ( + cos? Ô), “1 cost Ô. 
L 
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Pour la diffusion symétrique 


3 à l, __6+cos* à 
1=37U03+ cos Ô), To 7 


L (I 


Pour la diffusion antisymétrique 
3 / 
94 n° [L FA mn" ! 
= (+ sin 6), Tr - sin° Ÿ 


3. Déterminer pour la diffusion de la lumière circulairement polarisée le 
coefficient d'inversion (rapport de l'intensité de la composante circulairement 
polarisée dans la direction «inversée » et de l'intensité de la composante pola- 
risée dans la direction « régulière »). 

Solution. En lumière incidente circulairement polarisée la distribution 
angulaire et le degré de dépolarisation (le rapport /,//,) sont les mêmes 
qu'en diffusion de lumière naturelle. 


. l : ee 
Soient Éd il, 0) les composantes du vecteur e de la lumière inci- 


dente (dans un système de coordonnées de plan xz coïncidant avec le plan de 
diffusion et d'axe des z dirigé suivant la direction #). On a alors pour les 
composantes « inversée » et «régulière» circulairement polarisées de la lumière 
diffusée les vecteurs polarisations 


PORN ER Ô) et Per Ô, i, — sin Ô). 


V2 V2 
Calculant l'intensité à l'aide de (61,7), on trouve le coefficient d'inversion 
P pour les trois types de diffusion 


Lu $ 13 + cos* 8 + 10 cos Ÿ 
— & — 2 ED 
Piste 2 à 13 + cos® Ê — 10 cos Ô ” 
1—cost À 
D — 
te pa 
2 


(0 est l’angle de diffusion). | 
4. Calculer la section de la diffusion élastique de rayons y par le deutéron 


(H. À. Bethe, R. Peierts, 1935). | 
Solution. Fonctions d'ondes de l'état fondamental du deuteron et de 


ses états du spectre continu (deutéron dissocié) : 
Vo = V/ £e-», Ÿp —=eipr, Kx=— V MI 


[cf. (58.2-3)]. Le moment dipolaire d —er/2 (seul le proton a une charge; son 
rayon vecteur est r/2). Elément de matrice: 


_— es 
te = D CRE Re à pe 
do = | Ppdpod°x € V 21 i0p Jr : ai } 21 (x°+p°} 


[l'intégrale se calcule à l’aide de (57,6a)]. 
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Le tenseur de polarisabilite 
+ 2w 3 2 
PE Ps Lee PP À 5, — 
BE | EE op (db)po Gnr — Er Vi 


[20 _% À 
-(5] er ler FT 2e) 


Le premier terme est lié à l'excitation virtuelle des degrés de liberté internes 
du deutéron ; il est écrit sous la forme (61,11), et les fréquences W 0 — (p° + x°)/M. 
Le second terme est lié à l’action du champ de l'onde sur le mouvement de 
translation d'ensemble du deutéron. Ce mouvement étant quasi classique, la 
partie correspondante du tenseur de diffusion est donnée par la formule (60,14) 
(avec 2M pour masse m du deutéron). 

Le calcul de «;x se ramène à celui de l'intégrale 


nn P ._Mo_o 
1) EE 2% VE CT 
—o 


On a: 
7-1 4/1 do Fe) 


= 1" 


ztdz 
3 j EFTNE + DT 


Pour y < 1, l'expression sous le signe somme a dans le demi-plan supérieur de 


la variable complexe z des pôles aux points ià, iW1+%, iWI1—y; l'intégrale 
J, & calcule d'après les résidus en ces pôles. On trouve 


(CRE à RATE Lot ? LU (R 
do de = ZT 2 (+); 


La section totale de diffusion s'exprime d'après «;, conformément à (61,8) 
et vaut (en unités usuelles) 


how 
ts [(Q+y) 2+0n%1f pour y—=—- ] € I. 


L'amplitude de diffusion pour y > 1 (au-dessus du seuil de dissociation du 


deutéron) se déduit de l'amplitude pour y < 1 par prolongement analytique 
et elle se dote d'une de imaginaire, qui doit ètre positive : 


(ee) 
7 3 | Mc 


Pour yS 1 on obtient nr Ge) ce qui correspond, comme il se doit, 


ge ane + Dei er) 4]f pour y > 1. 


5 


à la diffusion (non relativiste) par un proton libre. 
La distribution angulaire du rayonnement 


3 : n, 40 
do=0o-(1+cos 0). 
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8 étant l'angle de diffusion. Déterminagt l'amplitude de diffusion de sorte que 
do —|f{* do, il vient 


2e (y— 1)/: 
3Mc° * 


En vertu du théorème optique, cette quantité doit coïncider avec mw04'#7, où 0: 
est la section totale de la diffusion inélastique (photodissociation) et élastique. 
Mais dans le cas donné la section de la diffusion élastique est d'ordre plus 
élevé (—et) que la section de la dissociation [—e*, cf. (58.4)], de sorte que 
Im f (0) = woy;/41. Pour la mème raison, à l'approximation considérée l’ampli- 
tude de diffusion pour y < 1 (c'est-à-dire au-dessous du scuil de dissociation) 
s'est trouvée réelle. 


Im f (0) — pour y > |. 


$S 62. Diffusion par des molecules 


La particularité de la diffusion moléculaire est liée aux propriétés 
mêmes des molécules qui servent de base à la théorie de leurs 
spectres — à la possibilité de traiter séparément l’état électronique, 
les noyaux étant supposés fixes, et le mouvement des noyaux dans 
le champ efficace donné des électrons. 

Supposons la fréquence de la lumière incidente w plus petite que 
l'énergie w, de la première excitation électronique. Alors, au cours 
de la diffusion les termes électroniques ne peuvent s'exciter. La 
diffusion est soit sans déplacement, soit avec déplacement aux 
dépens de l’excitation des niveaux rotatoires ou vibratoires. 

Supposons ensuite que le terme électronique fondamental de la 
molécule ne soit pas dégénéré (et qu’il n'ait pas de structure fine). 
En d’autres termes, on suppose nuls le spin total des électrons et 
la projection de leur moment orbital total sur l’axe de la molécule 
(pour les molécules du type toupie symétrique). Ainsi, pour les 
molécules diatomiques cela signifie que le terme électronique fon- 
damental doit être 'Z. On sait que ces conditions sont remplies 
pour les états fondamentaux de la plupart des molécules !. 

Enfin, nous supposerons que la fréquence w est grande devant 
les intervalles de la structure nucléaire (rotatoire et vibratoire) du 
terme fondamental, et qu'il en est de même de la différence w, —w 
vis-à-vis des intervalles de la structure nucléaire du terme électro- 
nique excité. En d'autres termes, la fréquence de la lumière inci- 
dente doit être suffisamment éloignée des fréquences résonnantes. 
Ce sont précisement ces conditions qui permettent lors du calcul du 
tenseur de diffusion de faire d'abord abstraction du mouvement des 


1 Les résultats exposés ci-dessous peuvent, toutefois, ètre légitimes (avec 
une précision déterminée) aussi bien cans les cas où la dégénérescence du terme 
électronique fondamental est due à un spin non nul, l'interaction spin-orbite 
étant petite (si bien qu'on peut négliger la structure fine qui lui est due). 
A cette approximation, les états avec différentes directions du spin ne combinent 
pas, et en ce sens ils se comportent comme des états non dégénérés. Tel est, 
par exemple, le cas de la molécule O. de terme fondamental *€. 
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noyaux, et de considérer le problème pour la configuration nucléaire 
donnée. 

Dans un tel problème, le tenseur de diffusion coïncide avec le 
tenseur de polarisabilité &,;,—(c;),, et se calcule en principe d’après 
la formule générale (60,17) où la sommation met en jeu tous les 
termes électroniques excités. Les quantités &,, ainsi obtenues seront 
fonctions des coordonnées g de la configuration nucléaire (desquelles 
coordonnées dépendent, comme de paramètres, les energies et les 
fonctions d'ondes des termes électroniques). L'état étant dégénéré, le 
tenseur &,(q) est réel, donc aussi symétrique. 

Le tenseur &,,.(q) représente la polarisabilité électronique de la 
configuration nucléaire donnée de la molecule. Pour résoudre le 
problème réel de diffusion, il faut encore tenir compte du mouve- 
ment des noyaux dans les états initial et final. Soient W,, (q) et 
W.(g) les fonctions d'ondes nucléaires de ces états (si bien que s,, 
s. sont des jeux de nombres quantiques vibratoires et rotatoires). 
Le tenseur de diffusion cherché est élément de matrice de &,, (q), 
calculé d’après ces fonctions : 


Sala s> = À (g) x (4) vs, (g) da. (62,1) 


En vertu de la symétrie de x,,(g), il en sera de même du tenseur 
(62,1) (que s,, s. coincident ou qu'ils soient différents). De sorte 
qu'on conclut que, dans les conditions envisagées, la partie anti- 
symétrique est absente en diffusion avec ou sans déplacement. La 
diffusion ne contient que les parties scalaire et symétrique. 

La partie scalaire de la polarisabilité «"(qg) ne dépend pas de 
l'orientation de la molécule; elle ne dépend que de la disposition 
des atomes à l’intérieur de la molécule. Désignons par v l’ensemble 
des nombres quantiques vibratoires de la molécule, et par r l’en- 
semble des nombres rotatoires, excepté le nombre magnétique #1. 
Alors, les éléments de matrice 


Ua a | x | Ur D = 0, | a° | v,2 Ô,,r Omnia (62,2) 


La diagonalité suivant les nombres 7, m est une propriété générale 
de n’importe quel scalaire. La spécificité dans (62,2) est que, dans 
le cas donné, ces éléments ne dépendent pas de ces nombres. De la 
sorte, la diffusion scalaire n'existe que pour les transitions purement 
vibratoires et elle ne dépend pas de l'état rotatoire. 

La diffusion symétrique est déterminée par les éléments de ma- 


trice du tenseur «;,. Ses composantes relativement au système de 
coordonnées immobile xyz s'expriment d'après les composantes 


S . 6 : à. à , à 
œrr, dans le système lié à la molécule £n& d’après 


Li — 2 aie DiiDun, (62,3) 
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les D;: étant les cosinus directeurs des nouveaux axes par rapport 
aux anciens. Les @;, ne dépendent pas de l'orientation de la 
molécule, et les D; de ses coordonnées internes. De sorte que 

LV aMta | ik | VD — 


2 CU: [aie | VD Cam: | Di: [rm > alla | Drx | r,m,>. 


La somme des carrés des modules de ces quantités, une fois sommée 
sur r.m., Vaut, chose facile à voir!, 

> 2 PEU | ak | VriM2 k =2 Kw, fai [> F. (62,4) 
C'est dire que l'intensité totale de diffusion avec des transitions du 
niveau vibro-rotatoire v,r, donné vers tous les niveaux rotatoires de 
l'état vibratoire v. ne dépend pas de r.. 

Pour les molécules du type toupie symétrique on peut aller plus 
loin et établir la dépendance de l'intensité de diffusion par rapport 
aux nombres quantiques de rotation pour chacune des transitions 
Vir,—v.r. Les nombres r sont dans ce cas le moment J et sa 
projection k sur l’axe de la molécule. Introduisons au lieu des 
composantes cartésiennes a, le tenseur sphérique correspondant 
d'ordre deux, dont nous noterons les composantes a, (À --0, + I, 


+ 2). En vertu de (b,6), les carrés des modules de ses éléments de 
matrice 


| J, 2 J,\: J, 2 J,\° Re 
center n( ee 2) (LE) race 
a; (q) étant le tenseur de polarisation sphérique rapporté aux axes 
liés à la molécule, À” — k,—k,. Sommant sur m, et À = m,—m, (pour 
m donné), on obtient [comp. (b,7)] 


2 | <v,d,k.m, |, |v,J,km, >| = 


| 2 _ 
Ho ee t »:) [<o, fau [os > ff. (62,5) 


Cette quantité détermine l'intensité de diffusion avec la transition 
vibro-rotatoire v,J,k, —-v.J,k.. Les éléments de matrice <v,|æ;-|u, > 
ne dépendant pas de la rotation de la molécule, par là même est dé- 
terminée la dépendance de l'intensité par rapport à J,, J, ainsi qu’à 
k,, k.. Notons qu’au second membre de (62,5) figure une seule compo- 
sante sphérique du tenseur de polarisabilite. 


1 Lors de la transformation de la somme on utilise l'égalité 
> > im] Di; | rame) ramta | Dige | am = ram 12 D;;.D;,. | rm = 
ê 


L Frais 


—_ (ra | Op, | F1 = pe. 
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Si l'on somme l'égalité (62,5) sur J, et £,, on obtient: 
2 2 2 [< < veJkem, | %, | v,J kim, ? F Les 2 | CU | d. | VU, > Fe, 


c'est-à-dire qu’on retrouve la règle des sommes (62,4). 

Un cas particulier de toupie symétrique est le rotateur, molécule 
linéaire (en particulier, molécule diatomique). La projection du mo- 
ment sur l’axe d’une telle molécule est nulle (dans un état électroni- 
que non dégénéré de moment orbital électronique nul) *. Aussi faut-il 
poser dans ce cas À, -k. -0 dans (62,5). 

Enfin, considérons la question des règles de sélection en diffusion 
vibratoire de combinaison en même temps que la question analogue 
pour les spectres vibratoires d'émission (ou d'absorption) de la molé- 
cule ?. 

Pour la diffusion, la question revient à trouver les conditions 
auxquelles sont différents de zero les éléments de matrice de «,, (q) 
relativement aux fonctions d'ondes vibratoires w#,(qg); on devra 
alors considérer séparément le scalaire a° (pour la diffusion scalaire) 
et le tenseur symétrique irréductible a, (pour la diffusion symétri- 
que). Un rôle analogue en rayonnement (ou absorption) est joué par 
les éléments de matrice du vecteur d(g), moment dipolaire de la 
molécule médie sur l’état électronique pour la position donnée des 
noyaux (pour les molécules diatomiques cela a déjà été indiqué 
au $ 54). 

Les vibrations d’une molécule polyatomique se classent d'après 
les types de symétrie— d’après les représentations irréductibles du 
groupe ponctuel correspondant, D,, a étant le numéro de la repré- 
sentation (cf. II1, $ 100). La symétrie des fonctions d'ondes des 
états vibratoires de la molécule est, elle aussi, détérminée d’après 
ces représentations (cf. III, $ 101). La symétrie des fonctions d’on- 
des du premier état vibratoire (nombre quantique v,--1) coïncide 
avec la symétrie D, du type de vibration. Pour ce qui est de la 
symétrie des états supérieurs (v, == 1), elle est donnée par la repré- 
sentation [Di], produit symétrique de la représentation D, par 
elle-même cv, fois. Enfin, la symétrie des états avec différentes 
Vibrations a et b simultanément excitées est donnée par le produit 


1 Lors de la sommation sur J., pour k, et À” (et donc aussi k: —k, +) 
donnés, on a 


[en vertu de III oi Après quoi on somme sur À. (ou, ce qui revient au 
mème, sur À’=--k,—k,) pour k, donné. 

? Nous n'envisageons pas ici les cffets liés à l'interaction des vibrations et 
de la rotation de la molécule (cf. III, $ 104). 

3 Ces spectres se rapportent à la plage infrarouge et s’observent d'ordinaire 
en absorption. 
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direct [D£:]>{Dÿr ]'. Le procédé de déduction des règles de sélec- 
tion de diverses quantités (scalaire, vecteur, tenseur) suivant les 
types de symétrie est exposé dans III, $ 97. 

Les règles de sélection basées sur les propriétés de symétrie de 
la molécule sont rigoureuses. Dans le même temps, il existe aussi 
des règles approchées, liées à l'hypothèse d’harmonicité des vibrations 
et au développement des fonctions &,,(q) ou d(q) en puissance des 
coordonnées vibratoires q. Elles apparaissent en tant que conséquence 
de la regle de sélection connue pour l’oscillateur harmonique, d’a- 
près laquelle les éléments de matrice de sa coordonnée q ne sont 
différents de zéro que pour les transitions avec variation du nombre 
quantique de vibration Av = + 1. 


$S 63. Largeur naturelle des raies spectrales 


Jusqu'à présent, lors de l'étude de l'émission et de la diffusion 
de la lumière tous les niveaux du système (disons d’un atome) 
étaient supposés strictement discrets. Or, les niveaux excités, qui 
possèdent une probabilité d'émission, ont une durée de vie finie. 
Aux termes des principes généraux de la mécanique quantique, 
ceci conduit au fait que les niveaux deviennent quasi discrets, 
acquérant une largeur finie (petite) (cf. 111, $ 132); ils s’écrivent 


sous la forme E—iT, C(=T/A) étant la probabilité totale 


(en Ils) de tous les processus possibles de «désintégration» de 
l'état donné. 

Voyons comment cette circonstance agit sur Île processus de 
rayonnement (V. Weisskopf, E. Wigner, 1930). On voit d'avance 
que, la largeur du niveau étant finie, la lumière émise n'est pas 
strictement monochromatique : les fréquences sont éparpillées dans 
l'intervalle Aw = T(=— T/A). Or, pour mesurer la distribution des 
photons suivant les fréquences avec une telle précision il faut un 
temps T > l/Aw — 1/7. Au cours de ce temps, le niveau émet un 
photon avec une très grande probabilité. Dès lors, il s'agira de 
trouver la probabilité totale d'émission d’un photon de fréquence 
donnée, et non de probabilité dans l'unité de temps. Nous allons 
calculer cette probabilite tout d'abord pour le cas de la transition 


1 Les propriét's de symètrie des fonctions d'ondes vibratoires sont, bien 
entendu, indépendantes de la forme concrète de l'énergie potentielle vibratoire : 
notamment, elles ne dépendent pas de l'hypothèse d'harmonicité des vibrations 
faite dans III. $ 101. 

? On trouvera un cxposè plus détaillé des questions soulevées ici dans les 
livres suivants: G. Herzberg, Inirarcd and Raman Spectra of Polvatomic 
Molecules, N. Y., 1945; M. Eliachévitch, Spectrosopie atomique et mo- 
léculaire, Moscou, 1962 (en russe). 
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d’un atome à partir d’un certain état excite 
ET, 


vers l’état fondamental E, qui, possédant une durée de vie infinie, 
est strictement discret. 

Soient W la fonction d'onde de l’atome et du champ photoni- 
que, H= H'®+V l'hamiltonien de ce système, V étant l’opérateur 
d'interaction de l’atome et du champ photonique. Nous chercherons 
ja solution de l'équation de Schrôdinger 


(HO LE V)Y (63,1) 


sous forme de développement en fonctions d'ondes des états imper- 
turbes du système 


Y— Ya,(t) d'a, (the Esp. (63,2) 
Pour les coefficients a, ({) on obtient le système d’équations 
ee Sex] V|vavexp{i(é,—dv)(}. (63,3) 


Soit |v> l'état d'énergie &,-:E.,+w dans lequel l'atome se 
trouve au niveau fondamental ÆE, et où on a un quantum de fré- 
quence déterminée w; désignons cet état par le symbole |w2 >. 
À l'instant initial, le système se trouve dans l'état | /Z > où l'atome 
est excité au niveau ÆE,, les photons étant absents. En d’autres 
termes, pour { -0 on doit avoir 


a, Ja, 0 pour [v>#]|/)>. (63,4) 
La soiution de (63,3) trouvée avec cette condition initiale donne 
(pour une normalisation convenable des fonctions d'ondes) la pro- 


babilitée à l'instant { de transition / —-2 de l’atome avec émission 
d'un photon dans l'intervalle de fréquences du : 
| a. (4) do. 
Nous allons considérer la probabilité finale lorsque f —+ co : 
div = |a,,, (00) [° do. (63,5) 
Pour mieux expliquer la position de la question, rappelons que 
pour trouver la probabilité ordinaire d'émission (en 1s) pour la 
transition / —- 2 (sans tenir compte de la largeur du niveau), l’équa- 
tion (63,3) doit être résolue en remplaçant en première approxima- 
tion dans son second membre tous les a,-:(t) par les valeurs (63,4). 
Puis l’on considère la solution obtenue pour les { grands (comp. III, 
$ 42). Nous pouvons maintenant préciser le sens de cette procé- 
dure : elle se rapporte à des temps petits devant la durée de vie 
du niveau excité; les { grands signifient alors des temps grands 
devant la période l;(E,—EÆ,), mais quand même petits devant 1/F.. 
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Dans notre cas, où sont envisagés des temps comparables à 1/T,, 
la fonction a, ({) decroît suivant la loi 


OC Rec 


a(t)}—e 2". (63,6) 
Quant aux fonctions a,-(f) pour les états |v’> pouvant apparaître 
lorsque l'atome émet de la lumière, elles croissent avec le temps. 
Si l'émission de lumière à partir du niveau donné E, est possible 
vers différents niveaux (outre E,) de l'atome, il y aura beaucoup 
de fonctions croissantes a,-(f); chacune d'elles correspond à un état 
dans lequel l'atome se trouve à un de ses niveaux, et il y a un 
photon d'énergie correspondante. Néanmoins, il ne reste en tout au 
second membre de l'équation (63,3), comme auparavant, qu'un seul 
terme, pour |v'>=|7/3>. En effet, les éléments de matrice ne pou- 
vant être différents de zéro que pour les transitions avec variation 
d'une unité du nombre de photons d'une énergie quelconque, ils 
sont certainement nuls pour les transitions entre états contenant 
à raison d’un photon de différentes énergies. 
De sorte qu'on a pour a,.(!) l'équation 


ju _ {w2|V| 1> el(Es+u-Eitq, Le <w2[V| 1) exp li(o—u,)t—21| 


| 
(63,7) 
(où w,.=EÆE,—E.). Intégrant avec la condition a... (0) — 0, on trouve 


Î—exp out} 


Que = <W2|V|1> (63,8) 


Due M 
D'où la probabilite dw (63,5) : 


di =—|<w2|V]1> p—# — : 
@— of + ri 


Etant donné que la largeur F,<<w,., dans le facteur |<o2]V]|1>{? 
on peut poser w —w,.. Alors la quantité 2x |<w2|V]1>{° est la pro- 
babilité ordinaire d'émission (en 1s) d’un photon possédant la 
fréquence w,., ainsi que d'autres caractéristiques (direction du mou- 
vement, polarisation) dont nous avons ignoré l'existence jusque-là 
pour ne pas alourdir les notations. Notons que la dépendance de 
la probabilité par rapport à ces caractéristiques est entièrement 
déterminée par le facteur |<w2|V]/3>|. En d’autres termes, la con- 
sidération de la largeur du niveau ne change pas les propriétés 
polarisatoires et la distribution angulaire du rayonnement. 
La somme 


limo=2n D |<w2|V]1>F (63,9) 
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prise sur les polarisations et les directions du mouvement du photon 
est la probabilité ordinaire totale de rasonnement. C'est dans le 
même temps la partie de la largeur du niveau E, (la largeur par- 
tielle) qui est liée à la transition / —-2, à la différence de la lar- 
geur totale F, formée par les contributions dues à toutes les ma- 
nières possibles de «désintégration» de l’état quasi stationnaire 
donné !. 

Effectuant une sommation analogue de la probabilité dx, on 
obtient la formule définitive suivante pour la distribution fréquen- 
tielle de la lumière émise : 


do) 


do = ae (63,10) 


2 ? 
G@is—u)+ LL 
&n- Ti1-eT, étant la probabilité relative totale de la transition 
donnée /—-2. On a là une distribution de forme dispersive. La 
forme de la raie spectrale décrite par la formule (63,10) est propre 
à un atome isolé immobile ; elle est dite naturelle*. 

Supposons à présent le niveau E, de l'atome également excité, 
de largeur finie F,. Nous en tiendrons compte en supposant que 
dans l'équation (63,1) on ait introduit dans l'hamiltonien «imper- 
turbé» H'® tous les termes (c’est-à-dire les élements de matrice) 
conduisant à la désintégration de l’état 2. Alors, au second mem- 


bre de (63,7) l'énergie E, est remplacée par £,—- il. L'élément 


de matrice <w2|V]/>, lui, n'est pas affecté à l’approximation 
exigée, par une petite variation (l. etant petit) de H'”. De sorte 
qu'on obtient au lieu de (63,8) 


I —exp £ (&— we) t—+(Ti— re} 
Qwe (£) = <@2]V|1 = 


. (63,11) 


O—ds+ (P— F2) 


L'état 2, possédant une durée de vie finie, se désexcite lui- 
même avec émission d'un photon d'une certaine fréquence «’, et 
l’atome passe à la longue dans l'état fondamental E, (de ce 
fait, la probabilité que l'atome se trouve dans l’état 2, égale à 
| Aus (4) Exp (—F,4/2) [*, s'annule lorsque { —+ oo) *. Ainsi donc, dans 


1 Notons que les transitions vers les états du spectre continu conditionnant la 
largeur finie du niveau ne sont pas forcément liées à l'émission de photons. Des 
niveaux fortement excités (niveaux X) peuvent se désintégrer avec émission 
d’un électron et formation d'un ion positif dans l’état fondamental (effet Auger). 

* Contrairement à l'élargissement lié à l'interaction de l'atome avec les 
autres atomes (élargissement par collisions) ou à la présence dans la source 
d'atomes se mouvant à différentes vitesses (élargissement Doppler). 

3 Pour simplifier, on suppose que la transition de l'atome 2—-0 a lieu 
directement, sans étapes intermédiaires. Cette hypothèse n'est pas majeure et 
n'affecte pas le résultat final (63,13). 
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cet état definitif du système, l'atome est au niveau fonda- 

mental E, et on a un photon de fréquence w et un photon de fré- 

quence w’. L’amplitude de cet état a. (f) vérifie une équation 

qui ne diffère de (63,7) que par les notations: 
da wo 


ol — 7 = @Qw:<O0'0 | V|w2» exp L (E,+& +0") {—i (E. La ) t—i { 


——. 
— 


— 


= dys <WO'0 |V | w2> exp {: (@"— 0.) —#1\ ; 


:Remplaçant au second membre de cette équation a. (f) par son 
expression (63,11), intégrant [avec la condition initiale a,,. (0) = Q], 
puis faisant tendre { vers l'infini, on obtient 


62] V {15 <ww’0]V]|o2> K 
w—wis+ (lil) 


Ù l 
X | ——— — ——— — 
\ OC) — (Day + ls w+ D — Got Mi] 
Cow 0|V |o2 <w2[V] 1: 
7 ï 


A 4 9 
(0 — we + je | O0) +- O — 639 ++ ri) 


Zww’o (co) = 


La probabilité d'émission des photons &w et «w’ est 
di — | dou 0 (co) F dw dv == 
Le Le (63.12 
. | (0° — 0,0)" + 4 ré Lo+ (n° —)10)* -L FE ri 
Comme il se doit, cette expression présente des maxima aigus pour 
Oo" Æ Lo et © & uw, 

La forme cherchée de la raie spectrale correspondant à la tran- 
sition / —-2 s'obtient en intégrant (63,12) sur du’ (l'intégrale peut 
être étendue à tout le domaine de —oo à --œ). L'intégrale se 
calcule le plus facilement par la méthode des résidus; on trouve 
finalement ! 

P,--7, do) 


27 nl : 
(o— 0.) + ne (Mi+r) 
1 On intègre sur un contour formé par l'axe réel &’ et le demi-cercle à 


l'infini du demi-plan supérieur. L'expression sous ke signe somme a dans le demi- 
plan supérieur deux pôles : 


(63,13) 


, i 4 N i 
©" = og dubr 3 F, et vw = Go 0 + r,, 
de résidus 
| F 0 1” ri 7 Ï d NE 0 l: . 
—_— pas hp, | er ES = — | 
Ts LC Gars r:) + | et T, IC Wii — 7 ri) 4 | 
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lue le.o 
Lila 
tion 1/—2—0 1. 

La forme de la raie (63,13) ne diffère de (63,10) que par le 
remplacement de [, par F,+7F,: la largeur de la raie est égale à 
la somme des largeurs des etats initial et final. 

Notons que la largeur de la raie n’est pas, en général, égale à 
la probabilite F,.. de la transition / —- 2, c'est-à-dire qu'elle n’est 
pas proportionnelle à l’intensité de la raie (ainsi qu’il en serait en 
théorie classique). Comme F,+/F,>/,.., la raie peut avoir une 
grande largeur pour une intensité relativement petite. 


D étant la probabilité totale de la double transi- 


$S 64. Fluorescence de résonance 


La considération de la largeur finie des niveaux dans le 
problème de diffusion de la lumière est essentielle dans les cas 
où la fréquence w de la lumière incidente est voisine de l’une 
des fréquences «intermédiaires» w,, ou w,. (fluorescence de réso- 
nance) *. 

Considérons la diffusion sans déplacement par un système (di- 
sons par un atome) dans l'état fondamental, si bien que les ni- 
veaux initial et final coïncident et sont strictement discrets. Suppo- 
sons la fréquence de la lumière voisine d’une certaine fréquence 
O&,,, le niveau #7 étant excité, donc quasi discret. 

Cette question pourrait se résoudre par la méthode exposée au 
paragraphe précédent. Mais on peut passer outre, car le problème 
est tout à fait analogue au problème de la diffusion de résonance 
non relativiste à un niveau quasi discret (III, $ 132). En vertu 
des résultats déduits là-bas, l'amplitude de diffusion doit contenir 
le facteur de pôle 


o—(£,—i—E8) 


Par ailleurs, pour Jw—w,,| 5 T, la formule doit se réduire à la 
formule de non-résonance (60,5). D'où il est clair que la section 
de diffusion cherchée s'obtient simplement en remplaçant E, par 


E,—-T, dans (60,5), et dans la somme sur n on pourra se bor- 


1 Dans les cas plus complexes (comp. note p. 287) &r,1 est la probabilité 
totale de toutes les cascades qui commencent par la transition / —+ 2 et finis- 
sent au niveau 0. 


3 Cette question a été traitée pour la première fois par V. Weisskopf, 1931. 


FLUORESCENCE DE RÉSONANCE 289 


ner aux termes résonnants 


[2 (dane"*) (dre) 
dc — 2 ——— —— vw do’. (64,1) 
(o,1 — ©) Fa la 


La sommation porte sur tous les états (avec différentes projections 
du moment M,) correspondant au niveau de résonance E,; les 
états 7 et 2 se rapportent à un seul et même niveau (au niveau 
fondamental), mais peuvent différer par les valeurs de M, et M. 

La section (64,1) est maximum pour w--6w,,. En ce qui con- 
cerne l’ordre de grandeur, sa valeur au maximum est o,,, — w“‘d!;F32. 
Etant donné que la probabilité de transition spontanée 17 — 1 
et, avec elle, la largeur F, ont pour ordre w°d, cette valeur 


l 2 
Omax 5 À?, (64,2) 


c’est-à-dire qu’elle est de l’ordre du carré de la longueur d'onde 
de la lumière et elle ne dépend pas de la constante de structure 
fine. 

Soulignons que, l’atome se trouvant avant et après la diffusion 
à un niveau strictement discret (au niveau fondamental), les fre- 
quences des photons primaire et secondaire coïncident elles aussi 
strictement. Ceci étant, lorsqu'on irradie avec de la lumière mono- 
chromatique, la raie diffusée est elle aussi monochromatique. Mais 
si la lumière incidente possède une distribution spectrale d'’inten- 
sité /(w), et que la fonction /(w) varie peu sur la largeur f,, 
l'intensité de la lumière diffusée sera proportionnelle à 


I (w,1) de) 


DRE (64,3) 
oo + FA 
Autrement dit, la forme de la raie diffusée coïncidera avec la 
forme naturelle de la raie en émission spontanée du niveau E,. 
À la section (64,1) correspond le tenseur de diffusion 


> (d)an (dx)ni 
(Cik)a — “= F (64 ,4) 
Op D l; 
En particulier, le tenseur de polarisabilité 
> (di)in (dx)yr 
Gr = (Cix)u = = : (64,5) 
Dao > 


10 2460 
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Notons d’emblée qu'en ajoutant une partie imaginaire aux 
niveaux d'énergie des états excites intermédiaires on viole l'hermi- 
ticité du tenseur de polarisabilité. Il y apparaît une partie anti- 
hermitique directement liée à l’absorption de la lumiere, ce que 
nous allons démontrer maintenant. 

Absorbant un quantum, l'atome passera tôt ou tard à nouveau 
dans l'état fondamental avec émission d’un ou plusieurs photons. 
Aussi d'un tel point de vue la section d’absorption est-elle sim- 
plement la section totale o,, de tous les processus de diffusion 
possibles'. Par ailleurs, en vertu du théorème optique ($ 72), la 
section s'exprime d'après la partie imaginaire de l'amplitude f (0) 
de la diffusion élastique d’un angle nul par l'égalité 


“7 Im f (0). 


Ont 5 
L'amplitude de diffusion élastique du photon est, comme le 
montre (60,7), 


Î = 7 O°a£;" eg. 


Or, la diffusion «d'un angle nul» signifie en l’occurrence diffusion 
sans variation de l'impulsion et de la polarisation du photon, 
c'est-à-dire que e’ -e. De sorte qu'on a pour la section d'absorp- 
tion du photon 


+ 


Le — Ar: 
Gibson — 410 Im (aye’e,) — 4nweïe, À D “, (64,6) 


ce qui détermine son lien avec la partie antihermitique du tenseur 
de polarisabilité. 

La formule (64,6) a un sens classique simple. Le champ élec- 
trique Æ fait (en 1s) sur le système de charges un travail égal 
à SevE Ed. Mettant le champ sous la forme (60,19), le moment 
dipolaire sous la forme (60,20-21) et prenant la moyenne de ce 
travail par rapport au temps, on obtient 


1 Œ., — "AS. 
* . ik ki 


(E —eE). Par ailleurs, si Æ est le champ de la lumière incidente, 
la densité moyenne du flux d’énergie y vaut | £ |, l'énergie ab- 


1 Soulignons qu'il s'agit d'absorption par un svstéme se trouvant dans 
l'état fondamental stable. La durée de l'expérience étant ïinie, la position du 
problème pour un état excité serait autre. 
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sorbée (en 1s) par l'atome étant 


=. E FF Oabsorp: 
Egalant l'une à l’autre les deux expressions déduites, on obtient 
la formule (64,6). 

Substituant dans (64,6) le tenseur de polarisabilité (64,5), on 
trouve la formule suivante pour la section d'absorption d'un pho- 
ton de fréquence w voisine de w,, : 


l,;2 
Obsorp — 4n° >. 2! d,,e F 0) SP su La . (64,7) 
CAES rare rar 


À la limite F,--0 le dernier facteur dans cette formule tend 
vers la fonction delta Ô (6 -- w,,,), en conformité avec le fait que dans 
ce cas seul peut être absorbé un photon de fréquence strictement 
déterminée. Soit l'atome atteint par une lumière de densité spec- 
trale et angulaire de flux d'énergie 74. [cf. (44,7)]. Alors la den- 


ke 


sité du flux du nombre de photons vaut —= do do, et la probabi- 


lité d'absorption 
/ 


Si la fonction /4.(w) varie peu sur la largeur F,, on obtient après 
intégration sur les fréquences 


dE, bsorp — 4n° > | de Ê [re (0,1) do. 
Mn 


Notant par ailleurs, que d’après (45,5) 


VV 
dE pont — 5 SN idue* Edo + Ÿ°] del do 
M, Mn 


est la probabilité d'émission spontanée d'un photon de fréquence 
w,,, On retrouve la formule (44,9). 


Probleme 


Trouver la section totale de diffusion de résonance summée sur toutes les 
polarisations ct directions finales du photon, ainsi que sur les projections fina- 
les M. du moment de l'atome (et médiée sur les polarisations du photon initial 
et sur les M, initiales). 


10° 
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Solution. En vertu de (61,8), (61,2) et (64,4), la section cherchée : 
87wt ] f 
O = ——_— 


2" 
- | (1) 
 @—en+r rà | 


ÿ (d')anr (dr | 


Mn 
(les états / et 2 ne différant que par les valeurs de M, et M., on a J,=d;). 
L'expression entre accolades se recopie sous la forme 


de. = > >> (dinde) (dinrdni) 


MM: MM, 


(2J,+1) 


(le carré de la somme sur M, a été écrit sous forme de somme double sur M, et 


MA). Les sommes . 
2 (dreden)= Z(du dy) 


ne sont différentes de zéro que pour My= Mn et coïncident avec 37, . ,/4w, 
où F,., est la probabilité de la transition n — { (c'est aussi la largeur par- 
tielle du niveau E,). Ceci étant, 
l 3 
! 
= gg Cat) (ln = ; , 
et la section totale 1 


T L> 
= ge "tt  __—, (2) 


W°” a | ° 
| @—wn + (A 
où 
__ 2-1 
SCI PESTE 
Si seule nous intéresse la partie cohèrente de la diffusion (les états / et 2 


coïncident, c'est-à-dire que M,=M:), dans (1) le facteur entre accolades doit 
être remplacé par 


| Fo il Ÿ° ; 
À D (in (den J 72, +1 æ MM: (dindn 1) (din da) 


Mn 
[comp. (61,3)]. En composantes vectorielles sphèriques le produit scalaire 
d'ndy, => (—1)1-* (di)in (d_)},; 
à. 


il n’est différent de zéro que pour M,—My. Exprimant les éléments de ma- 
tricc au moyen des cléments réduits et introduisant de nouveau les largeurs 
partielles 
46° ] : 
= jh lai DE, 
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1 Comme on pouvait s’v attendre (étant donnée l’analogie formelle des pro- 
blèmes), cette formule eoïncide avec la formule de Breit-Wigner pour la diffu- 
sion élastique résonnante de neutrons lents par un noyau [cf. 111 (142,16), 
(142,18)]. Le facteur g est la probabilité d’avoir la valeur donnée J, pour une 
addition arbitraire des moments de l'atome initial et du photon. 
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on obtient pour on la formule (2) avec. 
_(2J/a+ 1° 51 7 
£ TRAD 2e Le À M.) | 
Pour les trois cas possibles 
Tr Ji, J; + I, 
le calcul direct de la somme donne 


Ji (Ji+D+i 


30/,(/1+1) ‘ de 
; (2J,+3)[16(J/:+1)—1] J=J, 2 
THERE TE 


(2J, —1)(16/—1) _ 
SU, (2/+1) ” Ja=di-t, Ji >L 
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CHAPITRE VIl 
MATRICE DE DIFFUSION 


S 65. Amplitude de diffusion 


La position générale du problème de la collision est de 
trouver, connaïssant l'état initial d'un système (ensemble de 
particules libres), les probabilités des divers états finaux possibles 
(autres ensembles de particules libres). Si le symbole |1> désigne 
l'état initial, le résultat de la collision peut être représenté par la 
superposition 


ZIP <f|S|i>, (65,1) 


où la sommation met en jeu les divers états finaux possibles |f>. Les 
coefficients de ce développement «f| S]£i> (ou sous forme condensée S,;) 
constituent la matrice de diffusion ou matrice S '. Les carrés 1S,;f 
donnent les probabilités des transitions vers des états détermi- 
nés |f>. 

j l'absence d'interaction entre particules l'état du système 
resterait inchangé, ce à quoi correspondrait la matrice S unite 
(absence de diffusion). Il est toujours commode de mettre en évi- 
dence cette unité, en écrivant la matrice de diffusion sous la forme 


Sy -0p+i(2n) 0 (P,—P;)T,, (65,2) 


T,; étant une nouvelle matrice. On a distingué dans le second 
terme la fonction Ô quadridimensionnelle qui exprime la loi de 
conservation de la 4-impuision (P; et P, sont les sommes des 4-im- 
pulsions de toutes les particules dans les états initial et final); 
les autres facteurs ont été écrits pour la commodité ultérieure. 
Dans les cléments de matrice non diagonaux, le premier terme 
dans (65,2) disparaît, de sorte que pour la transition i—-f Îles 
éléments des matrices S et T sont liés entre eux par la relation 


Sx—=i(2n)} SV (P,—PIT (65,3) 


Nous appellerons amplitudes de diffusion les éléments de matrice 
T,; qui subsistent après avoir explicité la fonction ë. 


‘ Du terme anglais scattering ou allemand Streuung. 


AMPLITUDE DE DIFFUSION 295 


Lorsqu'on élève les modules [S;;l au carré, on voit apparaître 
le carré de la fonction ô. Ce carré doit être compris comme suit. 
La fonction & provient de l'intégrale 

6 (P,— ÀettPr- Pa x dix. (65,4) 


2 


Si l’on calcule une autre intégrale de ce genre avec P,-P,; (déjà 
en vertu de la seule présence de la fonction ô) et si on l'étend l'in- 
tégration à un volume grand mais fini V et à un laps de temps #, 
on obtient ! V/;(2n). Aussi peut-on écrire 


[SAl* = (27) 8 (P,—PAIT EVE. 


Divisant par /, on obtient la probabilité de transition dans l'unité 
de temps 


wi 1=-(2n) 8 (P,—P)|T;lV. (65,5) 


Chacune des particules libres (initiales et finales) est décrite 
par sa fonction d'onde, par une onde plane avec une certaine am- 
plitude uw (un bispineur pour l'électron, un quadrivecteur pour le 
photon, etc.). L’amplitude de diffusion T,; a une structure de la 
forme 


Ty=uiu; ... Quiu, ..., (65,6) 


avec à gauche les amplitudes des fonctions d'ondes des particules 
finales, et celles des particules initiales à droite; Q est une cer- 
taine matrice (par rapport aux indices des composantes des ampli- 
tudes d'ondes de toutes les particules). 

Les cas les plus importants sont ceux avec une ou deux parti- 
cules en tout dans l'état initial. Il s'agit dans le premier cas de 
fission d'une particule, et dans le second cas, de collision de deux 
particules. 

Considérons d'abord la fission d'une particule en un nombre 
arbitraire d'autres particules d'impulsions p, dans l'élément de 


l'espace des impulsions [I d‘p, (l'indice a numérote les particules 


dans l'état final, de sorte que > p; P,). Le nombre d'états rela- 


1 On peut fé voir autrement en calculant d’abord l'intégrale sur chacune 
des coordonnées dans (65,4) entre des limites finies, puis en faisant tendre ces 
limites vers l'infini à l'aide de la formule 111 (42,4) : 


lim 
RE: 


SN _ (œ). 
TE 
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tifs à cet élément (et au volume de normalisation V)' est 


Vd3pa 
a (21) 
Par cette quantité doit étre multipliée l’expression (65,5) : 
. VdSpa 
du - (2x)6'* (P,—P;) | T y; [SV Il NTETE L (65,7) 


Alors, les fonctions d'ondes de toutes les particules utilisées 
dans le calcul de l'élément de matrice doivent être normalisées 
«à une particule dans le volume V»*. Ainsi, pour l'électron on 
a l'onde plane (23.1); pour une particule de spin 1, (14,12); pour 


le photon, (4,3). Toutes ces fonctions contiennent le facteur 1/} 2eV, 
e étant l’énergie d’une particule. Toutefois, pour la commodité, 
nous conviendrons d'écrire dans les calculs ultérieurs les fonctions 
d’ondes sans ces facteurs (que nous inclurons dans l'expression de 
la probabilité). De la sorte, l’onde plane électronique s'écrit 


b—ue”iP*, uu — 2m, (65,8) 
et l’onde photonique 
À = JV 4nee-'#*, ee = —], ek.- 0. (65,9) 


Nous désignerons l'amplitude de diffusion calculée avec de telles 
fonctions (à la différence de T,;) par M},;. Il est évident que 


M ji | 
CEE LEE pas: 
on a au dénominateur à raison d’un facteur V 2eV pour chaque par- 
ticule initiale ou finale. 
En particulier, on obtient pour la probabilité de désintégration 
au lieu de (65,7) 


= nv (P,—P)1M, 1-2 II 2 
do (an) 60 (P—PAIMIÉ SES, (65.11) 


e étant l'énergie de la particule qui se désintègre ; comme il se 
doit, le volume de normalisation ne figure plus dans cette formule *. 

Ecrivons la formule (65,11) sous une forme plus achevée (en 
y éliminant les fonctions ô) pour le cas où il y a désintégration 
en deux particules (d'impulsions p;, p. et d'énergies e;, e:). Dans 


l Pour rendre les calculs plus explicites, dans ce paragraphe nous ne po- 
serons pas le volume de normalisation égal à 1. 

* Rappelons (comp. nota p. 190) qu'un tel procédé de normalisation équi- 
vaut à celui où les fonctions d'ondes des particules finales sont normalisées 
à Ô(p). la probabilité se rapportant à dp:.... 

* Si parmi les particules finales il en est N identiques, lorsqu'on intègre 
sur leurs impulsions (pour trouver la probabilité intégrale), on doit introduire 


le facteur 1/V! qui tient compte de l'identité des états différant par une per- 
mutation des particules. 
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le référentiel de repos de la particule qui se désintègre, p;, =—p.=p", 
e, —e. mn. On a ‘ 
l ls 1 , RU +. 
do — el MF me Ô (Pi + p:) Ô (e, + € — mm) d'pid°p.. 
La première fonction à disparaît en intégrant sur d‘p. ; quant à d‘p,;, 
on le recopie sous la forme : 


dp-p'dip'|do=|p'|do MAUMEE) (65,1) 
Fi Es 

(on peut s’assurer de la légitimité de cette écriture en remarquant 

que e—mi- em." p"). L'intégration sur d(e,--e.) fait dis- 

paraître la deuxième fonction Ô, et on obtient 


l nn , = 
do = | M;[f1p | do”. (65,13) 
Considérons à présent la collision de deux particules (d'impul- 
sions p, et p. et d'énergies &, et e.), à l'issue de laquelle on a un 
ensemble de particules en nombre arbitraire d’impulsions p:. On 
obtient à présent au lieu de (65,11) 


._i pa _ 
de — (2) 80 (P,—PIIMi Ty ie - 


La quantité qui nous intéresse dans ce cas n'est pas, toutefois, 
la probabilité, mais la section do. On obtient une section invariante 
(par Lorentz) en divisant dw par 


ES (65,14) 
I désignant le 4-scalaire 
1 =V (pp.Ÿ — mimi (65,15) 
(cf. 11, $ 12)!. Dans le référentiel du centre d'inertie (p, =—p.=p) 
1—|p|(e, +e.), (65,16) 
de sorte que 


expression qui coïncide avec la définition ordinaire de la densité 


1 Pour les renvois ultérieurs, nous écrirons également l'expression de / sous 
la forme 
‘ l + æ æ 
Pts —(m+ ma) TS — Gr — me), (65, 15a) 


où s=—(p; + P2)°. 
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du flux de particules en collision (v, et v. sont leurs vitesses) !. 
De sorte qu'on trouve pour la section la formule 


4 St) —_ d° Pa 

do -(2n) 8 (P,—P)1M,; Fr 7 Il  . (65,18) 

Mettons cette formule sous forme définitive en y faisant dispa- 

raître la fonction Ô pour le cas où l'on a aussi en tout deux par- 

ticules dans l'état final. Nous considérerons le processus dans le 

référentiel du centre d'inertie. Soient Eee, -8, —e, l'énergie 

totale, p,——p.=:p et p, —p.—=p les impulsions initiale et 

finale. La fonction ô s’élimine de la même façon que lors de Ia 
déduction de (65,13), et on obtient 


: Pl 
do- | M; pre do’ (65,19) 
(dans le cas particulier de la diffusion élastique, alors que le genre 
des particules ne change pas lors de la collision, on a |p’|—|p|). 
Ecrivons cette formule sous une autre forme encore, en y intro- 
duisant la quantité invariante 


t=(p—P) mimi —2(p;p;)  : 


= mé + mi —2r,e; 2[p,||p:lcos8, (65,20) 
6 étant l’angle entre p, et p;. Dans le référentiel du centre d'iner- 
tie, les impulsions |p,|=1|p| et [p;|=1p"|] sont déterminées par 
la seule énergie totale e, et pour # donne, 
dt -2|p||p’|dcost. (65,21) 
Aussi peut-on substituer dans (65,19) 
nn = ….…. dfd(—-1) 
do” — dpacosp=s TT h 
étant l'azimut de p, relativement à p,°. De sorte que 
a | dt d 
do = | Mt TS (65,22) 


[nous avons de nouveau introduit l'invariant / défini par (65,16)]. 
L'azimut et, avec lui, la section sous la forme (65,22) sont 
inVariants par rapport aux transformations de Lorentz qui ne 
changent pas la direction du mouvement relatif des particules. Si 


1 Dans un reéferenticl arbitraire 
L] ” FRERE PENSE NET ENS 
= V @ — 02) —(01X 202). 


Cette expression se réduit à la densité de flux ordinaire dans tous les cas où 
T1. De: Î = | 1, — Ds |/V. 

? Le signe convenable de la différenticlle étant évident dans de tels cas, 
nous écrirons, pour simplifier, dt au lieu de d (—t), etc. 
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la section ne dépend pas de l’azimut, la formule (65,22) s'écrit 
sous une forme particulièrement simple 


| . dt 
do -- TP M; F TE : (65,23) 


Si l'une des particules en collision est suffisamment lourde (et 
que son état ne change pas à l'issue de la collision), son rôle au 
cours du processus est réduit à celui d'une source fixe de champ 
constant, dans lequel est diffusée l’autre particule. En conformité 
avec le fait que dans un champ constant est conservée l'énergie 
(mais non l'impulsion!) d'un système, dans cette représentation du 
processus de collision nous écrirons les éléments de la matrice S 
sous la forme 

S ;; (20 (E,— E;;) T };- (65,24) 


Dans l'expression |S,;[* le carré de la fonction 8 unidimensionnelle 
doit ètre interprété comme suit : 


[ô (£,—E;)f —-8(E,—E;)l. 


Passant ensuite [ainsi qu’au cours de la déduction de (65,11)] à 
l'amplitude M; au lieu de T},;, on obtient l'expression suivante 
pour la probabilité du processus où une particule diffusée dans un 
champ constant crée dans l'état final un certain nombre d'autres 
particules : 


d'Pa 


(22)"26 | 


» | 
do - 26 (E,—e)| My 5 I 


Ici. de nouveau & (— E;) est l'énergie de la particule initiale, p, 
et e, les impulsions et les énergies des particules finales. Quant à 
la section de diffusion, elle s'obtient en divisant d& par la densité 
du flux j—=u,V, où v_:|ple est la vitesse de la particule qui se 
diffuse. Au total, comme il se doit, le volume de normalisation 
disparaît de la réponse et on obtient 

l 


: d'Pa 
do 2nô(E—e) MF ES . (65,25) 


Dans le cas particulier de la diffusion élastique, on a en tout 
dans l’état final une particule avec la même impulsion (en grandeur) 
et la même énergie. Substituant d’p"—-p'*d|p"|dv" -|p"|e"de"do’ 
et éliminant Ô(e’—e) en intégrant sur de”, on obtient la section 
sous la forme 


l s 4 2: 
do = My do. (65,26) 
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Enfin, si le champ extérieur dépend du temps (par exemple le 
champ d’un système de particules lourdes accomplissant un mouve- 
ment donné), dans la matrice S est aussi absente la fonction à de 
l'énergie. Alors S,; -iT,;, et après la transition de T,; à M},;, on 
aura, en vertu de (65,10), par exemple pour la probabilité d'un 
processus où le champ engendre un certain ensemble de particules, 
la formule suivante : 


ln d'pa 
du =|M,;| Aer (65,27) 


$ 66. Réactions avec des particules polarisées 


Dans ce paragraphe, nous allons montrer sur des exemples 
simples comment on tient compte, lors du calcul de la section de 
diffusion, de l'état de polarisation des particules participant à la 
reaction. | 

Supposons qu’on ait un électron dans l’état initial et un électron 
dans l’état final. Alors l’amplitude de diffusion a la forme 


M; — y" Au (= u Aus), (66,1) 


u et u’ étant les amplitudes bispinorielles de l’électron initial et 
de l'électron final, et À une matrice (qui dépend des impulsions 
et des polarisations des particules restantes participant à la réaction, 
s’il y en a). 

La section de diffusion est proportionnelle à | M,;{:. On a 


(u'Au)* = up Aus = u* A+y+u’, 
ou 


(u'Au)* =u Au’, (66,2) 
avec ! 
A = vA+ y. 
De la sorte, 
IM,;[*= (u'Au)(u Au’) =u;u,Auu, À. (66,3) 


Si l’électron initial se trouvait dans un état mixte (partiellement 
polarisé) de matrice densité p, et que nous nous intéressions à la 
section d'un processus où il se forme un électron final dans un 
état polarisatoire déterminé p” donné à l'avance, on devrait rem- 
placer les produits des composantes des amplitudes bispinorielles 


Up Pie, Url —+ Pine 


1 Vu la nécessité de former la matrice À, indiquons pour l'avenir les 
éfalités suivantes faciles à vérifier : 


=, Ve Ve. ve, P=—y, pPyr=yyw (66,22) 
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Alors d 
[M,;f = Tr(o'ApA). (66,4) 
Les matrices densités p et p” sont données par la formule (29,13) 
L /- | 
p=g(p+m)( 1) (66,5) 


(et de même pour p'). 
Si l’électron initial est impolarisé, on a 


p=(p+m). (66,6) 


La substitution de cette expression équivaut à la médiation sur 
les polarisations de l’électron. Si l'on demande de déterminer la 
section de la diffusion pour une polarisation arbitraire de l’électron 


final, on posera également p°—(p°+m):2 et on doublera le ré- 
sultat; cette opération équivaut à sommer sur les polarisations 
de l'électron. De sorte qu'on obtient 


. l T4 2 1 à 
5 D IMaF=sTr{(p+m)A(p+m) À}, (66,7) 


polar 
où 2 désigne la sommation sur les polarisations initiales et fina- 
r 


les et où le facteur 1/2 transforme en médiation l’une des 
sommations. 

La matrice densité p’ dans (66,4) est une notion auxiliaire 
caractérisant, en fait, les propriétés du détecteur (qui distingue 
telle ou telle polarisation de l’électron final), et non du processus 
de diffusion comme tel. La question se pose de l’état de polarisation 
de l'électron dans lequel il est mis par le processus de diffusion 
lui-même. Si p‘ est la matrice densité de cet état, la probabilité 
de détecter l’électron dans l’état p’ s'obtient en projetant p"/ sur p”, 
c’est-à-dire en formant la trace Tr(p‘/p’). À cette même quantité 
sera proportionnelle la section correspondante, c'est-à-dire le carré 
|M,;fF. Comparant avec (66,4), on déduit que 


ph  ApA. (66,8) 


Puisqu'on sait a priori que p‘” doit être de la forme (66,5) avec 
un certain 4-vecteur a‘/, on est ramené à déterminer ce dernier. 
On pourrait passer par la formule (29,14), mais il est plus simple 
d'opérer de la manière suivante. 

On a vu au $ 29 que les composantes du 4-vecteur a s'expriment 
en fonction des composantes du 3-vecteur &, qui est le double de 
la valeur moyenne du spin de l'électron dans son référentiel de 
repos. Les états polarisatoires des électrons sont entièrement 
déterminés par ces vecteurs et il y a lieu aussi d'exprimer la 
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section de diffusion au moyen de ces vecteurs. [Il est évident que 
le carré | M: | est linéaire par rapport à chacun des vecteurs & et 
&’ relatifs à l’électron initial et à l’électron final. En tant que 
fonction de &”, il s'écrit 


IMjf=a-$, (66,9) 


a et B étant elles-mêmes des fonctions linéaires de &. 

Le vecteur &’ dans (66,9) est la polarisation donnée de l'électron 
final distinguée par le détecteur. Quant au vecteur &/? correspondant 
à la matrice densité n'”, on le trouve facilement comme suit. 
D'après ce qui précède, 


LME = Tr (pp). 


En vertu de l’invariance relativiste de cette quantité, on peut la 
calculer dans n'importe quel référentiel. Dans le référentiel de repos 
de l’électron final, on a d’après (29,20) 
prof (14-08) (1-08). 
De sorte que 
[ME 1-60 

et, rapprochant de (66,9), on trouve 

SRE (66,10) 


x 
Ainsi donc, calculant la section en tant que fonction du paramètre 
&’, on détermine par là même la polarisation &'/'. 

Dans des cas plus complexes où l’on a plus d’un électron initial 
ou final, les calculs se font de la même manière suivant le schéma 
exposé. 

Ainsi, si on a deux électrons au début et à la fin, l’amplitude 
de diffusion s'écrit 


M,;,-. (u;Au,)(u:Bu,) +(u;Cu,)(u;Du.), 
u,, u, étant les amplitudes bispinorielles des électrons initiaux, 
u;, u, celles des électrons finaux. Quand on forme le carré | M,;|°, 
il apparaît des termes de la forme 
| ui Au, [° | u; Bu. | 
et de la forme 
(u;Au,) (u:Bu,)(u;Cu,)"(uiDu,)”. 


Les premiers se raméènent à des produits de deux traces de la 
forme (66,4), et les seconds à des traces de la forme 


Tr(p; 4p, Cp, Bp, D). 
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Les positrons sont décrits par des amplitudes de «fréquence 
négative» u(— p). Pour les réactions où participent des positrons 
la différence par rapport à l'exposé ci-dessus est qu'on prend pour 
matrices densités des expressions qui ne diffèrent de (66,5-6) que 
par le changement du signe devant m [comp. (29,16-17)]. 

Venons-en aux états de polarisation des photons participant à 
la réaction. * 

La polarisation de chaque photon initial figure dans l’amplitude 
de diffusion linéairement sous forme de 4-vecteur e, et de chaque 
photon final, sous forme de e*. Dans les deux cas, dans la section 
(c'est-à-dire dans le carré | M,;[*) figure le 4-tenseur enex. Pour pas- 
ser au cas d’un état partiellement polarise arbitraire, ce tenseur doit 
être remplacé par la matrice densité quadridimensionnelle, le 4-ten- 
seur p,, : 


EX — Pur (66,11) 
Notamment, pour un photon impolarisé, d’après (8,15) 
Ou DE TZ Eu (66, 12) 


De la sorte, la médiation sur les polarisations du photon se ramène 
à la contraction tensorielle dans | M,;[* sur les deux indices tenso- 
riels correspondants uv 1. 

Si l'on doit non pas médier, mais sommer sur les polarisations 


du photon, on remplacera eex par une expression deux fois plus grande : 
EEx —7 — La, (66,13) 

La matrice densité d'un photon polarisé est donnée par la for- 
mule (8,17). Le choix des 4-vecteurs et!!, et* figurant dans cette 
expression est ordinairement dicté par les conditions concrètes du 
problème. Dans certains cas ces vecteurs peuvent être liés à des 
directions spatiales déterminées dans un référentiel précis. Dans 
d'autres cas, il est plus commode de les relier aux quadrivecteurs 
spécifiques figurant au problème—aux 4-impulsions des particules. 
Dans (8,17) la polarisation du photon est décrite par les para- 
mètres de Stokes formant le «vecteur» & -.(£,, &., E;). Ainsi que 
pour l'électron, il faut distinguer la polarisation &‘* du photon final 
comme tel de la polarisation £’ distinguée par le détecteur. Si l’on 
connaît le carré de l'amplitude de diffusion en fonction du para- 


mètre &’: 

[M},; F-—a-+B£", 
alors la polarisation &£Ÿ -fjæ est tout à fait analogue à la for- 
mule (66,10). 


1 L'expression (66,12) ramenc en quelque sorte la médiation sur les deux 
polarisations réellement possibles du photon à la médiation sur les quatre di- 
rections indépendantes du 4-vecteur e. 
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$ 67. Invariants cinéematiques 


Nous allons examiner certaines relations cinématiques pour les 
processus de diffusion où l’on a deux particules dans l’état initial 
comme dans l’état final. Nous avons en vue des relations qui sont des 
conséquences des seules lois générales de conservation, donc légiti- 
mes indépendamment de la nature de ces particules et de leurs lois 
d'interaction. 

Ecrivons la loi de conservation de la 4-impulsion sous la forme 
vénérale où il n’est pas spécifié quelles sont les impulsions qui se 
rapportent aux particules initiales, et quelles sont celles qui se rap- 
portent aux particules finales : 


Qi + a + Qa + Qi — 0. (67,1) 


lci + g, sont les quadrivecteurs impulsions, dont deux correspon- 
dent aux particules incidentes, et deux aux particules diffusées ; les 
impulsions de ces dernières sont — g,. Autrement dit, deux des q, 
ont leurs composantes temporelles g5 >=: 0, et pour les deux autres, 
ga < 0. 

Concurremment à la conservation de la 4-impulsion doit être 
observée la loi de conservation de la charge. Alors par charge on 
entendra non seulement une charge electrique, mais aussi d’autres 
quantités conservatives de différents signes pour les particules et 
antiparticules. 

Pour des espèces données de particules participant au processus, 
les carrés des 4-vecteurs g, sont des carrés donnés des masses des 
particules (g£- m2). Suivant les valeurs parcourues par les compo- 
santes temporelles g5 et suivant les charges, on a trois réactions 
différentes. Ecrivons-les : 


1) 14+2—3+4, 


11) 143244, (67,2) 
111) 143223. 


Ici le chiffre spécifie la particule, et la barre sur le chiffre, l’antipar- 
ticule. Le passage d'une réaction à une autre, c’est-à-dire le transfert 
d’une particule d’un membre à l’autre de la formule, se traduit par le 
changement du signe de la composante temporelle correspondante q?, 
ainsi que de celui de la charge, c'est-à-dire que la particule est 
remplacée par l’antiparticule. [Concurremment aux processus (67,2), 
les réactions inverses sont, bien entendu, possibles.]| 
On dit des trois processus (67,2) que ce sont des canaux croisés 
d’une seule réaction (généralisée). 
. Donnons quelques exemples. Si les particules 1 et 3 sont des 
électrons, 2 et 4 des photons, le canal I est la diffusion d'un pho- 
ton par un électron; le photon étant réellement neutre, le canal II] 
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est la même chose que I. Le canal IT, lui, est la transmutation 
d'une paire électron-positron en 2 photons. Si toutes les quatre par- 
ticules sont des électrons, le canal I est la diffusion d’un électron 
par un électron, et les canaux II et IIT, la diffusion d’un positron 
par un électron. Si les particules 1 et 3 sont des électrons, et 2 
et 4 des muons, Î est la diffusion de e pa u, [I la diffusion de e 


par u, II est la transmutation d’une paire ee en une paire uu. 

Dans l'examen de processus de diffusion un rôle particulier est 
joué par les quantités invariantes qui peuvent être formées à partir 
des 4-impulsions. Des fonctions de ces invariants sont les amplitu- 
des de diffusion invariantes ($ 71). 

À partir des quatre 4-impulsions deux invariants indépendants 
peuvent être formés. En effet, en vertu de (67,1), trois quadrivecteurs 
g, sont en tout indépendants; soient q,, q., q.,. On peut en former 6 
invariants : les carrés q?, qi, qi et les produits q,q., q,q., q.q.. Mais 
les trois premiers sont les carrés donnés des masses, et les suivants 
sont liés par une relation qui découle de l'égalité! 


(91 + 2 + 93) cu î = mi. 


Néanmoins, pour plus de symétrie, il est plus commode de con- 
sidérer trois invariants au lieu de deux : nous prendrons pour tels : 


S = (qi +42) = (93 + qi), 
L=(qg +9) =(q:+ qu, (67,3) 
u —(q: +4.) - (g:-+q2)°. 

On vérifiera aisément qu'ils sont lies par la relation 


s+t+u—h, (67,4) 
où 


h = mi + mi + mi + mi. (67,5) 


Dans le canal principal (1) l’invariant s admet un sens physique 
simple. C’est le carré de l'énergie totale des particules en collision 
(1 et 2) dans le référentiel de leur centre d'inertie [pour p, -+p. --0: 
s.-(e,+e.)*]. Dans le canal IT un rôle analogue est joué par l’in- 
variant t, et dans III, par l'invariant u. En relation avec cela, I, 
I], III sont souvent appelés canaux s, { et u. 


1 Dans le cas général où à la réaction participent nr > 4 particules, le nom- 
bre des variables invariantes fonctionnellement indépendantes est 3a—10. En 
effet, on a en tout 4n quantités: les composantes des n 4-impulsions g,. On a 
entre elles n liens fonctionnels gä — mÿ et encore 4 liens donnés par la loi de 

ni 
conservation 2 Qu =—0. Des valeurs arbitraires peuvent être attribuées à 6 quan- 
= | 
tités d’après de nombre de paramètres déterminant la transformation de Lorentz 
générale (rotation quadridimensionnelle générale). C’est pourquoi le nombre de 
variables invariantes indépendantes : 4n—n—4—6--3n—10. 
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On exprime sans peine tous les invariants s, {, u en fonction 
des énergies et des impulsions des particules en collision dans chacun 
des canaux. Considérons le canal s. Dans le référentiel du centre 
d'inertie des particules 1 et 2, les composantes temporelles et spa- 
tiales des 4-vecteurs qg, sont données comme suit : 


1 “Pi - (8,, P;), 2: - Pa —(E:—p;), 
Is -— Ps <(—Es — Ps), q; -— Ps =(—Es, p:) 


(l'indice s dans p, et p: rappelle que ces impulsions se rapportent 
à la réaction dans le canal s). Alors, 


(67,6) 


Se, E, :e,-€, =68,--E,; (67,7) 
Asp [s—(m, + m.)°] [s—(m, —m.)*]. 
4sps® :- [s—(m, :-m,)°][s—(m,—m,)], (67,8) 
21 --h—s--4p, pi —— (en? — m3) (ris — mi), 


I (67,9) 
20  h—s—Ap;ps : —(ni— mi) (mi — mi). 


Dans le cas de la diffusion élastique (#1, - m,, m, -m,), on a 
|P,1-: [p;l: de sorte quee, e,,+#, -e,. Au lieu de (67,9) on obtient 
alors les formules plus simples 


t——(p;—pŸ -—2ps (1 —cos6,), 
u = —9p} (1 cos0,)+(e, —e.), SAN) 
0, étant l'angle entre p, et p:. Notons que l’invariant —- { est alors 
le carré de l'impulsion (tridimensionnelle) transférée par collision. 

Les formules analogues pour les autres canaux s'obtiennent par 
un simple changement de notations. Pour passer au canal t il faut 
faire dans (67,6-10) la substitution se /, 2423; pour passer au 
canal «, la substitution su, 24 4. 


$ 68. Domaines physiques 


Considérant les amplitudes de diffusion comme des fonctions des 
variables indépendantes s, {, u (liées par la seule relation s {--u--h), 
nous nous heurtons à la nécessité de distinguer les domaines ph\- 
siquement admissibles et inadmissibles de leurs valeurs. Les valeurs 
susceptibles de correspondre à un processus physique de diffusion 
doivent vérifier certaines conditions, qui sont des conséquences de 
la loi de conservation de la 4-impulsion et du fait que le carré de 
chacun des 4-vecteurs g, est donné : gë - mi. 

Le produit de deux 4-impulsions 


PP > Molly (68,1) 
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Aussi, : 
(a Qi) (Part D) Z(m, + m)°, 

SÙ Qu = Par Qb — Po (OU Qu — Pas Qy = — Ps); Où bien 
(qu fe Qo)° LS (P4 ot Po) < (mn, — ms), 


SÙ Go = Par Ib = —Py. M en résulte que pour une réaction dans le 
canal s: 
(nm, + mm) Ls> (m.,—<+m,), 
(m1, —m,;) Zi< (nm, — ms), (68,2)% 
(n,—m,)} Zzu<(m,—m,) 


(inégalités analogues dans les canaux f et u). 
Pour trouver les autres conditions, formons le 4-vecteur L dual 
du produit de trois quel- 
conques des 4-vecteurs gq,, u=0 s=0 
disons 


L, = EuQt qg2q%. (68,3) 


Dans le référentiel de repos 
de l’une des particules (de 
la particule 1, par exemple) 
g, =(q?, 0). Alors L n’a que 
des composantes spatiales : 
L; =e;0x:19%q;gl. Autrement 
dit, L est un vecteur du 
genre espace, et quel que 
soit le référentiel, L'< 0. 
Développant le carré L!, 
on obtient la condition 


Qi Gide GiQs 
Q:Q 9  Q»Q3| > 0. (68,4) 
QaQ1 nQe 95 


Elle peut s'exprimer au moyen des invariants s, {, u sous la forme 
unique pour tous les canaux 


stu > as +-bt + cu, (68,5) 
où 
ah = (mimi — mimi) (mi + mi— mi — mi), 
bh = (mÈmE — mimi) (me -+ mê— mi mi), (68,6) 
ch (mimi — mêmes) (mi + mi mE— mi) 
(T. W. B. Kibble, 1960). 


Pour la représentation graphique des domaines de variation des 
variables s, {, u il est commode d'utiliser les coordonnées trian- 
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gulaires du plan (plan de S. Mandelstam, 1958). On a pour axes 
de coordonnées dans ce plan trois droites qui forment un triangle 
équilatéral. Les coordonnées s, f, u sont comptées perpendiculai- 
rement à ces droites, positivement vers l’intérieur (comme les fle- 
ches l’indiquent sur la fig. 7). En d’autres termes, pour chaque 
point du plan les valeurs de s, f, u sont représentées (avec les 
signes correspondants) par les longueurs des perpendiculaires abaïis- 
sées sur ces trois axes. La condition s+/f--u—h est alors assurée 
en vertu d'un théorème de géométrie connu (si la hauteur du 
triangle équilateral est h)!. 


u=0 s=0 


— : ——— t=4y° 
. t =0 
; GA 7 t=0 


Z TRS 

HOTTE DE 

s=m-u} u-(m-p)° ÿ WW 
Fig. 8 Fig. 9 


Considérons le cas important où il correspond au canal princi- 
pal (s) une diffusion élastique; alors les masses des particules sont 
deux à deux égales : 

M=M=Em,  M=ME. (68,7) 
Soit m>u. Dans la condition (68,5) on a 
h=2(m-+up), a-=c.:0, b=—(m—n), 
de sorte que 
sut >(m—m°)" {. (68,8) 
La frontière du domaine déterminé par cette inégalité est cons- 
tituée par la droite / —0 et l’hyperbole 
su —(m°—u°)", (68,9) 
dont les deux branches sont situées dans les secteurs u < 0, s <0 
et s>0, u>0; les axes s—0 et u--0 sont les asymptotes de 


1 Réunissant, par exemple le point P (fig. 7) aux trois sommets du trian- 
gle ABC, on le divise en trois triangles d'hauteurs $s, t, u: égalant la somme 
de leurs aires à celle de ABC, on trouve l'égalité exigée. Elle se démontre de 
la même manière dans le cas où le point P est extérieur au triangle ABC. 
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l'hyperbole. Au lieu de (68,8) on peut écrire 
150, su > (m°—p°} ou { -T0, su << (m°—n°}. 

En outre, en vertu des conditions (68,2), on devra encore tenir 
compte de l'inégalité s >: (m -+ +H)* dans le canal s et u > (m—+) 
dans le canal u:; après quoi, les 
autres inégalités sont automatique- u=0 S=0 
ment vérifiées. Au total, on trou- Z 
ve qu'aux canaux Ï, II, HIT (s, 
{, u) correspondent les domaines 
physiques hachurés sur la fig. &. 

Si u -0 (les particules 2 et 
4 sont des photons), la branche 
inférieure de l'hyperbole est tan- 
gente à l'axe { —0, et les domai- 
nes physiques sont ceux représentés 
sur la fig. 9 

Mais si mm, les frontières Fig. 10 
du domaine (68,8) dégénérent en 
axes de coordonnées, et les domaines physiques sont les trois sec- 
teurs indiqués sur la fig. 10. 

Dans le cas général de quatre masses différentes, l'équation 


stu = as + bt + cu (68,10) 


t=0 


U=0 S=0 U=0 S-0 


T0 


NK 


_. A <ÿ 
; À 


a) 6) 
Fig. 11 


détermine une cubique dont les branches délimitent les doma nes 
physiques des trois canaux, ainsi qu'il est montré sur la ng. 11. 
Soit 

M > M 2 Ms 2 Ma 
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Alors 
a>b>c, a>x>0,b>0. 


La courbe (68,10) coupe les axes de coordonnées aux points si- 
tués sur la droite 
as -- bl + cu 0. 


Suivant le signe de c, cette droite est située comme l'’indiquent 
les fig. 11, a, b. Lorsque c 0, le domaine physique du canal « 
empiète sur le triangle de coordonnées; autrement dit, s, f, « 
peuvent être alors simultanément positifs. Toutes les trois bran- 
ches de la courbe frontière ont pour asymptotes les axes de coor- 
données correspondants [on peut s'en convaincre en éliminant de 
(68,10) l’une des variables au moyen de la relation s:{--u -h 
et puis en faisant tendre vers l'infini l’une des autres variables]. 
Les conditions (68,2) n’apportent dans le cas général rien de nou- 
veau par rapport aux frontières établies par l'équation (68,10). 
Les droites correspondant aux égaliteés dans (68,2) ne coupent pas 
les domaines physiques hachurés sur les fig. 11, a, b: certaines 
d’entre elles, qui répondent aux extrema de s, { ou « dans le 
canal correspondant, sont tangentes aux frontières de ces domaines. 

Lorsque la masse d’une des particules est plus grande que la 
somme des masses des trois autres (m, >-m.-: m,+m,), on peut 
encore avoir concurremment aux canaux Î, If, 111, un quatrième 
canal de réaction, lequel correspond à la désintégration 


IV) 1—.2+3-:4,. (68,11) 
Pour ce canal, dans le référentiel de repos de la particule qui se 
desintegre 
qi == (Ms 0), Is =: (—E8., — P:), 3 (Es — Ps), 
Ga = (—t,, — Pi), 
Es tes +Es= M, Pat Ps Pa =0. 
Les invariants: 
S = mi + mi —2m,e., 
{—=mi+mi—2m,e,, (68,12) 
u = mi m—2mM.E,. 
On déduit à présent de (68,1): 
(ns +- ms) LS < (nm, —m.), 
(mn, + ms) Li<(m,—m.), (68,13) 
(mn, + ms) Lu L(m, —m,). 
Ainsi, tous les trois invariants sont positifs, c'est-à-dire que le do- 
maine physique du canal de désintégration est situé dans le trian- 


gle de coordonnées. Il a pour frontière une courbe fermée [qui se 
déduit de (68,10)]. 
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Problèmes 


LA 
1. Trouver les domaines physiques dans le cas de trois masses égales : 
M em, Ma My Ma: (par exemple, la réaction K+1— 17-21). 
Solution. L'équation (68,10) prend la forme 


stu —p°(m—p°), (1) 
s+—{+u=3p+m". 


Les domaines 1, 11, III sont délimités par des courbes de même forme (pour I: 
s>0,1<0, « < 0, et de mème pour II et 111). Si m > 3u, (1) a aussi une 
branche (courbe fermée) avec s > 0, { > 0, u >0, qui est la frontière du do- 
maine du canal IV (fig. 12). 


avec 


2. La mème chose dans le cas où m, 2m, mp, mz=zm=0,m>p 
(par exemple, la réaction p--v—-e--v). 
olution. La condition (68,5) prend la furme 


stu > m°us, 


avec sti+u=mt-#n. Les domaines physiques sont délimités par l'axe 
s—=0 et les deux branches de l'hyperbole fu mp (fig. 13). 

3. La même chose dans Île cas où mi-m,; im, m.—0, m,zæm, avec 
m > Ju (par exemple, la réaction p+y— p--2). 

Solution. L'équation des frontières (68,10) prend la forme 


stu-a(s—u)-"-bt, 
ah= m°ut, bh = mt (2m°—p?), h == 2m°- pt. 


Eliminant u, on obtient 


Pour s donné. on a là une équation du second degré en f. Pour s > (mu)? 
(domaine du canal s) à chaque s correspondent deux valeurs négatives de #. 
Pour s--(m+p)°, ces deux racines se confondent en une seule : {= —mu*/(m -- y). 
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La frontière du domaine du canal s a la forme indiquée sur la fig. 14. La 
branche inférieure de la courbe frontière tend asymptotiquement vers l'axe u —0 
et la branche supérieure coupe cet axe au point { =pt/(u*—m°). 


uZ > 2 
LE MT 


Fig. 14 


Le domaine du canal u est symétrique par rapport au domaine du canal s, 
et le domaine du canal { est situé comme l'indique la figure. 


$S 69. Développement en amplitudes partielles 
Une étape essentielle dans l’analyse d’une réaction de la forme 
a+b—c+d (69,1) 


consiste à développer l’amplitude de diffusion en amplitudes par- 
tielles, dont chacune correspond (pour une énergie totale donnée 
e) à une valeur déterminée du moment total des particules J dans 
le référentiel de leur centre d'inertie!. 

C'est dire encore que ces amplitudes partielles sont les éléments 
de la matrice S dans la représentation des moments 


J'M'|S|e/ M). 


Le moment J et sa projection M sur l'axe donné z étant conservés, 
la matrice S est diagonale suivant ces nombres (de mème que sui- 
vant l'énergie #). Alors, en vertu de l'isotropie de l'espace, les 
éléments diagonaux ne dépendent pas de la valeur de M. Pour J, 
M, & donnés, la matrice de diffusion est encore matrice par rapport 


1 La plupart des résultats exposés aux $ 69, 70 appartiennent à M. Jacob 
ct G. C. Wick, 1959. 
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aux nombres quantiques de spin; nous écrirons les éléments de cette 
matrice sous la forme condensée 


JM |SleJ Ma = <à'|S/(e)|à), (69,2) 


à et À’ étant les ensembles de nombres quantiques de spin. Le 
plus naturel est de prendre ici pour tels les hélicités des particules. 
Rappelons que l’hélicité (à la différence de la projection du spin 
sur un axe arbitraire dans l'espace) est conservée pour une par- 
ticule libre, et qu'aussi elle commute avec l'impulsion et le moment 
de la particule ($ 16). Dès lors, on pourra se servir des hélicités en 
représentation des impulsions ainsi qu'en représentation ées moments 
de la matrice de diffusion. 

Nous appellerons les éléments de la matrice S suivant les indices 
des hélicités amplitudes d’hélicité de la diffusion et, ce faisant, 
nous entendrons par À et À” les ensembles des hélicités des parti- 
cules initiales et finales: À =(A,, À,), À’ (A1, À). 

En représentation des impulsions, on détermine les éléments de 
la matrice de diffusion par rapport aux états |ena > (n-p;|p 
étant la direction de l'impulsion du mouvement relatif dans le 
référentiel du centre d'inertie), et en représentation des moments, 
par rapport aux états |eJ/M2>. Ils s'expriment les uns d’après les 
autres sous forme de développements 


[JMD = Î|n2> ni |J M3 do, , (69,3) 


l'intégration étant étendue aux directions # (pour abréger, nous 
omettrons l'énergie € dans les symboles des états). Cette transfor- 


mation étant unitaire (cf. III, $ 12), les coefficients de la trans- 
formation inverse 


<J MA] nà> == <nà|JMà:*. (69,4) 


D'après la règle générale de transformation des matrices, ces mêmes 
coefficients définissent le lien entre éléments de matrices S dans 
les deux représentations : 


<n'à'|Sin2> - pà GRR JIMAD IMN|S|JMA><JMI]n2>. (69,5) 


Les coefficients du développement (69,3) se déduisent aisément 
à l’aide des resultats du $ 16. 

Supposons les fonctions d'ondes de tous les états exprimées en 
représentation des impulsions, c'est-à-dire en tant que fonctions de 
la direction de l'impulsion (pour une énergie donnée); nous dési- 
gnerons cette direction en tant que variable indépendante par v, à 
la différence de la direction # en tant que nombre quantique d'état. 
Dans cette représentation la fonction d'onde a la forme (16,2) 


Dai (v) = u 8 (v —n). (69,6) 
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Lorsqu'on substitue (69.6) dans le développement (69,3), celui-ci 
se réduit à un terme: 


fous = VA JMD ui. (69,7) 


Les hélicites À, et 4, de chacune des deux particules sont défi- 
nies en tant que projection du spin de la particule sur la direction 
de son impulsion. Si les impulsions des particules sont p,—=p, 
Pr” —p, pour la première particule cette direction est #, et pour 
la seconde, —-#. Si l'on considère maintenant le système comme 
une particule d'hélicité .\ dans la direction de #, on a \ —2,—àÀ,. 
Sa fonction d'onde (en représentation des impulsions) peut se met- 
tre, d'après (16,4), sous la forme 


2J-.1 

47 
Comparant les deux expressions (69,7-8) (et changeant la notation 
de v en #1), il vient pour les coeificients cherchés 


RIM» : DK} (n). (69,9) 


bruz(v) DE (v) } . (69,8) 


La substitution de ces coefficients dans (69,5) donne 


s a 2J -. | J ’ J)° < 
R|S {ni = = Diu(n) Du (n)<à'|S/|2>, (69,10) 
JM 
A ho — hs \’ he —hy 
où l’on s’est servi de la notation condensée (69,2). Prenons #7 pour 
axe des z: alors 


DY\ (2) -ôiu 
et (69,10) devient 
en |S|n>- S'DÉA (n)<R'|S/|2>. (69,11) 
J 


On voit que le développement en amplitudes partielles a pour 


coefficients les fonctions DY’,. Pour une réaction de la forme (69.1), 
il est commode de déterminer l'amplitude de diffusion f de telle 
sorte que la section (dans le référentiel du centre d'inertie) soit 


do.-|<n'?'|f|nÀà>| do" (69,12) 
[en comparant avec (65,19), on peut relier cette amplitude à l'élé- 


ment de matrice M]. Nous écrirons son développement en ampli- 
tudes partielles sous la forme 


en |f|ni> = (27-41) Du (n") DÉu (n) 7 |F/12>, (69,13) 


JM 


DÉVELOPPEMEMT EN AMPLITUDES PARTIELLES 3135 


ou, prenant l’axe des z suivant Z: 
enfin - SLI DD (nr IF. (69,14) 


J 


Cette formule généralise le développement usuel en amplitudes par- 
tielles pour la diffusion de particules sans spin [cf. [IT (122,13)]. 
Etant donné que D) . P, (cos ®), lorsque les spins sont nuls, (69,14) 
se réduit au développement en polynômes de Legendre 


F@)- XL + 1) f1Ps (cos 0). 


La section (69,12) se rapporte au cas où toutes les particules 
ont des hélicités déterminées. Mais si les particules sont dans des 
états de polarisation mélanges, la section s'obtient en prenant la 
moyenne du produit 


half hate hall ah)" 
sur les matrices densités polarisatoires des particules 


Gale le Gale TR RO TRS Ai] po 


À 
(cf. nota p. 204). Ainsi, pour la réaction entre particules impolarisées 
a, b avec formation de particules également impolarisées c, d, on a 


do | Re : PIS Ne 
do = Sa + D CS +1) 2 2 (2J n. 1) (2J + 1) Aka | | PAUTYA SN 
/.) 
x tal ke DR (e°) DE (n°) (69,15) 


(l'axe des z est dirigé suivant #, le signe 2\,, signifie sommation 
sur A phela). Remplaçant Do d'après (a,12), puis utilisant le 
développement (b,2), on obtient finalement 
do =: «) 1! : | 
do en D (DV à 1)(2J" 1) 


(2Sa -— 1) (256 + 1) ; 
(2.) 44° 


bal hab heal hahbD° 


- OR n 
x DL D (x si 6) (x 16) Pz(cosü) (69.16) 
L 


+ 


—— ? 
è 


(6 est l’angle entre n° et l'axe des z): la sommation sur L met en 
jeu toutes les valeurs entières obtenues par addition vectorielle de 
J et J’. 

Le développement de l'amplitude de diffusion en amplitudes par- 
tielles tient complètement compte de toutes les propriétés de la 
distribution angulaire de la diffusion liées à la symétrie vis-à-vis 
des rotations d'espace. Mais il ne tient pas explicitement compte 
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des proprietes liées à la symétrie vis-à-vis de l'inversion d'espace. 
L'invariance P (si l'interaction en est douée) conduit à des liens 
déterminés entre les diverses amplitudes d’hélicite (cf. $ 70). 


S 70. Symétrie des amplitudes de diffusion d'hélicité 


Les exigences imposées par la symétrie vis-à-vis des transforma- 
tions P, T, C (si, bien entendu, le processus donné d'interaction 
des particules est effectivement doué de cette symétrie) font appa- 
raître des liens déterminés entre les diverses amplitudes de diffusion 
d'hélicite, et, par là, réduisent le nombre d'amplitudes indépen- 
dantes!. 

Pour établir ces liens, voyons d'abord quelles sont les propriétés 
de symétrie des états d’hélicité d'un système de deux particules. 

Considérons les particules dans le référentiel de leur centre 
d'inertie. L’une a pour impulsion p, = p et hélicité À, relativement 
à la direction p,-l'autre pour impulsion p.— —p et hélicité 2. 
relativement à la direction —p. Si l'on définit l’hélicité pour les 
deux particules relativement à la seule direction p, ces hélicités 
seront À, et — 7... Elles seront décrites respectivement par des ondes 


planes d'amplitudes uf' et up-"*. Quant au système des deux par- 


ticules, il est décrit par une fonction pre) (à plusieurs composan- 


tes) formée avec les produits des amplitudes uÿ” et ufr”? 
Considérant à présent le système comme une particule unique 
d'hélicité A-_2,—2, dans la direction #7--p'|p|, on peut écrire 
la fonction d'onde (en représentation des impulsions, c'est-à-dire en 
tant que fonction de #7) pour l’état de valeurs déterminées de /, M, 
À, À. (et d'énergie totale €): 
/ DJ - 
ban, 0p 7 Din) JE, Ah, (70,1) 


Icomp. (69,8)]. Etant donné que .\ est la projection du moment 
total sur p, on doit avoir 


[AIS J. (70,2) 
En vertu de (16,14), dans l’inversion 
Patate (ne) manu (— n) = mine (— DS 48h heut sh) (pe), (70,3) 


Mi, 1: étant les parités intrinsèques des particules. Utilisant de 
même (16,10), on trouve la loi de transformation des fonctions (70,1): 


Phynas = Me IS A us me (70,4) 
1! Le nombre d'amplitudes indépendantes lui-même ne dépend pas, bien 


entendu, de la représentation concrète de la matrice S7 et est le même quel 
que soit le choix des variables de spin. 
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Si les deux particules sont identiques, la question se pose de 
la symétrie vis-à-vis de leur permutation. Permuter les particules 
c'est permuter leurs impulsions et leurs spins. Pour dégager le sens 
de cette opération lorsqu'elle est appliquée à la fonction (70,1), 
notons que sa définition contient une asymétrie: les moments des 
deux particules sont projetés sur la direction du seul vecteur p, := p, 
sur l'impulsion d'une des particules (de la première). Après la per- 
mutation, ce vecteur est remplacé par p.=—p; les projections 
des moments J, et J. sur ce vecteur seront —X, et À, (au lieu des 
projections À, et —-À, sur p). Aussi le résultat de l’action de l' opé- 
rateur de permutation des particules (P,.) sur la fonction (70,1) 
pourra-t-il s’écrire 


Phboans, = UT 0 (— nr) DK np 


(où, comme auparavant, A -À,—7.). Utilisant ensuite (70,3) et 
(16,10), on trouve 


Pb =D bunas (70,5) 
OÙ S,==5, =S. 

Pour des particules identiques seuls sont admissibles les états 
symétriques (pour les bosons) ou antisymétriques (pour les fermions) 
par rapport à la permutation. Le premier cas ayant lieu lorsque le 
spin s des particules est entier, et le second, lorsqu'il est demi- 
entier, dans les deux cas les états d’hélicité admissibles du système 
de deux particules peuvent s'écrire sous forme de combinaisons 
linéaires 

[+ (DSP, bunn 
ou, d’après (70,5), 

Dans, + (1 MIRE (70,6) 
Il est remarquable que cette combinaison ait la même forme pour 
les bosons et les fermions. 

Pour un système formé d'une particule et d'une antiparticule 
le résultat de la permutation s'exprime par la même formule (70,5). 
Toutefois, à la difference du cas des particules identiques, les états 
des deux symétries de permutation sont ici admissibles, c'est-à-dire 
les deux combinaisons 


dE = boan, (Dons (70,7) 


Ces états ont des parites de charge C déterminées. L'opération de 
conjugaison de charge peut être représentée comme le résultat de 
la permutation complète de toutes les variables (de spin et de charge) 
des deux particules, suivie de la permutation inverse des variables 
de spin (des hélicités). Le résultat de la première opération doit 
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coïncider avec le résultat de la permutation dans le système de 
deux particules identiques. Ceci montre clairement que, pour le 
signe plus dans (70,7) [qui coïncide avec le signe dans l’état (70,6) 
admissible pour les particules identiques], la parité de charge du 
système est positive, et elle est négative dans le cas du signe moins: 


Ch- +. 


Enfin, venons-en à l'opération de l’inversion du temps. La 
fonction d'onde d’une particule au repos, de spin s et de projection 
du spin ©, se transforme d’après 


Tifsa (— 1) 9%. a 


Icf. 111 (60,2)]. La fonction d’onde des deux particules dans le 
référentiel de leur centre d'inertie peut, elle aussi, être considérée 
(pour ce qui est des propriétés de transformation) comme la fonc- 
tion d’onde d’une « particule au repos» de moment J et de projection 
du moment M. Quant aux hélicités 2,, 2., elles ne changent pas: 
l’inversion du temps change le signe des vecteurs impulsion et mo- 
ment, si bien que les produits jp restent inchangés. Ainsi, 


Thu, __(— 1)/- DA PATENT (70,8) 
Dès lors, on peut écrire d'emblée les relations de symétrie pour 
les amplitudes d'hélicite. 
Si l'interaction est P-invariante, pour la réaction 
a+b—c+d 
doivent coïncider (pour J et # donnés) les amplitudes des transi- 
tions 
Fa —lkh> et 
P | Ath » bd P | Lhd Ds 
Aussi obtient-on en utilisant (70,4) 
<hhalS" |At.s> = 


= Med (_ jpretsusa sb 7, RS 12, —2,>. (70,9) 
ab 
Si au lieu d'états d'hélicités déterminées on prend des états de 
parités déterminées, c'est-à-dire les combinaisons 


l 
Vo (huan.s., Æ PYuu..) 


(où À,2.--2,2, ou /..h4), alors s’annulent les amplitudes des tran- 
sitions qui ne conservent pas la parité. 

L'opération d'inversion du temps transforme chaque état confor- 
mément à (70,8), en même temps qu'elle permute les états initiaux 
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et finaux. Ceci étant, la T-invariance conduit aux relations 
LhdulS" GA =<A ls (e) A hu >. (70,10) 


Cependant, ces deux amplitudes concernent divers processus (réactions 
directe et inverse). Ce n’est que dans le cas de la diffusion élastique 
que les deux processus coïncident en fait, et alors (70,10) constitue 
un lien détermine entre les amplitudes d'hélicité d’une seule et même 
réaction. 

Lors de la diffusion élastique de deux particules identiques le 
nombre des diverses amplitudes est encore réduit en vertu de la 
symétrie de permutation. On a vu que, pour / donné, seuls sont 
réalisés les états symétriques ou seuls les états antisymétriques sui- 
vant À,, À. Par là, la conservation du moment signifie automati- 
quement qu'est aussi conservée la symétrie par rapport à la per- 
mutation des hélicités. 

La situation est analogue dans le cas de la diffusion élastique 
d'une particule par une antiparticule (ou bien dans le cas où une 
telle paire se transforme en une autre paire, c'est-à-dire pour une 


réaction de la forme a+a—-b-+b). Pour J donné il existe des 
états symétriques aussi bien que des états antisymétriques suivant 
À, À», mais à ces états correspondent différentes valeurs de la 
parité de charge du système. Il en résulte que si l'interaction des 
particules est C-invariante, la parité de charge étant conservée, les 
transitions entre états de différentes symétries suivant À,, 2, sont 
interdites'. Toutefois, soulignons la différence par rapport au cas 
des particules identiques, alors que, pour chaque J donné, les états 
de l’une des symétries sont absents. Dans le cas « particule-anti- 
particule» seules sont interdites les transitions entre états de diffé- 
rentes symeétries, bien que ces états eux-mêmes existent (pour chaque J). 

La CPT-invariance étant universelle, l'existence de la T-inva- 
riance signifie aussi CP-invariance. Celle-ci conduit à l'égalité des 
amplitudes de deux réactions qui se déduisent l’une de l'autre en 
remplaçant toutes les particules par les antiparticules (et en chan- 
geant le signe des hélicités) : 


Cal S' lAghD = CRT |S! | hr hr >, (70,11) 
avec Ag: —À,, ...*,. 

Le nombre d’amplitudes indépendantes est le même pour tous 
les canaux croisés d’une seule et même réaction généralisée: dès 


1 Une interdiction analogue peut aussi apparaître comme conséquence de 
l'invariance isotapique de l'interaction de particules non identiques. Ainsi, 
à cette invariance prés, sont interdites les transitions entre états de différentes 
svmétries suivant 4,, 2. lors de la diffusion d'un neutron par un proton. 

2? Comme ces deux amplitudes se rapportent à deux réactions différentes 
qui ne peuvent donc interfèrer, un facteur de phase dans (70.11) serait dénué 
de sens et on peut le poser égal à 1. Seule est douée de sens réel l'égalité des 
sections résultant de (70,11). 
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lors, pour le déterminer, on pourra considérer n’importe lequel des 
canaux. Ainsi, la diffusion élastique a+b—-a+-b et l’annihilation 
a+a—-b—+b sont décrites par le même nombre d’amplitudes inde- 
pendantes. Alors, les restrictions imposées dans le premier cas par 
la T-invariance sont équivalentes aux restrictions imposées dans le 
second cas par la C-invariance. 

Arrétons-nous encore à la réaction de désintégration d’une 
particule en deux : a—b+c. Dans le référentiel du centre d'inertie 


(référentiel de repos de la particule a) on a p,——p,. Multipliant 
par p, l'égalité ÿ, —J,+J., on obtient 
ha = Ab —Àe (70,12) 


(l'hélicité Z, de la particule primaire est définie en tant que pro- 
jection de son spin sur la direction de l'impulsion de l’une des 
particules secondaires). C’est dire en quelque sorte que cette relation 
est une conséquence de la symétrie supplémentaire que possède le 
processus donné: symétrie axiale autour de Ja direction de p, et 
de p,. Si le spin de la particule primaire s, <s,+5s,, la relation 
(70,12) réduit le nombre des jeux de valeurs possibles À,, À,, À, 
et par là le nombre d’amplitudes d’hélicité indépendantes de la 
désintégration. Le moment total J coïncide dans le cas donné 
avec le spin de la particule primaire s,, si bien que c’est une 
quantité fixe. 

| La P-invariance lors de la désintégration s'exprime par la re- 
ation 


Che lS'| Ad = 
= We (—i yen, —A ISA > (70,13) 


[outre (70,4), on s'est servi ici de la loi de transformation de la 
fonction d'onde d’une particule (16,16)]. 

Si la particule primaire est réellement neutre, les restrictions 
ultérieures apparaissent lorsque est conservée la C-parité. Ici trois 
cas doivent être distingués. Si les produits de désintégration sont 
eux aussi réellement neutres, on aura C,—C,C,.; ou bien cette 
condition interdit catégoriquement la désintégration, ou bien elle 
est satisfaite sans conduire à de nouvelles restrictions. Si les parti- 
cules b et c sont différentes, la C-invariance établit un lien entre 


les amplitudes des divers processus : a—bæ+c et a—b+c. Enfin, 


pour la désintégration a—b+bh apparaît une restriction due à ce 
que pour une parité de charge donnée C et pour un moment total 
donné J —s,, le système ne peut se trouver que dans des états 
symétriques, ou que dans des états antisymétriques suivant les 
hélicités, selon la parite de J et le signe de C. 
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La CP-invariance conduit à l'égalité des amplitudes des désin- 

tégrations a—b+cet a—b+c: 

KhphelS had =<Arkr |S']A7 D (70,14) 
(avec ÀAï:=—2À,, ...), c'est-à-dire à l'égalité des probabilités de 
désintégration de la particule et de l’antiparticule. Si la particule 
peut se désintégrer de différentes manières (suivant différents canaux). 
cette égalité concerne chacun des canaux. Soulignons, toutefois, que 
ce résultat suppose l'observation de la CP-invariance, laquelle n'est 
pas une propriété universelle de la nature. Seule la CPT-invariance 
a un caractère universel ; cette exigence conduirait par elle-même à 
l'égalité 

CihelS AD =<AzIS/|ArAT), 
dont le second membre se rapporte au processus inverse de la dé- 
sintégration. Nous verrons plus bas ($ 72) que la condition de 
CPT-invariance, en même temps que celle d'’unitarité, conduit quand 
même à une certaine relation, bien que plus restreinte, pour les 
probabilités de désintégration d'une particule et d’une antiparticule. 


Problèmes 


1. Déduire à l’aide de (70,6) la classification des états possibles d'un système 
de deux photons. 

Solution. Dans ce cas À, À: — + 1. Pour les J pairs (J > 0), d'après 
(70,6), trois états symétriques suivant À,A, sont admis : 


a) Pymir D) Vym-inre ©) Vymi-i Fume 
Pour les J impairs (avec J > 1) un état antisymétrique est admis: 
d) Vymi-i — rm: 


Les états c) et d) possèdent en même temps une parité déterminée (+1): 
d’après (70,4), 


P Chou À bomnin = £ D) Ghoies € Pom 


le facteur + (—1)” — |, étant donné que le signe supérieur se rapporte aux 
valeurs paires de J, et le signe inférieur aux valeurs impaires. Quant aux 
états a) et b}), ils n'ont pas par eux-mèmes de parites déterminées, mais formant 
leurs combinaisons 


a”) bymai thomas D) omis — omis 


on obtient des états pairs et impairs. Pour J —0 seuls sont admis (vu la con- 
dition | A —A:1<& J) les À, —2À, de sorte que l'état c) est éliminé, et il ne reste 
plus qu’un état pair et un état impair a’) et b’). Enfin, pour J —1, le seul 
état admissible pour les J impairs, l'état d), est interdit, étant donné que pour 
cet état À—2 > J. De la sorte, nous sommes conduits au tableau des états 
admissibles (9,5). 

2. À l’approximation non relativiste le moment total J du système est le 
résultat de l'addition du spin S et du moment orbital L. Trouver pour un 
système de deux particules le iien entre les états | JLSM > et | JMA 2: ». 

olution. D'après la règle de formation des fonctions d'ondes lors de 
l'addition des moments, on a 


iLsM = D) UPs,o,Psso, Cao, } ŸLM CHIM s' (1) 


11 2460 
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Ici les p,, sont les fonctions propres du spin s de projection a (sur l'axe des z fixe), 
les Ÿ, F sont la même chose pour le moment orbital L de projection M ; l'ex- 
pression entre accolades correspond à l'addition de s, et s. en S, puis S s'ajoute 
avec L et donne J ;: la sommation met en jeu tous les indices en m. Exprimons 
toutes les fonctions en représentation des impulsions en tant que fonctions de 
la direction # (de l'impulsion p —p;). les fonctions 1, étant exprimées à l'aide 
de (a,l) d'après les fonctions des états d'hélicités 4; : 


{ 
Vso, on D Dr, (a) Vas. * 
CA 
_V'pe 
Va, : 2 Da, (a) Va, à. 
En ce qui concerne LIRE on à 


; 2L+T L | 
Vem,ŸLA, (a)— it => Dix , 4) 


{on s'est servi de (a.18) et de la définition (16,5)]. Substituant ces fonctions 
dans (1), on utilise deux fcis le développement (b,1), ainsi que l'orthogonalité 
des coefficients de Clebsch-Gordan 111 (106,13). Au total on obtient fysy sous 
forme de développement 


JLSAM — > Vania Mel JLSM), (2) 


loylee 
ou 


l2J 21 
Hana = Von, 3, DR MU) PV 7. A=h-k 


et les coefficients 


<JMhhs | JLSMS — 
| 2 ——_—————— | > S\ÉL .S J 
=(—i)L(—D)-S23+S V (2L+ 1) (2S--1 Si Sa ) ) 
EN) VÉLFDES EN (55 5 1) lo À a) ® 
La transformation (2) étant unitaire, 
CILSM | JM = JM | JLSMS*. 


3. Déterminer le nombre d'amplitudes partielles indépendantes pour les 
processus de diffusion suivants: à) ntN—r2N, b)y+r—1+a, 
COYHN—YHN, djetN—e+N, ee) v+e—v+e, f) p+y—rn<tat, 
g)N+N—N4NT. 

Solution. a), b) Le nombre total d'éléments de la matrice S7 (c'est-à-dire 
le nombre de divers jeux de nombres ÀjAek1Âs) N —4. Compte tenu de la P-in- 
variance, le nombre d'éléments indépendants se réduit à Nh—2; compte tenu 
de la T-invariance, il se réduit à Nr=3, et lorsqu'il est tenu compte de l’une 
et de l’autre, à Wpr—2. 

c), d) N = 16, Np=8, Nr=10, Npr=6. 

d) N=4, Nr=3. 

c) N =8, Np=4. 

f) Pour le calcul il est commode de partir des combinaisons linéaires des 
états d’hélicite : 

Pig = Ÿ++ HV, eg = Vers —Vd--, 
Pag = + +Ÿ-+, Pu=Vbir-—Vd-+, 


1 Dans ces exemples, seuls sont, bien entendu, essentiels les spins des 
particules et la symétrie de leur interaction. 
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les indices + désignant les valeurs des, hélicités (+ 1/2) des deux particules. 
Les états 1g, 2g, 3g sont pairs et l'état u impair par rapport à la permutation 
des particules. Ceci étant, les transitions g > u sont interdites, si bien que. 
compte tenu de la symétrie de permutation, il reste W—16—6— 10. Vis-à-vis 
de l'inversion P les fonctions wÿ:,, #3, €t Yeg. Wa sont de parités contraires 


[(—1)/+E et (—1)7 respectivement]; l'interdiction des transitions entre elles 
ramène le nombre d'amplitudes indépendantes à Np:=6. Enfin, la T-invariance 
conduit à la coïncidence des amplitudes 1g — 3g, 3g —+ 1g, de sorte que Npr —5. 


$S 71. Amplitudes invariantes 


Les amplitudes d'hélicité font intervenir un référentiel particu- 
lier : le référentiel du centre d'inertie. Or, quand on calcule les 
amplitudes de diffusion à l’aide de la théorie invariante des per- 
turbations (et quand on étudie leurs proprietées analytiques générales), 
il est commode d'écrire les amplitudes sous forme explicitement 
invariante. 

Si les particules participant à une réaction sont sans spin, 
l'amplitude de diffusion ne dépend que des produits invariants des 
4-impulsions des particules. Pour une reaction de la forme 


a+b—c--d (71,1) 


on pourra prendre pour tels deux des quantités s, {, u définies au 
\, 67. Alors l’amplitude de diffusion se réduit à une seule fonction 

si Ê(S, ©). 

ls les particules sont douées de spins, ouire les invariants ciné- 
matiques s, /, u, il existe encore des invariants qui se peuvent 
former avec les amplitudes d'ondes des particules (bispineurs, 
4-tenseurs, etc.). Les amplitudes de diffusion devront alors avoir 
la forme 


M}; 2 (s, t) Es (71,2) 


les F, étant des invariants qui dépendent linéairement des ampli- 
tudes d'ondes de toutes les particules participantes (ainsi que de 
leurs 4-impulsions). Les coefficients f,(s, 1) sont les amplitudes 
invariantes. 

Choisissant les amplitudes d'ondes de sorte qu'elles correspondent 
a des particules à hélicités déterminées, on obtient des valeurs 
déterminées pour les invariants F, - F,(4;, à,). Alors, les amplitudes 
de diffusion d’hélicité s'écrivent sous forme de combinaisons linéai- 
res homogènes des amplitudes invariantes },. Ceci montre que le 
nombre de fonctions indépendantes f, (s, {) coïncide avec le nombre 
d’amplitudes d'hélicité indépendantes. Ce dernier nombre étant facile 
à déterminer (comme on l’a expliqué au $ 70), le problème de la 
construction des invariants F, s’en trouve facilité, puisque d’avance 
on connaît leur nombre. 


11" 
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Considérons quelques exemples. Nous supposerons dans chacun 
d'eux que l'interaction est T-invariante et P-invariante; cette der- 
fière propriété signifie que les invariants F, doivent être de vrais 
(et non pseudo) scalaires. 

1) Diffusion d'une particule de spin 0 par une particule de spin 1/2. 
Le nombre d'invariants est 2 (ci. prob. 3, $ 70). Il est loisible de 
prendre pour tels 


F, .u'u, F,-u'Ku, (71,3) 


u—=ut(p}), u’ - u(p’) étant les amplitudes bispinorielles des fermions 
initial et final: K°- k-:k’, k et k’ étant les 4-impulsions des bosons 
initial et final". 

La T-invariance des quantités (71,3) se vérifie aussitot directe- 
ment. L'’inversion du temps échange les états initial et final et 
remplace les amplitudes u(p) par les amplitudes «inversees dans 
le temps » : 


[cf. (28,5)]. Ceci étant, 
u'u — uTuT = — (Uju) (U,u') - —u'Ü,Uru = u’'U,Uju =u'u, 


ce qui démontre la T-invariance de F,. On a de même 
veu — uTyeuT = — (Uyu) ye(U,u’) -u'U, Y°Uzu, 
ou, en vertu de (26,12) ®, 
u'yu — u'yu,; u'yu — —u'yu. 
De la même façon se transforment les 4-impulsions:(K°, 4) — (K°,—K), 


et le produit scalaire F, - K,(u’y“u) est donc invariant. 
2) Diffusion élastique de deux particules identiques de spin 1,2. 
Il existe 5 invariants indépendants, tels étant : 


F;—(uiu,)(uu.), F,= (vu) (u;vu.), 
F, - (ui veu.) (us yuu.), 
Fi= (uv via) (uv, vou), 
F,= (u,ot*u,) (u;,0,.u.), 


(71,4) 


1 On serait tente de former encore un invariant de la forme 
7 , 
ua. Atku. 


Mais il est facile de se convaincre qu'il se réduit aux invariants (71,3) si l'on 
tient compte de la loi de conservation k°=p+&—p' ct des équations pu = mu, 
u'p’=mu’, Vérifiécs par les amplitudes bispinoriclles. 

* Ces lois de transformation découlent aussi, bien entendu, du comportement 
(cf. $ 28) dans l'inversion du temps des opérateurs 1p4#, ##4, qui ont pour 
éléments de matrice les produits u’u, u’\vu. 
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où u,, u, sont les amplitudes bispinorielles des particules initiales, 
et u,, u, celles des particules finales. La permutation des particules 
initiales (ou finales) ne conduit pas à de nouveaux invariants: les 
nouveaux invariants s'expriment d'après les anciens (problème 1, 
$ 28). Mais l'expression (71,2) avec F, pris dans (71,4) ne tient 
pas compte sous forme explicite de l'exigence que la permutation 
de deux fermions identiques doit changer le signe de l'amplitude 
de diffusion. L'expression satisfaisant à cette exigence peut s'écrire 
sous la forme 


Me [Giu) su), (4, 0) — (au) ia.) f (a, D]+ ... (71,5) 


Lorsqu'on permute p, et p, (ou p, et p.) les invariants cinématiques 
deviennent: s—5s, / —u, u—-1, de sorte que ladite exigence est 
automatiquement vérifiée. 

Nous allons considérer encore deux exemples, savoir la diffusion 
élastique -d'un photon par des particules de spin 0 ou 1,2. Il y a 
lieu d'exprimer l'amplitude de ce processus au moven des 4-vecteurs 
unités du genre espace e‘!?, e"*! vérifiant les conditions : 


eut — gt =], ete) (0 
etlk — pl 0, et Uk" 7 eh 0 (71 ,6) 


[pour chacun des deux photons, ces 4-vecteurs peuvent être ceux 
utilisés (cf. $ 8) pour la description invariante de leurs propriétés 
polarisatoires]. 

Soient k et k” les 4-impulsions initiale et finale du photon, et 
p, p’ la même chose pour la particule diffusante. Considérons les 
4-vecteurs 


mp kaPK=+P'K 
Pr = psp KE, 


Lu (71,7) 
N* —<er"P,q,K,, 


où 
K-kLk, q -p—p'—Rk" —k. 


Il est évident qu'ils sont orthogonaux. Ils sont aussi orthogonaux 
aux 4-vecteurs K, gqg et donc à k, k’. Etant perpendiculaires au 
4-vecteur du genre temps K'(K°-— 2kk° >. 0), ils sont eux-mêmes du 
genre espace (en effet, dans le référentiel où K =: 0, KP —0 entraîne 
P,—0, de sorte que P°<0). Normalisant P et NW, c'est-à-dire 
passant à 


NA e"®à . PA 


etla — ' 
V — N° ÿ — P: 


; (71,8) 


on obtient un couple de 4-vecteurs possédant toutes les propriétés 
exigées. Notons que e'*’ est un vrai vecteur, et e‘!’ un pseudovecteur. 


326 MATRICE DE DIFFUSION 


Mettons l'amplitude de diffusion du photon sous la forme 
M,;=F''e.e,, (71,9) 


en y explicitant les 4-vecteurs polarisations e et e” des photons 
initial et final. 

3) Diffusion du photon par une particule de spin 0. Le tenseur 
F'* dans (71,9) doit être formé uniquement avec les 4-impulsions 
des particules. On peut le mettre sous la forme 

F'* = fietretty + fetes, (71.10) 


f,, f, étant les amplitudes invariantes, qui sont ici au nombre de 
deux. Notons que F"* ne saurait contenir un terme avec le produit 
etre, çar celui-ci est un pseudotenseur, et substitué dans (71,9) 
il donnerait un pseudoscalaire. 

4) Diffusion d'un photon par une particule de spin 1/2. Mettons 
F;, sous la forme 


(1) (2) , (2) (2) : (1) 02) , (2) (1) (1) (2) (2) (1 
Fiy — G, (ei Eu Te. Eu )--G, (e;, Eu T0. En ) + G. (ei. Eh —€} el, + 
(1) (1) (2) (2) 
+ G, (e; En —€}. Eh ), (71,11) 


G,, G; étant de vrais scalaires, et G,, G., des pseudoscalaires. Les 
uns et les autres sont bilinéaires par rapport aux amplitudes bi- 
spinorielles des fermions 4 (p') et u (p), c'est-à-dire qu'ils ont la forme 


G, =: a(p") Qu (p). (71,12) 

Forme générale des matrices (suivant les indices bispinoriels) Q, : 

Q, fi Sr EK, Q —. Y (F, + AK), 

Q. =Y (fs + feK), Q; LS + AK, 

où K -k—+k". Les coefficients /,, ..., À, sont les amplitudes inva- 

riantes, obtenues ici au nombre de 8 (au lieu du nombre 6 requis), 

étant donne que la T-invariance n'a pas encore été prise en consi- 
dération. 

L'inversion du temps permute les 4-impulsions initiales et finales 


des particules, tout en changeant les signes de leurs composantes 
spatiales : 


(71,13) 


(Ro À) (Rs —Rk7), (Por P) (Por - P). (71,14) 
Les 4-vecteurs polarisations des photons se transforment d’après 
(8 e)(e", —e"*) (71,15) 


Icomp. (8,1la)], de sorte que 
(e" En), Ci eos 65" 0x) —+ (en 6or — 5e; ex'e;). 


En vertu de cette dernière transformation, la condition d’invariance 
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de l’amplitude de diffusion (71,9) équivaut à la condition 
(Fous F0 F;x) Hdi (Fc: —F,,;, Phi). 
Par ailleurs, on a comme conséquence des substitutions (71,14): 


Li (Ko K) — (K, —K), (Qos q) REA (—Qo q). 
(Pis P)—(P,: —P), (W,, N) —- (N,, —N), 


de sorte que 
(es QU) (een), (71,16) 
Ceci étant, il résulte de (71,11) que 
Gi, —" Goya Os — —G. 
On a vu plus haut que par inversion du temps 
a'u—.n'u, &'Ku — n'Ku. (71,17) 
On peut déduire de même que 
a'yu——d'yu, RYkRa— a YRu. (71,18) 


Les expressions (71,12-13) montrent à présent que, en vertu de la 
T-invariance de l'amplitude de diffusion, on doit avoir 


Fa n 0. (71,19) 


$ 72. Condition d'unitarité 


La matrice de diffusion doit être unitaire: SS+-=1], ou en élé- 
ments de matrice : 


(SS +); - 2 S,S% - 6x (72,1) 


l'indice n numérotant tous les états intermédiaires possibles '. C'est 
là la propriété la plus générale de la matrice S, assurant la con- 
servation de la normalisation et de l'orthogonalité des états lors de 
la réaction [comp. III, $$ 124, 141]. Notamment, les éléments diago- 
naux de l'égalité (72,1) expriment simplement le fait que la somme 
des probabilités de transition de l’état initial donné vers tout état 
final est égale à l'unite : 
21S,:/ = À. 


' Le sens concret du symbole à}; dans (72,1) dépend, bien entendu, du 
choix concret des nombres quantiques et de la normalisation des fonctions 


d'ondes du systéme. Il doit ètre défini de sorte qu'on ait Zd=t. 
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Substituant dans (72,1) les éléments de matrice sous la forme 
(65,2), il vient! 


Ti—Th=i(@n) 26 (P,—P,)T palin. (72,2) 


Notons que le premier membre de cette égalité est linéaire, et 
le second quadratique par rapport aux éléments de matrice de T. 
Si l'interaction (telle, par exemple, l'interaction électromagnétique) 
contient un petit paramètre, le premier membre sera par conséquent 
du premier ordre, et le second membre, du second. On pourra donc, 
en première approximation, négliger le second membre, ce qui donne 


Pet (72,3) 


c'est-à-dire que la matrice T est hermitique. 

Pour mettre la condition d’unitarité (72,2) sous une forme plus 
concrète, il faut préciser ce qu’on entend par sommation sur n. 
Nous traiterons le cas de la collision de deux particules, supposant 
que les lois de conservation ne permettent que la diffusion élasti- 
que; alors, tous les états intermédiaires dans (72,2) seront aussi 
«biparticulaires». La sommation sur ces états signifie intégration 
sur les impulsions intermédiaires p;, p. et sommation sur les nom- 
bres quantiques de spin (par exemple, sur les hélicités) des deux 
particules, que nous noterons À”: 


SE Vidipidsps Ÿ 
“sil Cu 


Eliminant les fonctions 6 de la même façon qu'au $ 65, on obtient 
la condition «biparticulaire» d’unitarité sous la forme 


La if _ Ÿ° Te (TaTiede, 


(21) ds 
p étant l’impulsion et e l'énergie totale dans le référentiel du centre 
d'inertie. Le volume de normalisation disparaît de cette relation 
après passage des amplitudes T,; aux amplitudes M}; conformément 
à (65,10): 


. i |P| ” pr 
M; — #— (41)* ÿ £ | Mr Mid . (72,4) 
3» 
Définissons l'amplitude de diffusion élastique de façon à avoir 
do ={|<n'i"|f|#Àà>|"dv' (72,5) 
1 Si l'on écrit la condition d'unitarité sous la forme S*S— 1 (en changeant 


l'ordre des facteurs S+ et S), (72.2) se met alors sous la forme équivalente 


[2] F D L 2 
Ty Tip= à (ne 21 0 (P 5— Pan) TfT mi (72,2) 
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(#7, n' sont les directions des impulsions initiale et finale; ?., À”, 
les nombres quantiques de spin initiaux et finaux). La comparaison 
avec (65,19) montre que 


nv |fir= EM, (72,6) 
et la condition d'unitarité (72,4) prend la forme 
R'h'|f|n2>—<nk|f|nr>* = 

= {pi D fer tren> nh|fin"2">* do", (72,7) 


généralisant la formule connue de la théorie non relativiste III 
(124,8). 

On appelle amplitude de diffusion élastique d'angle nul l'élé- 
ment de matrice diagonal T;;, dans lequel l'état final des particules 
coïncide avec l’état initial’. Pour cette amplitude la condition 
d’unitarité (72,2) prend la forme 


21mT;; = (2n) ZT; [F8 (P;—P,). (72,8) 


Le second membre de cette égalité ne diffère que par le facteur de 
la section totale de tous les processus possibles de diffusion à partir 
de l’état initial donné ï:; désignons cette section par o. En effet, 
sommant la probabilité (65,5) sur les états f et divisant par la 
densité de flux j, on trouve 


D = SIT F8 (P;— P,), 


de sorte que 
2V 
a Im T';; — O,. 


Le volume de normalisation disparaît de là après la substitution 
T;;,—M;;/(2e.V -2e.V) (e,, e. sont les énergies des particules dans le 
référentiel du centre d'inertie) et le remplacement de j par son expres- 
sion (65,17) : 

ImM,,--2]pleo.. (72,9) 


Cette formule traduit le fhéorème optique. Si l'on introduit l’am- 
plitude de diffusion élastique (72,6), elle prend sa forme usuelle 


Im<r.| F1 = LL, (72,10) 
[comp. III (139,10)]. 
1 Soulignons qu'il s'agit précisément des éléments de la matrice T,et non 


de S, c’est-à-dire que l'élément diagonal cest pris après que la matrice unité à 
été éliminée de S, Ç 
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Si la matrice S est donnée en représentation des moments (am- 
plitudes partielles), en vertu de sa diagonalité suivant J, la condi- 
tion d’unitarité s'écrit pour chaque valeur de J/ séparément. 

Ainsi, si seule est possible la diffusion élastique, la condition 
d’unitarité a la forme 


2h SA D CA] SIT RD En. (72,11) 


Vu la T-invariance, la matrice de diffusion élastique est symétrique 
[comp. (70,10)] de sorte qu'elle peut être réduite à la forme dia- 
gonale. Après quoi, la condition d'unitarité exige que les éléments 
diagonaux soient de module 1 ; selon l'usage, ils s’écrivent alors 


Sn -exp(2iô/n), (72,12) 


les Ôrx étant des constantes réelles, des fonctions de l'énergie (l’in- 
dice #7 numerote, pour J donné, les éléments diagonaux). Dans le 
cas général, alors que le nombre N d’amplitudes indépendantes est 
supérieur au rang de la matrice (carrée) S’, les coefficients de la 
transformation qui diagonalise S’ dépendent de J et E (ces coeffi- 
cients, contiennent alors, outre les valeurs principales de la matrice, 
des quantités indépendantes qui équivalent aux N quantités ini- 
tiales). Mais si N coïncide avec le rang de la matrice S’ (et donc 
avec le nombre de ses valeurs principales), les coefficients de dia- 
gonalisation sont universels. Alors les états diagonalisants sont des 
états de parités déterminées (mais, bien entendu, à présent sans 
helicités déterminées). 

La condition (72,11) exprimée au moyen des amplitudes par- 
tielles <2’|//12> a la forme 


GPU P IR pl DU IP INDRI IRD, (72,13) 
ce dont on peut s'assurer facilement en substituant dans (72.7) le 
développement (69,13) et en tenant compte de l'orthonormalite des 


fonctions D. En T-invariance la matrice <2”|/f/|[A>3 est symétrique, 
et (72,13) prend la forme 


Im" | A>|pl<à" | PE] AD. (72,14) 


Si la matrice a été diagonalisée, ses eléments diagonaux 


J ] On : | On 
Pr grrr De "sinôn. (72,15) 


Enfin, indiquons quelques conséquences résultant de la condition 
d'unitarité en mème temps que de la condition de CPT-invariance. 
En vertu de cette dernière 


Tiers (72,16) 
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i et f étant des états qui diffèrent de à et / du fait que toutes les 
particules ont été remplacées par les antiparticules (en outre, le 
signe des vecteurs moments a changé, alors que les impulsions res- 
tent telles quelles). Notamment, pour les éléments diagonaux 


Di PF: 
Ceci étant, il résulte de (72,8) ou (72,9) que la section totale de 
tous les processus possibles (d'état initial donné) est la même pour 
les réactions entre particules et antiparticules. 

En particulier, les probabilités totales de désintégration (c'est-à- 
dire les durées de vie) d'une particule et d’une antiparticule sont 
égales. Ces resultats (avec l’égalité des masses de la particule et de 
l'antiparticule, $ 11) sont des conséquences fondamentales de la 
CPT-invariance des interactions. Rappelons (cf. fin $ 70) qu'une 
telle affirmation pour chacun des canaux de désintégration possibles 
séparément exigerait en outre l'observation de la CP-invariance. 


Probleme 


À partir de la condition d'unitaritée, trouver le lien entre les phases des 
amplitudes partielles de photacréation de pions sur des nucléons (y + N — x) 
et la d'ffusion clastique de pions par des nucléons (a--N\ — 7+ 4): on prend 
alors en note que la diffusion 24 est liée aux interactions fortes, et que la 
photacréation et la diffusion y sont liées à l'interaction électromagnetique. 

Solution. Notons les amplitudes partielles : 

ANTSINE =S,.. YNISIYN> =S.., AW IS Ia =S.. 
(les indices J et les hélicités sont omis). La photocréation est un processus du 
premier ordre par rapport à la charge e, et la diffusion y, du second ordre. 
En consèquence, S2 -— 6, —1 —-e*. En ce qui concerne l'amplitude S.., 
elle ne contient pas de petits facteurs. En se limitant aux termes — e, les con- 
ditions (72,1) donnent 


Sa Sy + Sax S ya À Say + Sexy — 0: (1) 
Sax Say + Sera © SreSax = | (2) 


fau second membre de (2) le symbole 1 est ia matrice unité suivant les varia- 
bles de spin]. En vertu de la T-invariance, la matrice S,. est symétrique. ct 

-=S... Prenons S.. sous forme diagonale, c'est-à-dire par rapport aux états 
dé pion Tayant des parités déterminées ; il résulte alors de (2) que les éléments 
diagonaux ont la forme e20z avec différentes constantes d-. Après quoi, on 
déduit de (1) pour chacun des éléments de la matrice S2, : 


A —— £e°10: . 
Ce 
d'où 
_ DE Lo) 
Se, — _ | S2, lie 


De la sorte, la phase de l'amplitude partielle de la photocréation (vers un état 
de parité déterminée) est déterminée par la phase de la diifusion élastique a. 


CHAPITRE VII 
THÉORIE INVARIANTE DES PERTURBATIONS 


$S 73. Produit chronologique 


Les probabilités de divers processus se déroulant lors de la col- 
lision de particules dont l'interaction peut être supposée petite se 
calculent par la théorie des perturbations. Sous sa forme ordinaire 
(pour la mécanique quantique non relativiste) l'appareil de cette théorie 
a toutelois ce défaut que les exigences d’invariance relativiste n'y 
sont pas explicitées. Bien que lorsqu'on applique un tel appareil 
aux problèmes relativistes le résultat final vérifie ces exigences, la 
forme non invariante des formules intermédiaires complique nota- 
blement les calculs. Le présent chapitre est consacré au développe- 
ment d’une théorie relativiste conséquente des perturbations exempte 
de ce défaut; cette théorie a été construite par À. P. Feynman, 
1948-1949. 

Ayant en vue une description deux fois quantifiée du système, 
nous désignerons par ® sa fonction d'onde dans l’xespace» des 
nombres d'occupation des divers états des particules libres. L'hamil- 
tonien du système H -H,+V, V étant l'opérateur d'interaction. 
Soient D, les fonctions propres de l'hamiltonien imperturbé; cha- 
cune d'elles correspond à certaines valeurs déterminées de tous Îles 
nombres d'occupation. La fonction arbitraire D est donnée par le 
développement D = > C,®D,. Alors, l'équation d'onde exacte 


1% (H,+V)o (73,1) 
s'écrit sous forme de système d'équations pour les coefficients €, : 


iC, 2 D CV um En Emt, (73,2) 
les V,,, étant les éléments de matrice, indépendants du temps, de 
l'opérateur V, les ÆE,, les niveaux d'énergie du système imperturbé 
(comp. III, $ 40). 

De par sa définition, l’opérateur V ne dépend pas explicitement 
du temps. Quant aux quantités 


Von (4) = Vyme En Em! (73,3) 
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on peut les considérer comime les, éléments de matrice de l'opérateur 
dépendant du temps 


V({) —eillet Ve-ihat, (73,4) 


On dit que c'est l’opérateur dans la représentation d'interaction (à la 
différence de l'opérateur initial V indépendant du temps de Schrô- 
dinger '). Désignant maintenant par l'ancienne lettre © ]la fonction 
d'onde dans cette nouvelle représentation, écrivons les équations 
(73,2) sous la forme symbolique 


iD = V({)D. (73,5) 


Toute la variation de la fonction d’onde dans cette représentation 
n’est liée qu’à l’action de la perturbation, c’est-à-dire qu'elle cor- 
respond aux processus dus à l'interaction des particules. 

Si D(t) et D({/+6{/) sont les valeurs de D à deux instants infi- 
niment voisins, en vertu de (73,5) elles seront liées par la relation 


DL + 66) = [1— 184. V (4)]D({) = ei VU D (r). 


En conséquence, la valeur de ® à un instant arbitraire {, peut 
s'exprimer d’après la valeur à un certain instant initial #;({,>1;) 
comme suit : 


D(£) - (I e=ibt, “)® (4), (73,6) 


le signe IT désignant la limite du produit par rapport à tous les 
intervalles infinitésimaux ôt, compris entre {; et {,. Si V(t) était 
une fonction ordinaire, cette limite se réduirait simplement à 


4 
exp(— i\ (bd). 

li 
Mais une telle réduction est basée sur la commutativité des facteurs 
pris à différents instants, supposée lors du passage du produit 
dans (73,6) à la sommation dans l'exponentielle. Pour l’opérateur 
V(t) cette commutativité n’a pas lieu, et la réduction à une inté- 
grale ordinaire est impossible. 

Ecrivons (73,6) sous la forme symbolique 


O({,)=Texp — i NICE dt | @ (1), (73,7) 


1 Soulignons que dans la définition (73,4) figure l'hamiltonien imperturbé H,,. 
En cela elle diffère de la représentation des opérateurs de Heisenberg, où 
VA()=entve- it 
(cf. III, $ 13). 
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où T est un opérateur chronologique! signifiant une suite déterminée 
(«chronologique») d'instants dans les facteurs successifs du produit 
(73,6). Notamment, posant f;-——oo, {,—-- 00, il vient 


D(-- oc) - SD(— wo), (73,8) 


| 
Le sens de la représentation (73,7-9) de la solution formellement 
exacte de l'équation d'onde est qu’une telle représentation permet 


d'écrire facilement une série qui représente un développement sui- 
vant les puissances de la perturbation: 


où 


S Texp — | Vtt) dt (73,9) 


Save fa, Àdt.…. | TIV(DVE)... V()}. (73,10) 


Er k! à 

Ici dans chaque terme la kime puissance de l'intégrale a été écrite 
sous forme d’intégrale k-uple, et l'opérateur T signifie que dans 
chaque domaine des valeurs des variables f,, f,, ..., {, les opérateurs 
correspondants doivent être disposés dans l’ordre chronologique: de 
droite à gauche dans l'ordre des { croissants *. 

La définition (73,8) montre aussitôt que si avant la collision 
le système était dans l’état D; (un certain ensemble de particules 
libres), l'amplitude de la probabilité de transition vers l’état D; (un 
autre ensemble de particules libres) est l'élément de matrice S;;. 
C'est dire en d’autres termes que ces éléments constituent la ma- 
trice S. 

L'opérateur d'interaction électromagnétique a déjà été écrit au 
$ 43: 


Ve \ (jA) dx. (73,11) 
On obtient en le substituant dans (73,9) 
S _Texp {— ie ( (jA) dix\ | (73,12) 


Un fait important est que l'opérateur (73,12) est à invariance rela- 
tiviste. Ceci résulte de la scalarité de l'expression (jA) figurant sous 
le signe somme, du caractère invariant de l'intégration sur d'x et 
du caractère invariant de l’ordination chronologique. Toutefois, ce 
dernier point demande à être élucide. 

On sait que la succession de deux instants f, et /. (le signe de 
la différence {.—f,) ne dépend pas du référentiel si ces instants se 
rapportent à des points d’univers x,, x, séparés par un intervalle 

1 Ne pas confondre avec l'opérateur d'inversion du temps! 


* La déduction des règles de la théorie relativiste des perturbations à l'aide 
du développement (73,10) appartient à F. Dyson, 1949. 
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du genre temps: (x,—x,)* >: 0. Dans ce cas l’invariance de l’ordi- 
nation chronologique est automatique. Mais si (x. —x,)*° -: 0 (inter- 
valle du genre espace), on peut avoir f, > f, ou f. <{, suivant le 
référentiel :. Or, deux tels points correspondent à des événements 
qui ne sauraient être liés de cause à effet. Ceci etant, il est évident 
que les opérateurs de deux grandeurs physiques se rapportant à de 
tels points ne sauraient être non commutatifs: la non-commutati- 
vité d’opérateurs signifie au point de vue physique que ces gran- 
deurs ne peuvent être simultanément mesurées, ce qui implique l’exis- 
tence d’un lien physique entre les deux mesures. Par conséquent, la chro- 
nologie du produit reste invariante dans ce cas aussi: bien qu’une 
transformation de Lorentz puisse violer la succession des instants, 
les facteurs étant commutatifs, on peut les remettre à nouveau dans 
l'ordre chronologique. 

Il est facile de voir que la définition donnée dans ce paragraphe 
de la matrice S verifie automatiquement la condition d'unitarité. 
Mettant S sous forme du produit chronologique figurant dans (73,6) 
et tenant compte de l’hermiticité de V, on trouve que S+ s’expri- 
me par le produit de tels facteurs exp (iôf,-V(f,)) (avec le signe 
inverse dans l'exposant) dans l’ordre chronologique inverse. De sorte 
que tous les facteurs se réduisent deux à deux lorsqu'on multiplie 
S et S*. 

Notons que l’unitarité de l'opérateur S est assurée en l’occur- 
rence par l’hermiticité de l’hamiltonien. Mais l'exigence d’unita- 
rité a en réalité un caractère plus général que les prémisses posées 
à la base de la théorie exposée. Cette exigence devrait aussi être 
vérifiée dans le cas d’une description quantique n'utilisant pas les 
notions d’hamiltonien et de fonctions d'ondes. 


1 On appelle souvent, pour abréger, les termes intervalles du genre temps ou 
du genre espace domaines intérieur ou extérieur au cône lumineux : tous les points x 
séparés du point x’ par un intervalle avec (x—x")* > 0 sont situés à l’intérieur 
du cône à deux nappes de sommet en x”. les points x qui en sont séparés par 
un intervalle avec (x—x")* < 0 étant situés à l'extérieur de ce cône. 

* Appliquée au produit V(f,)V (f:) ..., cette proposition demande à étre 
précisée pour éviter tout malentendu. L'opérateur V lui-mème n'étant pas dou 
d’invariance de jauge (il varie avec A), les facteurs V(#,), V (4), ... qui sont 
commutatifs pour une jauge du potentiel peuvent ne l'être plus pour une autre 
jauge. En conséquence, les affirmations faites plus haut doivent ctre formulées 
en tant que possibilité d'un choix de la jauge du potentiel tel que V'(4,) et 
V (t:) commutent en dehors du cône lumineux. Il est évident que cette affirma- 
tion n'affecte d'aucune manière l'invariance de la matrice S: les amplitudes de 
diffusion, en tant que grandeurs doutes de réalité physique, ne sauraient dé- 

cndre de la jauge du potentiel [formellement, cette indépendance résulte de 
‘invariance de jauge de l'intégrale d'action ($ 43)]. 
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$ 74. Diagrammes de Feynman pour la diffusion des électrons 


Nous allons montrer sur des exemples concrets comment on 
procède pour calculer les éléments de la matrice de diffusion. Ces 
exemples faciliteront la formulation ultérieure des règles générales 
de la théorie invariante des perturbations. 

L'opérateur courant j contient le produit de deux opérateurs 
électroniques f#. Ceci étant, au premier ordre de la théorie des 
perturbations pourraient apparaître des processus auxquels partici- 
pent en tout (dans les états initial et final) trois particules: deux 
électrons (opérateur j) et un photon (opérateur A). Or, il est facile 
de voir que de tels processus entre des particules libres sont impos- 
sibles : ils sont interdits par la loi de conservation de l’énergie et 
de l'impulsion. Si p, et p. sont les 4-impulsions des électrons, et k 
celle du photon, la conservation de la 4-impulsion devrait se tra- 
duire par l'égalité k - p.—p, ou k -p.-+-p,. Mais ces égalités sont 
impossibles, étant donné que pour le photon k° --0, et que le carré 
(p. + p,)° est non nul. En effet, calculant la valeur de l'invariant 
(p. + p.)* dans le référentiel de repos de l’un des électrons, on 
obtient 


(pa Pi 2(m° + pp.) = 2(mt+ex. F pp.) -2m(m+e.). 


Comme e, > m, 
(P +} > 0, (p, —p,} < 0. (74,1) 


De la sorte, les premiers éléments (non diagonaux) differents de 
zéro de la matrice S ne peuvent apparaître qu'au second ordre de 
la théorie des perturbations. Tous les processus se rapportant ici 
sont contenus dans l'opérateur du second ordre obtenu en develop- 
pant l'expression (73,12) : 


oU—— € \\ d'xd'x'.T (j# (x) À, (x) j" (x) À, (1). 


Etant donné que les opérateurs d'électrons et de photons commu- 
tent entre eux, le T-produit figurant ici peut étre décompose en 
deux T-produits : 


Se (| déxdia.T (je ()j())-T (A (A (D. (74,2) 


Considérons comme premier exemple la diffusion élastique de 
deux électrons : on a dans l’état initial deux électrons de 4-impul- 
sions p, et p., et dans l’état final, deux électrons avec des 4-im- 
pulsions différentes p, et p,. Il est aussi entendu que tous les eélec- 
trons se trouvent dans des états de spin déterminés; pour abréger, 
nous omettrons partout les indices des variables de spin. 

Les photons étant absents dans les deux états, l'élément de 
matrice qu'il nous faut du T-produit des opérateurs photoniques 
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est l’elément diagonal <0![...[0>,, le symbole |0>; désignant l'état 
du vide photonique. Cette valeur moyenne dans le vide du 
T-produit est une fonction déterminée (pour chaque couple d'indi- 
ces uv) des coordonnées des deux points x et x”. Alors, le 4-espace 
étant homogène, les coordonnées ne peuvent figurer que par leur 
différence x—x’. Le tenseur 


D,,(x—x") = 1i<0]TA, (x) À.(x)10> (74,3) 


est appelé fonction photonique de propagation (ou propagateur photo- 
nique). Son calcul sera fait au $ 77. 

Pour le T-produit des opérateurs électroniques on doit calculer 
l'élément de matrice 


<34|Tjr (x) j" (x) 1 12>, (74,4) 


les symboles |12>, |34> désignant les états avec des paires d'élec- 
trons d’impulsions correspondantes. Cet clément peut aussi s’écrire 
en tant que moyenne dans le vide à l’aide de l'égalité évidente 


<21F|1>= <0[a.Fa*|0», 


F étant un opérateur arbitraire, et ai et a. les opérateurs de créa- 
tion du premier électron et d’annihilation du second. Aussi peut-on 
calculer au lieu de (74,4) la quantité 


CO | asaiT (je (x) j' (x°)) atat 0) (74,5) 


(pour abrèger, les indices 1, 2, ... remplacent p,, p, ...). 


Chacun des deux opérateurs courants est le produit j —#y#, et 
chacun des opérateurs 1 est représenté par la somme 


Ÿ— 2 Ÿo + Dr b-p), P= 2 (a + bb%b-») (74,6) 


(les seconds termes contiennent les opérateurs positroniques qui, 
dans le cas donné, n'agissent pas). C'est pourquoi le produit 
j“ (x) j" (x) se met sous la forme de la somme de termes dont chacun 
contient le produit de deux opérateurs a, et de deux a,. Ces opé- 
rateurs doivent assurer l’annihilation des électrons 1, 2 et la créa- 
tion des électrons 3, 4. Autrement dit, ils doivent être des opéra- 
teurs a,, a., a’, a%, dont on dit qu'ils contractent avec les opéra- 
teurs «extérieurs» a, af, a,, a, dans (74,5) et se réduisent con- 
formément aux égalités 


<0|apaÿ |0> = 1. (74,7) 
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Suivant que a,, a., ai, a’ sont tirés de tels ou tels opérateurs +, 
quatre termes apparaissent dans (74,5): 


PS TT TS 
(74,5) -. aa, (yep) (vd) aiai + 
—_—___—  — 
| S. M. 
+ a,a, (pyeb) (b'y"p") atat + 
PR ee 
+ a,a, (bye) (vb) atat + 
—__. Ne 
Fo Te 
+ aa, (pv) (rl) atat, (74,8) 
7 o 


où = (x), = #(x"), les arcs réunissant les opérateurs contractés, 
c'est-à-dire ceux dont on prend le couple d'opérateurs a, a+ pour 
la réduction en vertu de (74,7). Dans chacun de ces termes, par 
des permutations successives de a,, a., ... on fait côtoyer les opeé- 
rateurs adjoints (a,, ai, etc.), après quoi la moyenne de leur produit 
est ramenée au produit des moyennes (74,7). Notant que tous ces 
opérateurs sont anticommutatifs (1, 2, 3, 4 sont des états diffe- 
rents!)!, on trouve que l'élément de matrice (74,4) vaut 


<34 | Te (x) j (21122 = Givet.) (pvp) + Cheb) Give) — 
—(pvep.) (pavrp)—(hvep,) Ghsvripe). (74,9) 


Notons que le signe général de cette somme est conventionnel et 
qu'il dépend de l’ordre dans lequel nous avons disposé les opéra- 
teurs électroniques «extérieurs» dans (74,5). Ceci correspond à ce 
que le signe général de l’élément de matrice pour la diffusion de 
fermions identiques est arbitraire. Quant au signe relatif des divers 
termes dans (74,9), il va sans dire qu'il ne dépend pas de l’ordre 
adopté pour la disposition des opérateurs extérieurs. 

Les deux termes de la première ligne de (74,9), ainsi que les 
deux termes de la seconde ligne, ne différent l'un de l’autre que 
par la permutation simultanée des indices nu, v et des arguments 
v, x’. Une telle permutation laisse, c'est evident, inchangé l'élément 
de matrice (74,3) (où l’ordre des facteurs est, de toute façon, établi 
par le symbole T). Ceci étant, après multiplication de (74,3) et 
(74,9) et intégration sur d'xd'x', les quatre termes dans (74,9) 
donnent des résultats deux à deux égaux, de sorte que l'élément 


1 Eu égard à cette anticommutativité, on peut considérer dans le cas donné 
(dans le calcul de l'élêèment de matrice) que les opérateurs j(x) et j(x’) com- 
mutent et, de ce fait, omettre le signe de T-produit. 
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de matrice ÿ 
S ;; = ie* (T d'xd'x"-D,.,(x— x) {Of v"E.) x 
ce pvp) — Gaves) Qhivrps)} (74,10) 


(notons la disparition du facteur 17/2!). 
Les fonctions d'ondes électroniques sont les ondes planes (65,8). 
Aussi a-t-on pour l'expression entre accolades 
{. : .\ _ (u,yeu.) (u,y'u.,) et (Pa ps) X-Ù (Pi Ps) x° — 
— (aveu) (usy'u,)e-it@i-pa x-itos- px = 
— {(u,yeu,) (u,y'u,) e-i LCPs= Pa) + (3 — Pa) I9/5 
— (u,yeu.) (u,y'u.) ei [sp + 03-21 #/r1 . 
dt ei (Pi+P2— Pa Pi) X, 
où X--(x+x).2, = —x—x". L'intégration sur d'xd'x” est remplacée 
par l'intégration sur d'Ed'X. L'intégrale sur d'X donne la fonction 
(en vertu de laquelle p, + p.— p,+p,). Passant ensuite de la ma- 
trice S à la matrice M ($ 65) il vient en définitive pour l’ampli- 
tude de diffusion 
M; e* {(usyeu.) D,, (Pa — P:) (u,y'u,)— 
— (uen) D. (ps —p;) (usv'u.)}. (74,11) 
Nous avons introduit ici la fonction photonique de propagation en 
représentation des impulsions 


D. (k) = \ D. &) edit. (74,12) 


Chacun des deux termes de l'amplitude (74,11) peut être sym- 
boliquement représenté par un diagramme de Feynman. 
Le premier terme est représenté par le diagramme 


RE 


eus Yu) Dav(k)(Gs Yu) = Ÿk (74,13) 


Ps Pe 


A tout point d’intersection de lignes (sommet du diagramme) on 
fait correspondre un facteur y. Les traits pleins «entrants», dirigés 
vers un sommet, correspondent aux électrons initiaux; on les met 
en correspondance avec les facteurs u, les amplitudes bispinorielles 
des états électroniques correspondants. Les traits pleins «émer- 
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gents», qui partent des sommets, sont les électrons finaux; on 


attribue à ces traits des facteurs u. Pour la «lecture» du dia- 
gramme on écrit lesdits facteurs de gauche à droite dans l’ordre cor- 
respondant au mouvement suivant les traits pleins contre les flèches. 
On réunit les deux sommets par un trait discontinu, correspondant 
à un photon virtuel (intermédiaire)«émis» à l'un des sommets et 
«absorbé» à l’autre; on fait correspondre à ce trait le facteur 
—iD,,(k). La 4-impulsion du photon virtuel k est déterminée par 
la «conservation de la 4-impulsion au sommet»: par l'égalité des 
impulsions totales des lignes entrantes et émergentes ; dans le cas 
donné! k—p,—p,=p,—p.. Outre tous les facteurs énumérés, on 
attribue encore au diagramme tout entier le facteur général (—ie)* 
(l'exposant est le nombre de sommets dans le diagramme), forme 
sous laquelle le diagramme figure dans iM},;. Le second terme dans 
(74,11) se représente de la même façon par un diagramme * 


p, p, 


Do 


e{o,y"us) D (KE Yu) = LS (74,14) 


P, P, 


(avec kR°— p; — ps — Ps —P:) 


Les lignes correspondant aux particules initiales et finales sont 
dites lignes extérieures ou extrémités libres du diagramme. Les 
diagrammes (74,13) et (74,14) diffèrent l’un de l’autre par l'échange 
des deux extrémités électroniques libres (p, et + p,). Une telle per- 
mutation de deux fermions change le signe du diagramme; cette 
règle correspond au fait que les deux termes figurent dans l’ampli- 
tude (74,11) avec des signes différents. 

Considérons à présent la diffusion mutuelle d'un électron et 
d’un positron; nous désignerons leurs impulsions initiales respecti- 
vement par p_ et p,, et les impulsions finales, par p_ et p;. 


1 On peut lire indifféremment le diagramme de l'extrémité p, ou p,: Îles 
expressions alors obtenues coïncident en vertu de la symétrie de D... Le choix 
du sens de la ligne du photon virtuel est également indifférent : changer ce 
sens revient seulement à changer Île signe de À, ce qui est sans conséquence, 
étant donné que les fonctions D,.,(k) sont paires (cf. $ 77). 

3 Les diagrammes de Feynman peuvent ètre mis en correspondance avec 
les termes de l'amplitude de diffusion non seulement en représentation des 
impulsions, mais aussi bien dans leur représentation initiale des coordonnées 
lintégrales (74,10)]. Le rôle des amplitudes électroniques incombe alors aux 
fonctions d'ondes correspondantes des coordonnées, et les propagateurs sont 
vris en représentation des coordonnées. A chaque sommet correspond une des 
variables d'intégration [x ou x’ dans (74,10)]: les facteurs attribués aux lignes 
se coupant en un sommet sont pris en tant que fonction de cette variable. 
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Les opérateurs de création et d’annihilation des positrons entrent 
dans les opérateurs 1# (74,6) avec respectivement les opérateurs 
d’annihilation et de création d'électrons. Alors que dans le cas 
précédent l’annihilation des deux particules initiales était assurée 
par l'opérateur #, et la création des deux particules finales par 
l'opérateur #, ici le rôle de ces opérateurs est contraire vis-à-vis 
des électrons et des positrons. De ce fait, la fonction conjuguée 
ÿ#(—p,) décrit à présent le positron initial, le positron final étant 
décrit par ÿ(—p;) (toutes deux sont des fonctions de la 4-impul- 
sion affectée du signe moins). Compte tenu de cette différence, on 
obtient finalement l'amplitude de diffusion! 


Mis —e (u (p_) vu (p-)) D, (p- — p)(u (pau (—p:))+ 
+e(u(—p;)yu(p_))D,, (p-+ p,)(u(p=)v'u(—p;)). (74,15) 


Les premier et second termes dans cette expression sont repré- 
sentés par les diagrammes suivants : 


p' ST P. —P, oo P_ 


ÿ2-p' fn+p, (74,16) 


—P4 he T7 -P} 


Les règles de formation des diagrammes ne changent que dans la 
partie concernant les positrons. Comme auparavant, on attribue 
aux lignes pleines entrantes un facteur u, et aux lignes émergentes 


un facteur u. Mais à présent les lignes entrantes correspondent aux 
positrons finaux, et les lignes émergentes, aux positrons initiaux, 
les impulsions de tous les positrons étant prises avec le signe con- 
traire. 

Remarquons la différence de caractère des deux diagrammes 
(74,16). Dans le premier diagramme à l’un des sommets se coupent 
les lignes des électrons initial et final, à l’autre sommet la même 


1 Pour la diffusion de particules non identiques le signe général de l’am- 
plitude est univoque. Il est déterminé par le fait que dans (74,5) les opérateurs 
cexterieurs» doivent étre disposés de sorte que Îles deux opérateurs electroni- 
ques se trouvent aux extrémités : 


<@|a’b’ ... b+a+|0> 


(ou tous deux au milicu); cette condition assure le «même signe» aux états 
initial et final du vide. On peut aussi vérifier le signe général de l'amplitude 
d'après la limite non relativiste: nous verrons plus loin ($ 82) qu'à cette 
limite le second terme dans (74,15) tend vers zéro, et le premier term: vers 
l'amplitude de Born de la diffusion de Rutheriord. 
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chose a lieu pour le positron. Dans le second diagramme, en chacun 
des sommets se coupent les lignes des électrons et des positrons — 
initiaux et finaux; au sommet supérieur on a en quelque sorte 
annihilation d'une paire avec émission d’un photon virtuel, et au 
sommet inférieur, création d'une paire par un photon. 

Cette différence se répercute aussi dans les propriétés des pho- 
tons virtuels des deux diagrammes. Dans le premier diagramme 
(du type «diffusif») la 4-impulsion du photon virtuel est égale à la 
différence des 4-impulsions des deux électrons (ou positrons); aussi 
a-t-on k°< 0 [comp. (74,1)]. Dans le second diagramme (d'«anni- 
hilation»), k’=—p_--p,, si bien que k"* > 0. Notons à ce sujet que 
pour un photon virtuel on a toujours k*=£0, à la différence des 
photons réels pour lesquels k° -- 0. 

Si les particules en collision ne sont pas identiques et si elles 
ne sont pas particule et antiparticule (soient un électron et un 
muon), l'amplitude de diffusion est alors représentée par un seul 
diagramme : 


per p (e) 


x (74,17) 


pu ph) . 


Quant au diagramme du type d’annihilation ou d'échange, il est 
impossible dans ce cas. Nous déduirons ce resultat analytiquement 
en écrivant l'opérateur courant en tant que somme des courants 
de l’électron et du muon 


j= j'® + jw (pe ypte) 1e (pente) 


et en prenant dans le produit j'# (x) j'” (x”) les éléments de matrice 
des termes qui effectuent les annihilations et les créations exigées 
des particules. 

Revenons aux processus du premier ordre, qui sont interdits, 
comme on l’a indiqué au début de ce paragraphe, par la loi de 
conservation de la 4-impulsion. Les éléments de matrice de l’opé- 
rateur 


SD — — je \ j (x) A(x) d‘x (74,18) 


pour de telles transitions correspondent à la création ou à l’anni- 
hilation «au même point x» de trois particules réelles : de deux 
électrons et d’un photon. Ces éléments apparaissent à l'issue de la 


contraction de (x) et ÿ(x) en un point x et sont déterminés (par 
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exemple pour l'émission d’un photon) par des intégrales de la forme 
S;=— ie\ ÿ. (x) h, (x) À* (x) dix, 


qui s’annulent en raison de la présence dans l'expression sous le signe 
d'intégration du facteur exp{—i(p,—p.—k)x] d'exposant non 
nul. Dans la langue des diagrammes cela signifie que sont nuls 
les diagrammes avec trois extrémités libres 


INK (74,19) 


Pour cette même raison sont impossibles les processus du se- 
cond ordre où participeraient (dans les états initial et final) six 
particules. Dans l'élément de matrice S,; des transitions corres- 
pondantes l’intégrale sur d‘xd'\" se décomposerait en produit de 
deux intégrales sur d'x et d'x” des produits de trois fonctions d’on- 
des prises en un même point, lesquelles intégrales sont nulles. En 
d'autres termes, les diagrammes correspondants se décomposeraient 
en deux diagrammes indépendants de la forme (74,19). 


$S 75. Diagrammes de Feynman pour la diffusion d'un photon 


Envisageons un autre effet du second ordre: la diffusion d’un 
photon par un électron (effet Compton). Supposons que l’électron 
et le photon aient à l'état initial pour 4-impulsions k, et p,, et 
à l'état final k, et p. (ainsi que des polarisations déterminées que 
nous omettrons pour abréger). 

L'élément de matrice photonique 


21T (A, (1) A, (MIT - <0fc,T (A, (x) À, (x')ei 10», (75,1) 
où 
A = À (ce À, + Ce À;). 


La contraction des opérateurs extérieurs et intérieurs donne 


, PENEEN e , e? 
(79, 1) — CA Ac; QE c.An AC; == An À IV And (79,2) 
ur Ne —— 


(compte a été tenu de la commutativité de c, et ci ; pour la mème 
raison, le symbole T peut être omis dans le cas donné). 
Elément de matrice electronique : 


<21T (x) DIE = <0 a, T [(by$) (b'vb')] at 102. (75,3) 


344 THÉORIE INVARIANTE DES PERTURBATIONS 


Quatre opérateurs # v figurent. Seuls deux d’entre eux seront oc- 
cupés à l’annihilation de l’électron 1 et à la création de l'élec- 
tron 2, c'est-à-dire qu'ils seront contractés avec les opérateurs 
at et a. Tels peuvent être #’, # ou w#, 4 (mais non #, # ou 
d', db’: la création et l’annihilation en un même point x ou x’ de 
deux électrons réels avec un photon réel conduisent à une expres- 
sion nulle). Contractant de deux manières, on obtient dans l’élé- 
ment de matrice (75,3) deux termes; écrivons-les d’abord en sup- 


posant {> {": 
.  . 
(75,3) — a, (rt) (b'v"p") af + a, (pyeb) (p'yp'ai. (75,4) 
ss = ds Re di 


Dans le premier terme on contracte les opérateurs 
a.ÿ—a.a;ÿ., ai —a,ai ÿi. 
Etant donné que les opérateurs a.at et a,a* sont diagonaux et 
qu'ils figurent aux extrémités du produit, ils sont remplacés par 
leur moyenne dans le vide, c’est-à-dire par l'unité. Pour 


transformer de même le second terme dans (75,4), il faut d’abord 
faire passer af à gauche, et a, à droite. Pour ce faire, on utilise 


les règles de commutation de a,, a,, en vertu desquelles 
— + 2h eu 
Carpe 1 (75,5) 
{aps Dhs = fa, Pi = | 
Au total, l'expression (75,4) se transforme en 
CO E Gbaveb) (P'rp)— prb) (her) 10), LE (75,6) 


(bien entendu, on ne prend la moyenne que des facteurs opérato- 
riels). De façon analogue, pour f{ <£” on obtient une expression 
qui diffère par le déplacement du signe prime et des indices pu, v: 


<O1— (pvp) Ghaveb) + (hey) Ghymb,)10», #4. (75,7) 
Les deux expressions (75,6) et (75,7) peuvent s’écrire sous une 
forme unique en introduisant le produit chronologique des opéra- 
teurs 1 d’après la définition 
| RE [ dx) (x), L<t: 
Tr. (x N'hes e , 
OR Rep > 4 
(à et k sont des indices bispinoriels). Alors les premiers termes 
ainsi que les seconds dans (75,6-7) se condensent en : 


paye <O [Tape 10> pps + iv" <O | Tb'-p|0> ve4, (75,9) 
(p-# désigne la matrice 4;ÿ,). 


(75,8) 
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Notons que dans la définition introduite de façon naturelle 
(75,8), les produits des opérateurs pour { <{° et {>-{" sont pris 
avec des signes différents. Elle diffère en cela de la définition du 
T-produit utilisée pour les opérateurs A et j. L'origine de cette 


différence est que les opérateurs des fermions #, # anticommutent 
en dehors du cône de lumière (à la différence des opérateurs des 
bosons À, qui y commutent, ainsi que des opérateurs bilinéaires 
j=#yw)'. Par là est assurée l'invariance relativiste de la défini- 
tion (75,8) (la demonstration formelle des règles de commutation 
des opérateurs % sera donnée au $ 76)*. 

Introduisons la fonction de propagation électronique (ou prapa- 


gateur électronique), un bispineur d’ordre deux G,,.(x—x") de dé- 
finition 


Gi (x —x") — —i<0] Ty, (x), (x°)10>. (75,10) 
Alors l'élément de matrice électronique s'écrit sous la forme 
<2 1 Tje (x) j' (a) > = pay Gypi + tir Grp. (75,11) 


Après multiplication par l'élément de matrice photonique (75,1) 
et intégration sur d‘xd*x', les deux termes dans (75,11) donnent 
le même résultat, de sorte qu’on obtient 


S,; = — ie: il dx dix", (x) v#G (x — x") X 
X "#1 (x”) (Aou (x) À4,, (x°) + A (x) A (x)}. (75,12) 


Substituant pour les fonctions d'ondes électroniques et photo- 
niques les ondes planes (65,8-9) et explicitant la fonction ô comme 
on l’a fait dans (74,10), on obtient finalement l’amplitude de dif- 
fusion 


M ;; = —Aneu, {e:G (P: + k;) e, D e,G (P: —k.) e:} Us (75,13) 


e,, €. étant les 4-vecteurs polarisations des photons, et G{(p), le 
propagateur électronique en représentation des impulsions. 


1 Rappelons que, par eux-mêmes, les opérateurs %# ne correspondent pas à 
des grandeurs physiques mesurables quelconques, si bien qu'ils ne sont pas jor- 
cès de commuter en dehors du cône de lumière. 

? On peut définir de façon analogue le T-produit d’un nombre quelconque 
d'opérateurs %#. Il est égal au produit de tous ces opérateurs disposés de droite 
à gauche dans l'ordre des { croissants, le signe étant déterminé par la parité 
de la permutation par laquelle on obtient cet ordre à partir de celui indiqué 
sous le signe de T-produit. En conformité avec cette définition, le signe du 
T-produit change lorsqu'on permute deux opérateurs 1 quelconques, par exemple: 


Tab; (x) Da (x) =—T ba (x) Di (x). 
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Les deux termes dans cette expression sont représentés par les 
diagrammes de Feynman suivants : 


K2 k; 
Ne re 
LE 7 
4ne°ü,6:G(f)êu, — = 
É a PATIO 
b, P 


(75,14) 


4ne°ü6,6(f)ê;u, = 


Les extrémités libres ponctuées c'es diagrammes correspondent 
à des photons réels: on attribue aux lignes entrantes (photon ini- 
tial) le facteur } 4ne, et aux lignes cmergentes (photon final) 
le facteur | 4ne*. e étant le 4-\ecteur polarisation. Dans le pre- 
mier diagramme. le photon initial est ab:orbé en même temps que 
l'électron initial, le photon final étant émis avec l’électron final. 
Dans le second diagramme, l'émission du photon final a lieu en 
même lemps quest annihilé l’électron initial, et l'absorption du 
photon initial, en même temps qu'est créé l'électron final. 

La ligne pleine intérieure (qui relie les deux sommets) corres- 
pond à un éiectron virtuel de 4-impulsion déterminée par la con- 
servation de la 4-impulsion aux sommets. À cette ligne est attribué 
le facteur iG(f. À la différence de la 4-impulsion d'une particule 
réelle, le carré de la 4-impulsion d'un électron virtuel n'est pas 
égal à m*. Considérant l'invariant f*, par exemple, dans le réfé- 
rentiel de repos de l’électron, on trouve facilement que 


Fo: (+R) > om, ft: (p,—Rk.} - mm. (75,15) 


$ 76. Propagateur électronique 


La notion de fonction de propagation (propagateurs) introduite 
aux paragraphes précédents joue un rôle majeur dans l'appareil de 
l’électrodynamique quantique. Le propagateur photonique D., devient 
la quantité fondamentale caractérisant l'interaction de deux élec- 
trons. Ce rôle s'exprime clairement dans la position qu’il occupe 
dans l’amplitude de diffusion des électrons, où D., figure multi- 
plié par les courants de transition des deux particules. Un rôle ana- 
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logue est tenu par le propagateur électronique dans l'interaction 
d'un électron avec un photon. 

Occupons-nous maintenant du calcul effectif des propagateurs, 
commençant par le cas électronique. 

Appliquons à la fonction 


GL(x—x) —i<0) Ty, (x) #,(x)10> (76,1) 


(, k sont des indices bispinoriels) l'opérateur p—m, où p, i0,. 
Etant donné que #{(x) vérifie l'équation de Dirac (p—m)#(x) O0, 
on obtient zero en tous les points x, excepté ceux où { /”. Le fait 
est que G(x—x") tend vers des limites différentes quand {-.1" ; 0 
et {—-{"—0: d'après la définition (75,8) ces limites sont respecti- 
vement égales à 

—{ 0 {vp,(r, thi(r”, 1105 et - 1 <0 4,7”, f)p;tr, 010 


et comme on le verra, elles ne coïncident pas sur le cône de lu- 
mière. D'où l’apparition dans la dérivée 0G df d'un terme supplé- 
mentaire contenant la fonction à: 


D OT M 4, (x°)1 09 + 8 (4 — 2) (G leurre — Gler 0). 


ot 
(76,2 


Notant que la dérivée par rapport à { figure dans l'opérateur 
p—m sous la forme iy"d.0{f, on a de ce fait 


(P—m);8Gy (X— x) - 
= Ê(t— 1") vie <O 1 Ep tr, f), 4(r”. 1)}:10). (76,3) 


Calculons l'anticommutateur qui figure ici. Faisant le produit 
des opérateurs #(r,t) et #(r’, 1) [cf. (74,6)] et tenant compte 
des règles de commutation pour les opérateurs fermioniques a, , 
b,, on trouve 


\p,(r, {). LA (r”, 1)}- PALr (r) Fe (r°)-: ir) Ÿ_s (r”)], 
(76,4) 


les b.,(r) étant les fonctions d'ondes sans le facteur temporel (de 
même qu'aux $ 74. 75, pour abréger, nous n'ecrivons pas leurs 
indices de polarisation). Mais l’ensemble de toutes les fonctions 
W.h(r), fonctions propres de l'hamiltonien de l’électron, constitue 
un système complet de fonctions normalisées, et en vertu des pro- 
priétés générales de ces systèmes [comp. III, (5,12)]: 


PAL (Cr) Per) EG) (r)]- 848(r—7r"). (76,5) 


348 THÉORIE INVARIANTE DES PERTURBATIONS 


Quant à la somme au second membre de (76,4), elle diffère de Ja 
somme écrite en cela que w# a été remplacée par (#*"), et est 
égale à y”.,ô(r—r'). De la sorte, 
EE O7, 0 it", D}. 8(r—r") Var. (76,6) 

Il résulte notamment de cette formule que les opérateurs + et 
+ anticommutent en dehors du cône lumineux, chose déjà affirmée 
au $ 75. Pour (x—x'}°-:0 il existe toujours un référentiel où 
t-{'; si alors rÆr’, l'anticommutateur (76,6) est effectivement 
nul. 

Substituant (76,6) dans (76,3) (et omettant les indices bispino- 
riels), on trouve en définitive! 


(p—m)G(x—x) (x — x"). (76,7) 


De sorte que le propagateur electronique vérifie l’equation de 
Dirac avec la fonction & au second membre. En d’autres termes, 
au point de vue mathématique, c'est là la fonction de Green pour 
l'équation de Dirac. 

Nous aurons affaire par la suite non pas à la fonction G (à) 
(E- x—1') elle-même, mais à ses composantes de Fourier 


G(p) | G(E)eiñdeé (76,8) 
(propagateur en représentation des impulsions). Prenant la compo- 
sante de Fourier des deux membres de (76,7), on trouve que G(p) 
vérifie le système d'équations algébriques 
(p—m)G(p) 1. (76,9) 
Solution de ce système : 


G(p) - LT. (76,10) 


Les quatre composantes du 4-vecteur p dans G(p) sont des varia- 
bles indépendantes (non liées par la relation p° = pi—p* - m°). 
Ecrivant le dénominateur dans (76,10) sous la forme p£—(p° 1m"), 
on voit que, en tant que fonction de p,, G(p) a, pour p° donné, 
deux pôles: pour p.-— +e, où e —} p°--m°. Lorsqu'on intègre sur 
dp, dans l'intégrale 


- ] .e 
G(E) - Got \ e”‘P°G (p) d'p — 


= an | dp-err | dp-e-1G (p) (76,11) 


1 Avec les indices bispinoriels, 


(p—m)ir Go {x x") = D (x — x") din. 76,74) 
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(c—{—1") la question se pose du contournement des pôles: tant 
que ce procédé n'a pas été indiqué, l'expression (76,10) est en fait 
encore indéterminée. 

Pour expliciter ce point, revenons à la définition initiale (76,1). 
Substituons-v les opérateurs 1 sous leur forme (74,6), tout en no- 
tant que seules sont non nulles les moyennes dans le vide des 
produits suivants des opérateurs de création et d’annihilation: 


“Ofapap |[0> 1, <0[b,by [0> - 1. 


(Etant donné qu'à l'état de vide on n’a pas de particules, avant 
que l'opérateur a, ou b, «annihile» une particule, il faut que 
a, ou b, lui ait «donné naissance».) On obtient 


GL(x—x") = var Du tr", L) = 
== — L Dern, (r)b4(r”) pour —{" > 0; (76,12) 
G,(X—x") 12% {r”, L')D,;(r, ?) = 
=ient-tnp., (r) bp, (r') pour {—{ <0 
(pour { > {” seuls les termes électroniques contribuent à G, et pour 
t < l’, les termes positroniques). 


Supposant la sommation sur p remplacée par une intégration 
sur d‘p et rapprochant (76,12) de (76,11), on voit que l'intégrale 


e-ret G (p) dpo (76,13) 
doit avoir pour facteur de phase e-**" pour t > 0, et et pour 
t<0. Il en sera ainsi si l’on contourne les pôles p, =e et p,— —E€ 


respectivement par le haut et par le bas (dans le plan de la varia- 
ble complexe p,): 


€ 
——°y—f\ (76,14) 


0 +£ 


En effet, si t > 0, on boucle le chemin d'intégration par le derni- 
cercle à l'infini dans le demi-plan inférieur, de sorte que la valeur 
de l'intégrale (76,13) est donnée par le résidu au pôle p, - —e: 
si T<0, on boucle le contour dans le demi-plan supérieur, et 
l'intégrale est déterminée par le résidu au pôle p,-- —+#. Dans les 
deux cas on obtient le résultat exige. 

Cette règle de contuurnement (règle de Feynman) peut se formuler 
autrement : on intègre tout le long de l'axe réel en attribuant à la 
masse »7 de la particule une partie imaginaire négative infiniment 
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petite : 
m—>m— i0. (76,15) 
En effet, on a alors 
e |] p°+(m—i0) =V/p°--m—i0 —e—i0. 


Autrement dit, on déplace les pôles p, - + e au-dessous et au-dessus 
de l’axe réel : 


-£+i0 
EE (76,16) 


0 . 
+E—L0 


de sorte qu'’intégrer le long de cet axe revient à intégrer le long 
du chemin (76, 14) *. Compte tenu de la règle (76,15), le propaga- 
teur (76,10) peut s’écrire sous la forme 


p nt 


On démontre la règle d’intégration par déplacement du pôle en 
utilisant la relation 


5 nn —— in8 (x). (76,18) 


Cette relation s’interprète comme suit. Multipliant par une fonction 
f(x) quelconque et intégrant, on a 


LE dx - Ç Lo LD qy— inf (0) (76.19) 


— Z 


ré 


(l'intégrale barrée ou le symbole P désignant la valeur principaie). 
La fonction de Green (76,10) est le produit du facteur bispino- 

riel p--m et du scalaire 
GE? (p) — (76,20) 


p°—nm 


La fonction de coordonnées correspondante G'”(£) est, de toute 
évidence, solution de l'équation 


(p°—vmn*) GO (X— x) (x — x”), (76,21) 
c'est-à-dire que c’est la fonction de Green pour l'équation 
(p*—m)y 0. On peut dire en ce sens que G'”’(x— x") est le 


1 Il cost utile de noter que la régle du déplacement des pôles correspond au 
fait que G(x  x°) acquiert un amortissement infinitésimal en |1—1”| 
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propagateur des particules scalaires. Îl est facile de s’assurer par 
un calcul (analogue à celui fait plus haut) que la fonction de pro- 
pagation d’un champ scalaire s'exprime d’après les opérateurs # 
(11,2) par la formule 


GO (X— x") = — 540] T#(x) pt (x7)10>, (76,22) 


analogue à la définition (76,1). Alors le produit chronologique est 
défini (ainsi que pour tout opérateur bosonique) comme suit : 


dure POP) 
NOTA Lpt(x')p(x), 1 <r 


(avec les mêmes signes pour { > £” et { < {”). 


$ 77. Propagateur photonique 


Jusqu’à présent nous n'avions à nous servir (aux $ 43, 75) de 
la forme explicite des opérateurs À du champ électromagnétique 
pour trouver les éléments de matrice que vis-à-vis de la variation 
du nombre de photons réels. La representation, donnée au $ 2, des 
potentiels du champ libre par un développement en ondes planes 
transverses suffisait à cette fin. 

Or, une telle description ne fournit pas par elle-même une 
description complète pour un champ arbitraire. On le voit déjà 
clairement de la situation analogue en électrodynamique classique : 
un champ arbitraire (en présence de charges) ne peut se décomposer 
en ondes transverses; outre la partie transverse du champ (décrite 
par le potentiel vecteur, soumis à la condition div À --0), on a 
encore l'interaction coulombienne statique décrite par le potentiel 
scalaire O1. 

De sorte qu'on n'a pas encore en fait une définition complète 
des opérateurs À, faute de quoi il est impossible de calculer direc- 
tement le propagateur de photon d’après la formule 


D, (x --x) - i<0[TA, (x) À, (x) [ 0». (77,1) 
Par ailleurs, la non-univocité de jauge des potentiels prive dans 
une large mesure de sens physique ceux des opérateurs qu'on serait 


amené à introduire pour la quantification complète du champ 
electromagnetique. 


1 Sous la condition div 4-:0, les équations de Maxwell conduisent aux 
équations suivantes pour À ct D: 


JA=— 477+. + . Ad - — 4xp. 


Alors À peut se décomposer en ondes transverses (solutions de l'équation 
homogène [j 4 = 0). Le potentiel @, lui, vérifie l'équation statique de Poisson. 
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Ces difficultés n'ont, toutefois, qu’un caractère formel et non 
physique, et on peut les tourner en utilisant certaines propriétés 
générales du propagateur qui résultent aussitôt des exigences d'in- 
variance relativiste et de jauge. 

La forme la plus générale du 4-tenseur d'ordre deux qui ne 
dépend que du 4-vecteur £ -:x— x" est 


D,,(E)- g,,D (Æ:) — à,0,D (E), (77,2) 


D et D‘? étant des fonctions scalaires' de l’invariant £*. Notons que 
le tenseur est automatiquement symétrique. 
Ceci étant, nous avons en représentation des impulsions 


D, (k) = D(R)g,,+ k,k,D" (k?), (77,3) 


D(k*) et D“'(k°) étant les composantes de Fourier de D(E:) et 
D" (E:). 

La fonction de propagation de photon entre dans les grandeurs 
physiques que sont les amplitudes de diffusion multipliée par les 
courants de transition des deux électrons, c’est-à-dire en combinai- 
sons de la forme j“ D,,j*., [cf. par exemple, (74,13)]. Mais en vertu 


de la conservation du courant (0,j"-— 0) ses éléments de matrice 
ja -V:vf, vérifient la condition de 4-transversalité 


k, (j')a = 0, (77,4) 


où À -:p. — p, [comp. (43,13)]. Par conséquent, il est clair qu'aucun 
résultat physique n'est affecté par la substitution 


D, , + D, + Xuk + LR u° (77,5) 


les 4x, étant des fonctions arbitraires de k et k,. Cet arbitraire dans 
le choix de D, correspond à celui dans la jauge des potentiels du 
champ. 

Une transformation de jauge arbitraire (77,5) peut affecter la 
forme covariante de D,, supposée dans (77,3) (si les x, ne consti- 
tuent pas un 4-vecteur). Mais si l’on reste dans le cadre des formes 
covariantes du propagateur, on voit que le choix de D?(k°) dans 
(77,3) est arbitraire; il n’affecte pas les résultats physiques et peut 
être fixe à loisir*. 

La déduction des fonctions de propagation est ainsi ramenée à 
la détermination d’une seule fonction D(k*) invariante par jauge. 
Si l'on considère une valeur donnée de k° et si l’on prend l'axe 
des z suivant k, les transformations (77,5) n’intéresseront pas les 


1 Ces fonctions sont différentes dans les trois domaines de valeurs de l'ar- 
gument qui ne se tri ansforment pas l'un dans l'autre par Lorentz : en dehors du 
cône de lumière (E° < 0), dans les nappes supérieure (8° > 0, &, > 0) et inférieure 
(£° > 0, :, < 0) du cône de lumière. 

* Cette circonstance a été relevée par L. Landau, À. Abrikossov, 1. Khalat- 
nikov (1954). 
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composantes D,,-— D,,- — D(k*). Dès lors, il suffira de calculer 
une seule composante, D,., prenant alors n'importe quelle jauge 
des potentiels. 


Prenons la jauge où div À - O0, l’opérateur A° étant donné par 
le développement (2,17-18) : 


A — EUR (2)h—i8X _hn+ pts)% ikx) N = 77,6 
2 V Æcmete ts + cnentes), ok] (77,6) 


(l'indice &--1, 2 numérote les polarisations). De toutes les moven- 
nes dans le vide des produits des opérateurs c, c*+ seules sont non 
nulles <0]CrzCex |0>- 1. D'après la définition (77,1), on obtient de 
ce fait 


Qnidk Le 
Dal GE (Een eme (770 
(# À 


[i, R— x, y, z sont des indices vectoriels à trois dimensions; nous 
sommes passés de la sommation sur k à l'intégration sur d'k'(21)°]. 
Il résulte aussitôt de (77,7) que l'expression sous le signe 
d'intégration sans le facteur e* est la composante du développe- 
ment tridimensionnel de Fourier de D, (r, ft). Pour D,, = —D elle 
est égale à 
27i 
@) 


(la somme sur les polarisations [et |? --1). Pour trouver D, (k°), 


il reste à développer cette fonction en intégrale de Fourier par 
rapport au temps. Ce développement est donné par la formule 


2 bio it] 


(-] 


RLLL POTE TL Le 

u) F 2% | RS — R° + i0 È dRs- 

Ainsi qu’il a été expliqué au paragraphe précédent, une telle inté- 
gration suppose les pôles À, — +]k] -: + «w contournés respectivement 
par le bas et par le haut; pour rt > 0 l'intégrale est donnée par le 
résidu au pôle k,-:-+w, et pour tT<0, par le résidu au pôle 
k, = — 0). 

” De sorte’ qu'on trouve Late 


D (4°) - 5 - (77,8) 


L'apparition de +10 au dénominateur, automatique dans notre 
exposé, est conforme à la règle (76,15): de la masse (nulle) du 
photon est déduit i0. Il résulte aussitôt de (77,8) que la fonction 
de coordonnées correspondante D (£*) vérifie l'équation 

— 0,0 D (x — x”) — And(s (x — x”), (77,9) 
c'est-à-dire que c'est la fonction de Green de l'équation d’onde. 


12 2460 
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Nous poserons ordinairement D": 0, c'est-à-dire que nous pren- 
drons la fonction de propagation sous la forme 


: 4: = 
D, = BD (A) Gen (77,10) 


Indiquons de même d’autres jauges susceptibles d'avantages dans 
certaines applications. 
Posant D''--— D'k*, on obtient le propagateur sous la forme 


4x R,k, _— 
D. La) (77,11) 


(jauge de Landau). Alors D.,k" -0. Ün tel choix est analogue à la 
jauge de Lorentz des potentiels (4,k* —0)!. 

La jauge du propagateur fixée par les conditions D,,k! -—0, 
D,,k!' -0 est analogue à celle des potentiels par la condition tridi- 


mensionnelle div À -0. Avec l'égalité D,, —D -—4nk*, ces 
conditions donnent 
JT | k:k, : 
D,, ds (6 —<E : (77,12) 


Pour trouver un tel D;,, il faut soumettre le propagateur (77,10) à 
la transformation (77,5), posant 


de 
Lo GER" Li QUE: 
Il vient alors pour les autres composantes D, : 
| 47 = 
D L OR , D; _ 0. (77,13) 


Une telle jauge est dite coulombienne (E. Salpeter, 1952); notons 
que D,, est la composante de Fourier du potentiel coulombien. 

Enfin, une jauge analogue à celle des potentiels fixée par la 
condition (D 0 est la jauge du propagateur où 


Dies. er ôu—Et) Ds =D =0. (77,14) 


Cette forme est commode pour l'application dans les problèmes non 
relativistes (/. Dzialochinski, L. Pitayevski, 1959). 


1 Par une formule analogue, 


k,k > 
D pe (a — me) (77.112) 


est donné le propagateur pour les particules de spin 1 douées de masse. L'arbi- 
traire de jauge est absent dans ce cas ct le choix du propagateur est univoque. 
La structure tensoriclle du propagateur (77,11a) coïncide, comme ïil se doit, 
avec la structure de la matrice densité des particules vectorielles impolarisées 
(14,15). 
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$S 78. Règles générales de la technique des diagrammes 


Le calcul des éléments de la matrice de diffusion fait aux $S 74, 
75 pour quelques cas simples contient tous les principes de la mé- 
thode générale. On établit sans trop de peine par généralisation 
adéquate les règles du calcul des éléments de matrice à n'importe 
quel ordre de la théorie des perturbations. 

Ainsi qu'il a déjà été indiqué, l'élément de matrice de l’opéra- 
teur de diffusion S pour la transition entre états initiaux et finaux 
arbitraires coïncide avec la moyenne dans le vide de l'opérateur 
déduit en multipliant S à droite par les opérateurs de création de 
toutes les particules initiales, et à gauche par les opérateurs d’anni- 
hilaton de toutes les particules finales. 

A l'issue d'une telle réduction, l'élément de la matrice S au 
niëme ordre de la théorie des perturbations prend la forme 


qi | S!11) | > CA <0 le b,b,,.. . Cp (dx, . .d'x, e 


T (À di: : (Ÿ, À, 4)! Cis- * 4j. ° bi. : .|0> (78,1) 


[les indices li, 2i, ... numérotent les particules initiales (séparé- 
ment les positrons, les électrons, les photons), les indices 1f, 2f, ... 
numérotant les particules finales ; les indices ; 2, ... affectant les 
opérateurs + et À signifient : %#, w#(x,), Les opérateurs w# et 
A figurant ici sont des combinaisons roue des opérateurs de 
création et d’annihilation des particules correspondantes en divers 
états. De la sorte, on obtient pour les eléments de matrice des 
expressions sous forme de moyennes dans le vide des produits d’opé- 
rateurs de création et d’annihilation des particules et de leurs com- 
binaisons linéaires. On calcule ces moyennes à l’aide des proposi- 
tions suivantes exprimant le fhéorème de Wick (G. C. Wick, 1950). 

1) La movenne dans le vide du produit d'un nombre quelconque 
d'opérateurs de bosons c*, c est égale à la somme des produits de 
toutes les moyennes deux à deux possibles (contractions) de ces 
opérateurs. Alors, dans chaque couple les facteurs doivent figurer 
dans le même ordre que dans le produit initial. 

2) Pour les opérateurs de fermions a*, a, b*, b (de mêmes par- 
ticules ou de particules différentes) la seule différence que présente 
la règle est que chaque terme figure dans la somme avec le signe 
+ où — suivant qu'est pair ou impair le nombre de permutations 
des opérateurs de fermions par lesquelles on fait se côtoyer tous les 
opérateurs soumis deux à deux à la moyenne. 

Il est clair que la valeur moyenne ne peut être différente de 
zéro que si concurremment à chaque facteur a, b, c on a dans le 
produit à raison d’un facteur a+, b+, c+. Alors, seuls doivent être 


12° 
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contractés les couples d'opérateurs (a, a*), ... se rapportant à des 
états identiques, et seulement ceux où a+, ... est placé à droite 
de a, ...: la particule est d’abord créée, puis annihilée (les valeurs 
moyennes “0|a+a[0> -0, ...). 

Si chaque couple (a, a+), ... ne figure qu'une seule fois dans 
le produit, le théorème de Wick est évident (la valeur moyenne se 
réduit alors à un produit de moyennes deux à deux). Il est de même 
évident lorsque tous les opérateurs d’annihilation a, b, c sont pla- 
cés dans le produit à droite des opérateurs de création a+, b*+, c- 
(un tel produit est dit normal): la valeur moyenne est alors nulle. 
De là, le théorème de Wick se démontre facilement par récurrence 
totale dans le cas général où un même couple d'opérateurs figure 
plusieurs fois dans le produit (k fois). 

Considérons la valeur moyenne <0|..cc*..[0> où le couple d'opé- 
rateurs de bosons c, c+ entre À fois (pour les opérateurs de fermions 
les raisonnements ultérieurs sont tout à fait analogues). Permutant 
les facteurs c, c+ dans un couple, il vient en vertu des règles de 
commutation 

{0|..cc+..10> <0]|..ctc..10>-:-<01..1..10». (78,2) 


La valeur moyenne -‘0/..1..10> contient k—1 couples, et pour elle 
le théorème de Wick est vrai par hypothèse. Par ailleurs, si l'on 
développe la valeur moyenne <0|..cc'..]0> d'après le théorème de 
Wick, elle différera de la moyenne <0]|..c*c..[0> précisément par 
le terme 

«0!..1..[05 <Ofcc+|05 -<0]..1..[0> 


(lorsqu'on développe <0|..c*c..|0>, le terme analogue <0[..1..[05 %< 
x <0!c*c|0>:0). D'où (78,2) entraîne que si le théorème de Wick 
est vrai pour l'élément de matrice <0|..c'c..[0»>, il reste vrai après 
permutation de c et c*. Le théorème de Wick étant a priori vrai 
pour un ordre déterminé (pour l’ordre normal) de facteurs, il est 
vrai dans n'importe quel cas!. 

1 A titre d'exemple, écrivons les moyennes dans le vide des produits de 
quatre opérateurs (deux couples identiques). On a pour les opérateurs de bosons 
«0 Jcctcc+ |0> =cctcc+= |, 

Can PR 
«0Jcccte+ [0>=cectet +cccte+ = 2, 
 —é St 
les arcs désignant les produits contractés. Il est facile de vérifier qu'on obtien- 
de ce même résultat par un calcul direct d'après les éléments de matrice. 
insi, 
<Ofcectc+10» —<0[c1IS <T[ec+}1> <I[et|0>-=1-2-1. 
Pour les opérateurs de fermions, une telle contraction donne 
SO faa+aa+[0—1, 
<0Jaaata+ [05 =1—1—0 
(cette dernière égalité est assurément évidente d'après le principe de Pauli: 
la création de deux fermions dans un mème état est impossible). 
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Etant vrai pour les produits d'opérateurs a, b, ..., le théorème 
de Wick est également vrai pour des produits quelconques contenant, 
outre les opérateurs a, b, ... eux-mêmes, leurs combinaisons li- 
néaires w, #, À. 

Appliquant ce théorème à l'élément de matrice (78,1), 
nous l'écrirons sous forme de somme de termes dont chacun est un 
produit de certaines moyennes deux à deux. Parmi celles-ci, on 


rencontre des produits contractés d'opérateurs #, 1, À avec des 
opérateurs «externess— opérateurs de création de particules initiales 
ou d’annihilation de particules finales. Ces produits contractés s'ex- 
priment au moyen des fonctions d'ondes des particules initiales et 
finales d'après les formules : 


<0|Ac10>-A4,, <0]c,A|0> = 4,, 
<Ofar[0>p, <O|apbl0> (78.3) 
<0|b,%]0> #6, <O pb, |0> Vi 


À,, 1, étant les fonctions d’ondes de photons et d'électrons d’im- 
pulsion p (ainsi qu'aux $$ 74, 75, nous omettrons, pour abréger, 
les indices de polarisation). Nous aurons aussi à envisager des con- 
tractions d’opérateurs «internes» figurant sous le signe T-produit. 
L'ordre des facteurs dans chaque couple contracté étant conservé 
lors de l’application du théorème de Wick, dans ces produits con- 
tractés l’ordre chronologique des opérateurs sera conservé, de sorte 
qu’ils sont remplacés par les propagateurs correspondants !. 

Chacun des termes de la somme en laquelle se décompose l’élé- 
ment de matrice développé en application du théorème de Wick est 
représenté par un diagramme de Feynman. 

Le diagramme de la niîme approximation contient n sommets, à 
chacun desquels on fait correspondre une variable d’intégration — 
l’un des 4-vecteurs x,, x., ... À chaque sommet convergent trois 
rayons: deux pleins (d'électrons) et un pointillé (de photon), 


auxquels correspondent des opérateurs d'électrons (+ et +) et de 
photon (A), en tant que fonctions d'une seule et même variable x. 


1 La remarque suivante est à faire au sujet de cette dernière affirmation. 
Lors de la démonstration du théorème de Wick on s'est servi de la règle de 
commutation des opérateurs c, c+, qui n'ont de sens que pour Îles photons 


rècls («transverses»). Les opérateurs «externes » c’. c/ correspondent, bien 
entendu, précisément à de tels photons (initiaux et finaux). Quant aux opèra- 
teurs À (figurant sous le signe T-produit), ils ne décrivent pas que des champs 
électromagnétiques transverses (cf. $ 77). La situation est ici la mème que pour 
le calcul de D,, au ù 77. En vertu de l'invariance relativiste ct de jauge, il 
suffit de démontrer le théoreme pour ceux des produits (c’est-à-dire des com- 
posantes des tenseurs <0]TA,A.,...[0>) déterminés par les parties transverses 
des potentiels. Partant, il sera vrai pour des produits quelconques. 
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Il correspond alors à 1 une ligne convergeant au sommet, et à 
une ligne émergente. 

À titre d'illustration nous donnerons quelques exemples de cor- 
respondance entre termes d'un élément de matrice à la troisième 
approximation et diagrammes. Omettant le signe d'intégration et le 
signe T et n'écrivant pas les arguments de ces opérateurs, nous 
écrirons ces termes symboliquement sous la forme 


D de LS 


D GGAg Gp = NN — , 
l 


D  (GAg(GAgNGAY) — 584 


D DAP(pAP{ÂE) = 2 
KL 


d)  GAp)(GAPGÂD) = —K>—— 
Na KT 


Pour la clarté, les contractions électroniques et photoniques ont été 
représentées, ainsi que sur le diagramme, respectivement par des 
arcs pleins et ponctuëés. Le sens des flèches sur les contractions 
électroniques (de # vers %) correspond à leur sens sur les diagram- 
mes. Pour les contractions photoniques internes le sens est indiffé- 
rent (ce qui s'exprime aussi dans la parité du propagateur de pho- 
ton en tant que fonction de x— x’). 

Parmi les termes ainsi obtenus il en est des équivalents, qui 
ne diffèrent que par la permutation des numéros des sommets, par 
la correspondance entre sommets et numéros des variables x,, x., ..., 
c'est-à-dire simplement par la notation des variables d'intégration. 
Le nombre de ces permutations est n!. Il réduit le facteur 1,1! 
dans (78,f), après quoi on n’a plus à tenir compte des diagrammes 
avec permutation des sommets. Ce cas s'est déjà présenté aux $ 74, 
75. Ainsi, on a équivalence des deux diagrammes de seconde appro- 
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ximation : 


fr (78,5) 
(bA)(pÂg) — 
dd 


Seules ont été représentées dans (78,4) et (78,5) les contractions 
internes, auxquelles correspondent les lignes internes des diagram- 
mes (électrons et photons virtuels). Les opérateurs restés libres se 
contractent avec tels opérateurs externes, et une correspondance 
s'en trouve établie entre extrémités libres des diagrammes et telles 


particules initiales et finales. Alors # (en se contractant avec les 
opérateurs a, ou b;) donne la ligne d'un électron final ou d’un po- 
sitron initial, et 1% (en se contractant avec a ou b), celle d’un 
électron initial ou d’un positron final. L'opérateur libre À (en se 
contractant avec c; ou c,) peut correspondre à un photon initial 
ou final. De sorte qu'on a plusieurs diagrammes topologiquement 
identiques (c'est-à-dire ayant le méme nombre de lignes disposées 
de la mème manière), ne différant que par la permutation des par- 
ticules initiales et finales aux extrémités libres incidentes et émer- 
gentes. 

Chaque permutation de ce genre équivaut de toute évidence à 
une permutation déterminée des opérateurs externes a, b, ... dans 
(78,1). Aussi est-il clair que si l'on a des fermions identiques parmi 
les particules initiales ou les particules finales, les signes relatifs 
des diagrammes différant par un nombre impair de permutations 
d'extrémités libres doivent être opposés. 

Une suite continue de flèches pleines sur les diagrammes consti- 
tue une ligne d’électron, le long de laquelle les flèches conservent 
un sens continu. Une telle ligne a ou bien ses deux extrémites 
libres, ou bien encore elle forme une boucle fermée. Ainsi, le dia- 
gramme 


ÉD — ---- 


a une boucle avec deux sommets. La conservation du sens le long 
de la ligne d'électron est l'expression graphique de la conservation 
de la charge: la charge «incidente» en chaque sommet est égale 
à la charge «émergente ». 

La disposition des indices bispinoriels le long d'une ligne élec- 
tronique continue correspond à l'écriture des matrices de gauche à 
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droite lorsqu'on se déplace contre ies flèches. Les indices bispino- 
riels de différentes lignes d'électrons ne s’embrouillent jamais. Le 
long d’une ligne ouverte la suite des indices se termine aux extré- 
mités libres par des fonctions d'ondes d’électrons (ou de positrons). 
Dans le cas d’une boucle fermée, la suite des indices se referme 
elle aussi, c’est-à-dire qu’à la boucle correspond la trace du produit 
des matrices disposées le long de la boucle. Il est facile de voir 
que cette trace doit être prise avec le signe moins. 

En effet, il correspond à une boucle ayant k sommets un en- 
semble de k contractions 


2 
Gag)(gAg) (HA) 


(ou un autre ensemble équivalent qui en diffère par une permuta- 
tion des sommets). Dans la (k—1)iî"t contraction les opérateurs 4 
et 1 se côtoient déjà dans l'ordre (1 à droite de 1) où ils doivent se 
trouver dans un propagateur électronique. Quant aux opérateurs situés 
aux ailes, on les rapproche par un nombre pair de permutations avec 


d'autres opérateurs 1, après quoi ils se trouvent placés dans l’ordre 1. 
Comme 


0] Th'p10>=— <0] Tip’ | 0) 


(comp. nota p. 345), le remplacement de cette contraction par le 
propagateur correspondant est lié au changement du signe général 
de l'expression tout entière. 

On passe en représentation des impulsions dans le cas général 
exactement de la même manière qu'aux $ 74, 75. Outre la loi 
générale de conservation de la 4-impulsion, doivent être aussi ob- 
servées les «lois de conservation» en chaque sommet. Il se peut 
néanmoins que toutes ces lois soient insuffisantes pour la détermi- 
nation univoque des impulsions de toutes les lignes internes du 
diagramme. Dans ces cas, sur toutes les impulsions internes qui 
restent indéterminées des intégrations sont à faire [sur d‘p,(2x)!] 
dans tout l'espace des p (aussi bien sur dp, de — à +- oc). 

Il était suppose dans les raisonnements exposés que le rôle de 
perturbation était joué par l'interaction des particules elles-mêmes 
participant «activement» à la réaction (c'est-à-dire de particules 
dont l’état varie à l'issue du processus). On traite de même le cas 
où un champ électromagnétique extérieur figure au problème, c’est-à- 
dire un champ créé par des particules «passives», dont l’état ne 
varie pas dans le processus donné. 

Soit A'‘(x) le 4-potentiel du champ extérieur. Il entre dans le 
lagrangien de l'interaction avec l'opérateur de photon À sous forme 
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de somme A-+- À'* (laquelle est multipliée par l'opérateur courant j). 
Etant donné que À'‘ ne contient pas d'opérateurs, il ne saurait se 
contracter avec d’autres opérateurs. Autrement dit, seules des 
lignes externes correspondront dans les diagrammes de Feynman au 
champ extérieur. 
Mettons À'‘' sous forme d'intégrale de Fourier : 
A! (x) LL \ A!" (g)e-iex 4 


(22)* ? = 
| (78,6) 

A! (q) ( À (ec) (x) ef4* dx. 
Dans les expressions des éléments de matrice en représentation des 
impulsions le 4-vecteur q figurera en même temps que les 4-impul- 
sions des autres lignes externes correspondant aux particules réel- 
les. À chaque ligne de ce genre du champ extérieur on fait corres- 
pondre le facteur A'°(q), la ligne devant être considérée comme 
«incidente» en vertu du signe de l’exposant dans le facteur e-'#*, 
avec lequel A‘*(q) figure dans l'intégrale de Fourier [à une ligne 
«émergente » on ferait correspondre le facteur A'**(q)]. S'il se trouve 
alors que la loi de conservation de la 4-impulsion ne fixe pas (les 
4-impulsions de toutes les particules réelles étant données) de façon 
univoque les 4-impulsions de toutes les lignes du champ extérieur, 
on intégrera sur les qg restés «libres» [sur d'q/(2x)'], ainsi que sur 
toutes les autres 4-impulsions non fixées des lignes du diagramme. 

Si le champ extérieur ne dépend pas du temps, 


A (q) = 2nô(q°) A (q), (78,7) 
A'°(q) étant la composante de Fourier tridimensionnelle : 


A (g) = | Are-iar dir. (78,8) 


v 


Dans ce cas, on fait correspondre à la ligne du champ extérieur 
A‘*(qg) et on lui attribue la 4-impulsion g*.-(0, g). Alors, les 
énergies des lignes électroniques, qui convergent (avec la ligne du 
champ) au sommet correspondant, seront identiques en vertu de 
la loi de conservation. 

On doit intégrer sur d‘p;(2n)* suivant les impulsions tridimension- 
nelles p des lignes internes restées «libres». L'amplitude M}; ainsi 
calculée définira, par exemple, la section de la diffusion conformé- 
ment à (65,25). 

Résumons les règles définitives de la fechnique des diagrammes 
d’après lesquelles on forme l'expression de l’amplitude de diffusion 
en représentation des impulsions. 

1) À la nième approximation de la théorie des perturbations cor- 
respondent des diagrammes à n7 sommets formés par une ligne élec- 
tronique incidente et une ligne électronique émergente (traits pleins), 


362 THÉORIE INVARIANTE DES PERTURBATIONS 


ainsi qu’une ligne de photon (pointillée). Dans l'amplitude du pro- 
cessus de diffusion figurent tous les diagrammes avant des extrémités 
libres (lignes externes) en nombre égal à celui des particules initia- 
les et finales. 

2) Chaque ligne externe incidente pleine est mise en correspon- 
dance avec l’amplitude de l'électron initial u(p) ou du positron 
final u(—p) (p est la 4-impulsion de la particule). Chaque ligne 
pleine émergente est mise en correspondance avec l'amplitude de 
l'électron final u(p) ou du positron initial u (—p). 

3) Chaque sommet est mis en correspondance avec un 4-vec- 
teur —5y". 

4) Chaque ligne externe incidente pointillée est mise en corres- 
pondance avec l’amplitude du photon initial } 4ne,, et la ligne 
émergente, avec l'amplitude | âne, du photon final (e est le 4-vec- 
teur polarisation). L'indice vectoriel L coïncide avec l'indice de la 
matrice y* au sommet correspondant (de sorte qu'apparaît le pro- 
duit scalaire êé —ey ou é*). 

5) Chaque ligne interne pleine est mise en correspondance avec 
le facteur iG(p), et chaque ligne interne pointillée, avec le fac- 
teur —iD,,, (p). Les indices tensoriels pv coïncident avec les indices des 
matrices y*, y* aux sommets réunis par la ligne pointillée. 

6) Le long de chaque suite continue de lignes d'électrons les 
flèches ont toujours le même sens, et la disposition des indices 
bispinoriels le long de ces lignes correspond à l'écriture des matri- 
ces de gauche à droite lorsqu'on se deplace contre les flèches. À une 
boucle d’électron fermée correspond la trace du produit des matri- 
ces disposées le long de la boucle. 

7) A chaque sommet les 4-impulsions des lignes qui s'y coupent 
vérifient la loi de conservation, c'est-à-dire que la somme des im- 
pulsions des lignes incidentes est égale à la somme des impulsions 
des lignes émergentes. Les impulsions des extrémités libres sont des 
quantités données (avec observation de la loi générale de conserva- 
tion), à une ligne de positron étant attribuée l'impulsion —p. On 
intègre [sur d‘p/(2x)*| sur les impulsions des lignes internes qui 
restent non fixées après considération des lois de conservation à 
tous les sommets. 

8) À une extrémité incidente libre correspondant au champ 
extérieur est attribué le facteur À‘ (q); le 4-vecteur g est lié aux 
4-impulsions des autres lignes par la loi de conservation au som- 
met. Si le champ est constant, on attribue à la ligne extérieure la 
4-impulsion g“-—(0, g) et on lui fait correspondre la composante 
de Fourier tridimensionnelle du champ À‘ (g) [liée dans ce cas avec 
la composante quadridimensionnelle conformément à A‘ (q) -- 
= 26 (q") A" (q)}; on integre [sur d'p;(2n)*'] sur les impulsions tridi- 
mensionnelles des lignes internes non fixées. 
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9) Le facteur général dans le diagramme avec lequel celui-ci 
entre dans iM},; est e". En outre, un facteur supplémentaire — 1 est 
apporté par chaque boucle électronique fermée dans le diagramme 
et par chaque couple d'extremités externes de positrons, si ces 
extrémités sont le début et la fin d'une suite de lignes pleines. 
S'il y a parmi les particules initiales ou les particules finales plu- 
sieurs électrons ou positrons, le signe relatif des diagrammes difie- 
rant par un nombre impair de permutations de paires de particu- 
les identiques (c'est-à-dire des extrémités externes qui leur corres- 
pondent) doit être opposé !. 


$S 79. Invariance de croisement 


La représentation des amplitudes de diffusion M,;, par des inté- 
crales de Feynman révèle leur remarquable symétrie consistant en ce 
qui suit. 

N'importe quelle ligne externe incidente du diagramme de Feyn- 
man peut être considérée (sans changement du sens de sa flèche) 
comme une particule dans l’état initial ou une antiparticule dans 
l'état final, et n’importe quelle ligne émergente, comme une parti- 
cule finale ou une antiparticule initiale. En même temps qu'on 
passe d'une particule à une antiparticule la signification de la 
4-impulsion p attribuée à la ligne varie: p -p, pour la particule 
(disons un électron), et p —p, pour un positron. Pour un photon, 
en tant que particule réellement neutre, c’est dire tout simplement 
qu'on passe de l'émission du photon à son absorption, ou inverse- 
ment : une ligne externe de photon d'impulsion k correspond ou bien 
à l’absorption d'un photon d’impulsion k,,- k, ou bien à l'émis- 
sion d’un photon d'impulsion kim -: —k. 

Un tel changement de la signification des lignes externes équi- 
vaut au passage d’un canal de réaction de croisement à d'autres 
canaux. Îl en résulte que, comme fonction des impulsions des ex- 
trémités libres des diagrammes, une seule et même amplitude décrit 
tous les canaux de réaction‘. Selon le canal seule change la signi- 
fication des arguments de la fonction: le passage de la particule à 
l'antiparticule entraîne p;—-—p},, p; étant la 4-impulsion de la 
particule initiale (dans un canal), et p, la 4-impulsion de la par- 
ticule finale (dans l’autre canal). Cette proprieté de l'amplitude de 
diffusion est appelée symétrie ou invariance de croisement. 


1 Pour préciser cette dernière règle, ajoutons que les diagrammes avant les 
mèmes lignes pleines. c'est-à-dire ceux qui, abstraction faite de toutes les lignes 
de photons, sont identiques, doivent avoir les mèmes signes. 

Rappelons de mème qu'en prèsence de fermions identiques le signe général 
de l'amplitude est conventionnel. 

2 Si tel canal est interdit par la conservation de la 4-impulsion, la pro- 
babilité de transition est automatiquement annulée par la fonction Ô figurant 
dans (65,5) à titre de facteur general. 
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Dans le langage des amplitudes invariantes et des fonctions d’in- 
variants cinématiques du $ 71, on peut dire que ces fonctions seront 
les mêmes pour tous les canaux, mais pour chaque canal leurs argu- 
ments prennent des valeurs dans leur domaine physique à eux. En 
d'autres termes, les intégrales de Feynman déterminent les ampli- 
tudes invariantes en tant que fonctions analytiques ; leurs valeurs 
dans différents domaines physiques sont le prolongement analytique 
d'une fonction donnée dans l’un des domaines. Etant donné que les 
expressions sous les signes d'intégration des intégrales de Feynman 
contiennent des singularités, les amplitudes invariantes en ont aussi 
qui sont déterminées par les expressions de ces intégrales (compte 
tenu de la règle de contournement des pôles). Si les amplitudes 
invariantes sont calculées pour un canal quelconque d’après les inté- 
grales de Feynman, leur prolongement analytique vers d’autres 
canaux tiendra automatiquement compte de ces singularités. 

Soulignons que l’invariance de croisement est quelque chose de 
plus que les propriétés de la matrice de diffusion qui résultent des 
exigences générales de la symétrie spatio-temporelle. Celles-ci impo- 
sent l'égalité des amplitudes des processus qui se déduisent l’un de 
l’autre par permutation des états initial et final avec remplacement 
de toutes les particules par des antiparticules (les impulsions p de 
toutes les particules étant inchangées, et les projections de leurs 
moments ayant changé de signe). C'est là l'exigence de l’invariance 
CPT'. L'’invariance de croisement, elle, permet de faire une telle 
transformation non seulement pour toutes les particules simultané- 
ment, mais aussi pour une particule quelconque séparément. 


$ 80. Particules virtuelles 


Les lignes internes des diagrammes de Feynman jouent dans Îa 
théorie invariante des perturbations un rôle analogue à celui des 
états intermédiaires dans la théorie «ordinaire». Le caractère de ces 
états diffère toutefois dans les deux théories. Dans la théorie ordi- 
naire dans les états intermédiaires l'impulsion (tridimensionnelle) 
est conservée, mais non l'énergie, en ce sens on dit que ce sont 
des éfats virtuels. Dans la théorie invariante l’impulsion et l'énergie 
figurent sur un pied d'égalité: dans les états intermédiaires la 
4-impulsion tout entière est conservée (l’invariance de la théorie 
étant assurée par l'intégration dans les éléments de matrice S et 
sur les coordonnées et sur le temps). Mais alors dans les états in- 
termédiaires est violé le lien inhérent aux particules réelles entre 
l'énergie et l’impulsion (exprimé par l'égalité p°—m*). On dit en 


! Notons que la description formelle du passage d’une des réactions indi- 
quées à une autre par changement du signe de toutes les 4-impulsions sur Îles 
diagrammes de Feynman correspond au sens de l'opération CPT en tant que 
4-inversion. 
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ce sens qu'on a des particules virtuelles intermédiaires. Le lien entre 
l'impulsion et l'énergie d'une particule virtuelle est arbitraire —il 
est tel que l'exige la conservation de la 4-impulsion aux sommets. 

Considérons un diagramme constitué par deux parties (1 et IT) 
réunies par une ligne. Ne nous intéressant pas à la structure interne 
de ces parties, représentons le diagramme sous la forme schématique 


(80,1) 


(les lignes représentées peuvent être pleines ou pointillées). En vertu 
de la loi générale de conservation, les sommes des 4-impulsions des 
lignes externes des parties I et Il sont identiques. En vertu de la 
conservation en chaque sommet, à cette même quantité sera aussi 
égale la 4-impulsion p de la ligne interne réunissant les parties I et II. 
En d’autres termes, cette impulsion est déterminée de façon univo- 
que, de sorte qu'on n'intègre pas sur cette impulsion dans l'élément 
de matrice. 

Selon le canal de réaction, le carré p° peut être positif aussi 
bien que négatif. Il existe toujours un canal où p° > 0. Alors la 
particule virtuelle devient, en ce qui concerne ses propriétés formel- 


les, tout à fait analogue à une particule réelle de masse réelle M =} p:°. 
On peut introduire pour elle un système de repos, déterminer son 
spin, etc. 

Pour ce qui est de sa structure tensorielle, le propagateur de 
photon (77,11) coïncide avec la matrice densité d'une particule im- 
polarisée de spin 1 et de masse non nulle : 


l PaPy 
Fe 3 (&— m° | 


(ce 4-tenseur est orthogonal à la 4-impulsion). Par ailleurs, le pro- 
pagateur (en tant que grandeur quadratiquement formée à partir 
des opérateurs du champ) joue pour une particule virtuelle un rôle 
analogue à celui de la matrice densité d'une particule réelle. Ceci 
étant, on devra attribuer à un photon virtuel, ainsi qu’à un photon 
réel, le spin 1. Toutefois, à la différence d'un photon réel avec ses 
deux polarisations indépendantes, un photon virtuel, en tant que 
« particule» de masse finie, peut avoir toutes les trois polarisations. 


1 Tel est, par exemple, le canal (s'il cst énergétiquement permis) où toutes 
les extrémités libres de la partie 1 correspondent aux particules initiales, et 
celles de 11, aux particules finales. Alors p-P; (égale à la somme des 4-impul- 
sions de toutes les particules initiales), +t dans Île système du centre d'inertie 
p=(P}?, 0), de sorte que p*° > 0. 


366 THÉORIE INVARIANTE DES PERTURBATIONS 


La fonction de propagation de l’électron 
Go p+m. 


Ici m est la masse de l’électron réel, alors que la «masse» de la 
particule virtuelle est M :-}"p*. Ecrivant 


ne M -:- = M— a 
p--Mm 5 (P + ML (p—M), (80,2) 


on voit que le premier terme correspond à la matrice densité d’une 
particule de masse M et spin 1 2, et le second, à la matrice densité 
d'une «antiparticule» pareille [comp. (29,10) et (29,17)]. Se rappe- 
lant qu'une particule et une antiparticule ont différentes parités 
intrinsèques ($ 27). on déduit qu'il faut attribuer à un électron vir- 
tucl le même spin 1:2, mais on ne saurait lui attribuer une parité 
déterminée. 

La particularité caractéristique du diagramme (80,1) est qu'on 
peut le couper en deux parties disjointes en ne coupant alors qu'une 
seule ligne interne'. Cette ligne correspond dans ce cas à un état 
intermédiaire mnonoparticulaire—à un état avec en tout une seule 
particule virtuelle. L'amplitude de diffusion correspondant à un tel 
diagramme contient le facteur caractéristique (non intégré !) 


Ù 


provenant de la ligne interne p (m étant la masse de l’électron si 
la ligne est électron'que, ou #1 -0 si la ligne est celle d’un photon). 
Autrement dit, l'amplitude de diffusion a un pôle pour les valeurs 
de p pour lesquelles la particule virtuelle serait une particule phy- 
sique (p* -#7*). Cette situation est analogue à celle où en mécanique 
quantique non relativiste l’amplitude de diffusion a des pôles pour 
les valeurs de l'énergie correspondant aux états liés d'un système 
de particules en collision (IT, $ 128). 

Considérons le diagramme (80,1) pour le canal de réaction où 
toutes les extremités libres de droite correspondent à des particules 
initiales, et toutes celles de gauche, à des particules finales; alors 
p* >: 0. Ceci étant, on peut dire qu'à l'état intermédiaire le système 
de particules initiales se transforme en une seule virtuelle. Ceci n'est 
possible que si cette transformation ne contredit pas les lois de con- 
servation requises (la conservation de la 4-impulsion n'étant pas 
prise en considération): conservation du moment, de la charge, de 
la parité de charge, etc. C'est en cela que consiste la condition né- 
cessaire d'apparition de ce qu'on appelle diagrammes à pôles. Etant 
présents pour un des canaux, ces diagrammes existeront par là même, 


1 Cette propriété est celle des diagrammes de presque tous les processus 
à la première approximation non évanescente. 
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en vertu de l'invariance de croisement, pour les autres canaux de 
réaction aussi. 

Par exemple, les lois de conservation énoncées n'empêchent pas 
l'apparition d'un électron virtuel d’après e-:-y — e. Cette possibilité 
correspond au pôle de l'amplitude de l'effet Compton (et par là 
mème d’un autre canal de cette réaction —de l'annihilation à deux 
photons d’une paire électronique). L'apparition d'un photon virtuel, 
d'après e7 <-e' — y, correspond à un pôle de l'amplitude de diffu- 
sion d’un électron par un positron, et par là, d'un électron par un 
électron. Or, on ne peut obtenir à partir de deux photons ni un 
électron virtuel, ni un photon virtuel (la transformation + +%—-e 
est interdite par la conservation de la charge et du moment. et la 
transformation y -- y — y, par la conservation de la parité de charge). 
Ceci étant, l'amplitude de diffusion d’un photon par un photon ne 
peut contenir de diagrammes à pôles. 

L'origine des singularités à pôles des amplitudes de diffusion, 
que nous avons étudiée à partir des intégrales de Feynman, a en 
réalité un caractère plus général non lie à la théorie des perturba- 
tions. Indiquons que ces singularités apparaissent déjà comme con- 
séquence de la condition d’unitarite (72,2). 

Supposons que parmi les états intermédiaires # figurant dans 
(72,2) il y ait un état monoparticulaire. Contribution de cet etat : 
(Ta—Tipirono) (27) ) OOCP,—P)T Tin Ben 
p et ?. étant la 4-impulsion et l’hélicité de la particule intermédiaire. 
Nous remplacerons l'intégration sur d'p par une intégration sur d'p 

(dans le domaine p° =e 0) d’après 
d'p — 2eû (p° — M°) d'p 
(M est la masse de la particule intermédiaire). L'intégration élimine 


la fonction Ô(P,—p): passant ensuite des amplitudes T,; aux 
amplitudes M,; d'apres (65,10), il vient 


My Miprens  Qaié (pt — M) D M, Mi. (80,3) 


Supposant la T- et P-invariance, nous aurons (à un facteur de phase 
près) Mi; - M;:, les états i” et f” ne différant de à et f que par le 
signe des hélicités des particules (pour les mêmes impulsions). 
Prenant la somme de l'égalité (80,3) et de la même égalité pour 
M — Mir, on obtient 

Im (mono) —— nô(p—AE)R, (80,4) 
où l’on a noté … 

M = Mi Ms, 


R SE 2 (Mio Mia -}- M ;n Min). 
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Il en résulte que M,; en tant que fonction analytique de p° =: P}= P3 
a un pôle pour p* =M=*. En vertu de (76,18), on a pour la partie 
de pôle 

"A4 (mono R 

M}; ) == Pp°—MEHi0 . (80,5) 
Les transitions réelles vers un état monoparticulaire ne sont possi- 
bles que pour la seule valeur P? = P?, égale à M=. De la sorte, nous 
avons effectivement obtenu la structure d'amplitude de diffusion 
correspondant à un diagramme de la forme (80,1). 

Enfin, arrêtons-nous à une propriété majeure des diagrammes 
contenant des boucles électroniques fermées. Cette propriété peut se 
déduire facilement en appliquant à un photon virtuel la notion de 
charge : de même qu’à un photon réel, on doit attribuer à un pho- 
ton virtuel une parité de charge déterminée (négative) !. 

Si un diagramme contient une boucle fermée (avec un nombre 
de sommets NW >-2), il devra figurer en même temps que ce dia- 
gramme dans l'amplitude du processus envisagé encore un autre dia- 
gramme ne différant du premier que par le sens de description de 
la boucle (pour NW —2 la notion de sens de description est évidem- 
ment dénuée de sens). « Découpons» ces boucles par des lignes poin- 
tillées allant vers elles. On obtient alors deux boucles II, et Il,,: 


ï 
| 
( 
.. El ne. o 


? LS ? LS 9 


qui peuvent être considérées comme les diagrammes déterminant 
l’amplitude du processus de transformation d'un ensemble de photons 
(réels ou virtuels) en un autre; NW est alors la somme des nombres 
des photons initiaux et finaux. Or, la conservation de la parité de 
charge interdit la transformation d’un nombre pair de photons en 
un nombre impair. En conséquence, pour N impair la somme des 
expressions correspondant aux boucles (80,6) doit s’annuler. Donc 
s’annule aussi la contribution totale à l'amplitude de diffusion des 
deux diagrammes qui contiennent ces boucles en tant que parties 
constituantes [théorème de Furry (W. H. Furry, 1937)]. 

Ainsi donc, formant l'amplitude d’un processus quelconque, on 
pourra faire abstraction des diagrammes contenant des boucles avec 
un nombre impair de sommets. 


! Ceci résulte des mèmes considérations sur l'opérateur d'interaction électro- 
magnétique qui ont été indiquées à la fin du $ 13 pour un photon réel. 


PARTICULES VIRTUELLES 369 


Suivons de plus près l'origine de ladite reduction mutuelle des 
diagrammes. À une boucle électrohique fermée correspond l’expres- 


sion (pour des impulsions données des lignes de photons k,, k., ... ,k.) 
(dip.Tr [e,G(p)e.G(p+k,) |, (80,7) 
P, P+-k,, ... étant les impulsions des lignes d'électrons (qui ne sont 


pas complètement déterminées après la considération des lois de con- 
servation aux sommets). Soumettons toutes les matrices y et G à 
l'opération de conjugaison de charge, c'est-à-dire remplaçons-les par 
Uc 'wUc et UG'GUc. L'expression (80,7) ne change pas alors, étant 
donné que la trace du produit de matrice est invariante ‘par rap- 
port à cette transformation. Par ailleurs, d’après (26,3) 


Uc ‘yrUc = — y, (80,8) 
de sorte que 


Uc'G(p}Uc == - G(—p). (80,9) 
Or, le remplacement de G(p) par la matrice transposée avec chan- 
gement du signe de p signifie, c'est évident, changement du sens 
de description de la boucle, où le sens de toutes les flèches est in- 
versé. En d’autres termes, la transformation effectuée transforme 
une boucle en une autre, et il apparaît le facteur (—1)Y dû à la 
substitution (80,8) en chaque sommet. Ainsi, 


N,=(—1) I, (80,10) 


c'est-à-dire que les contributions des deux boucles sont égales lorsque 
le nombre de sommets est pair, et elles différent par le signe lorsqu'il 
est impair. 


CHAPITRE IX 
INTERACTION D'ÉLECTRONS 


$ 81. Diffusion d'un électron dans un champ extérieur 


La diffusion élastique d'un électron dans un champ exterieur 
constant est le processus le plus simple existant déjà à la première 
approximation de la théorie des perturbations (première approxi- 
mation de Born). Il lui correspond un diagramme à un sommet 


1 
El 
l 
PAU : (81,1) 
p' P 


p et p’ étant les 4-impulsions initiale et finale de l’électron, 
g — p  — p. L'énergie de l'électron lors de sa diffusion dans un champ 
constant étant conservée (£ —e”), on a q - (0, qg)!. 

L'amplitude de diffusion correspondante 


M; —eu(p’) À® (q) u (p). (81,2) 


A‘(g) étant la composante du développement spatial de Fourier 
du champ extérieur. La section de diffusion est [d'après (65,26)] 


Ï à 
do = | My fe do”. (81,3) 


Pour un champ électrostatique A" _ (4%, 0), de sorte que 


M;= —eu (p°) vu (p) AS (q) = —eu*(p'}u(p)AS (q). (81,4) 


Dans le cas non relativiste les amplitudes bispinorielles des ondes 
planes u(p) se réduisent aux amplitudes non relativistes (à deux 


1 Dans le cas d'un champ extérieur un tel diagramme n'est pas, bien en- 
tendu, interdit par la loi de conservation de la 4-impulsion [comme cela était 
dans le diagramme (74,19) avec un photon réel]: le carré g*, à la différence du 
carré de la 4-impulsion d'un photon réel, ne dait pas être nul; de l'intégrale 
de Fourier représentant le champ extérieur on choisit automatiquement la com- 
posante avec le g requis. 
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composantes). Pour un électron impolarisé, c'est 1à une quantité 
indépendante de p, et, en vertu de la condition de normalisation 
que nous avons adoptée, u°u —2m. Ceci noté, il vient 


do=|— U (g)l'&”, 


U(q) :eAf%"(q) étant la composante de Fourier de l'énergie poten- 
tielle de l’électron dans le champ; cette expression coïncide avec 
la formule connue de Born (III: 125,4). 

Dans le cas général relativiste la section de diffusion des élec- 
trons impolarisés s'obtient en prenant la movenne du carré |M,;f 
sur les polarisations initiales et en sommant sur les polarisations 
finales, c'est-à-dire en formant la quantité 


Ï e 
5 DIM, 
polar 
la sommation étant faite sur les directions du spin des électrons 


initial et final: le facteur 1 2 transforme l’une de ces sommations 
en moyenne. D'après les rêgles exposées au $ 66, on obtient 


l 4 Ales, te l © 2: | AV ao ar 

z > ME + 27Trpdtor dt 22] 40 (g) Tr (mp) v°(m + p'yv. 
polar 

Pour calculer la trace, notons que v°p'+° =p', où p'-(e’, —p'), 

de sorte que 


Tr np) v° (mp) v° = + Tr p)(m+p')= 
= m° + pp = em + pp':= 2er. 


D'où la section 
|A | F 


L À \rr 
. do - 75e L re | do’. (81,5) 


Pour le champ créé par une distribution statique de charges de 
densité n(r) on a 

A (q) = FE | (81,6) 

o(q) étant la transformée de Fourier de la distribution p(r) (fac- 

teur de forme). Notamment, pour le champ coulombien d'une charge 
ponctuelle Ze on a: p(g):: Ze. Alors la section de diffusion 

, 4(Ze*)°e* d 

do do IE (1) (81,7) 

(N. F. Moit, 1929). Le carré q* : 4p* sin* (6,2), 0 étant l'angle de 

diffusion. Dès lors, l'expression devant les parenthèses peut être 
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appelée, quant à sa dépendance angulaire, section de Rutherford : 


4 (Ze*}° r° (Ze)*et . _, 0 
düRuth F do —— = du pe sin Ty (81,8) 
(à la limite non relativiste le coefficient #e*/p*—- l/m°ot). De la 
sorte !, 


do — dORuth L — v* Sin° 5) (81 ,9) 


Notons que dans le cas ultrarelativiste la distribution angulaire 
diffère de la distribution non relativiste par une forte atténuation 
de la diffusion en arrière (pour 0 —-x: do,doRuth — m°;e*). 

Dans le cas ultrarelativiste, (81,7) donne pour la diffusion dans 
de petits angles 


4 (Ze) ,, 
de - “EE do’. (81,10) 
Bien que cette formule ait été déduite à l’approximation de Born 
(c'est-à-dire en supposant Ze < 1), elle reste vraie (pour les angles 
U<m/e) pour Ze 1 aussi. On peut s’en assurer à l’aide de la 


fonction d'onde exacte ultrarelativiste (suivant Ze?) {57 (39,10). Cette 
solution vraie dans le domaine (39,2) reste assurément vraie dans 
le démaine asymptotique des 7 arbitrairement grands. Ici 


F = 1 + const -eitrr-Pr), Se 1—cos 0 — 8° << 1, 


de sorte que le terme correctif reste, comme il se doit, petit. Quant 
à la fonction d'onde de la forme e'rrF, qui coïncide de par sa forme 
avec la fonction non relativiste (avec un changement evident de 
paramètres), elle a la même forme asymptotique, si bien qu'on 
obtient pour la section elle aussi l'expression de Rutherford. 

Pour calculer la section de diffusion d'électrons arbitrairement 
polarisés on pourrait se servir, d’après les règles générales, de la 
matrice densité (29,13). Dans le cas donné, toutefois, on peut ob- 
tenir le résultat par des calculs moins pénibles en écrivant les 
amplitudes bispinorielles u(p”) et u(p) sous la forme (23,9); on 


1 La différence entre do ct don exprimée par cette formule est spéci- 


fique des particules de spin 1/2. Pour la diffusion de particules de spin 0 (si 
leur mouvement dans un champ électromagnétique était décrit par une équation 
d'onde) on aurait do =doR,,n. De prime abord il pourrait sembler étrange que 


le facteur exprimant cet effet purement quantique ne contienne pas h. Mais il 
y aura lieu de se rappeler que la condition d'application de l'approximation 
de Born (e*/hu< 1) cest opposée à la condition de quasi-classicisme pour le 
mouvement dans un champ coulombien, si bien que le passage au cas classique 
‘dans la formule (81,9) est impossible. 


DIFFUSION D'UN ÉLECTRON DANS UN CHAMP EXTÉRIEUR 373 


obtient en les multipliant 
u*(p')u(p)=w"* {e+ m+(e—m)(n'o) (no)}x, 
ou, en utilisant la formule (33,5), 


u°(p'}u(p) =w"Tw, (81,11) 
où ! 
f-- À + Bvo, 
A=(etm)+t(e—m)cos0, B-—i(e—m)sin, (81,12) 
n<n 
“sin0 


La grandeur à deux composantes (le spineur à trois dimensions) 
w constitue la fonction d'onde de spin non relativiste de l’électron. 
Aussi le passage à des états partiellement polarises s’opére-t-il en 
remplaçant les produits ww (œ«, B étant des indices spinoriels) par 
la matrice densité non relativiste à deux rangées p,8. De sorte qu'on 
devra faire la substitution 


[MF —e| A (q)FTre (4 —Bvo)p’ (4 + Bvo), 
où 


(to, pr (+0), 


& et &’ étant les vecteurs des polarisations initiale et finale enre- 
gistrées par le détecteur. Le calcul de la trace conduit au résultat 


de = do, 14 4=I8 8" +218 LE CEE RALEIR ER, (81,13) 
\ AT rIBF 


do, étant la section de diffusion des électrons 

Mettant les accolades dans (81,13) sous la forme {1+ VE, on 
trouve la polarisation £/' de l'électron final en tant que tel (à la 
différence de la polarisation détectée &”, cf. $ 66): : 


tu _. A°—|B|)$+2]BF(vhv-24]BIVYXE 
ÆFIBE 


On voit que les électrons diffusés ne sont polarisés que si les élec- 
trons incidents le sont. Ceci est une propriété générale de la pre- 
mière approximation de Born (cf. III, $ 138). 

Dans le cas non relativiste (e— m) on déduit de (81,14) &/? =£, 
c'est-à-dire que l’électron conserve lors de la diffusion sa Soarisation 
(conséquence naturelle du fait que l'interaction spin-orbite est né- 
gligee). 


(81,14) 


1 La définition de f ici et au $ 38 diffère par le facteur général. 
? La formule (81,14) correspond à la formule obtenue au probleme 1 1, 111, 
$ 138 et s'en déduit pour À réel et B imaginaire. 


374 iINTERACTION D'ÉLECTRONS 


Dans le cas inverse, ultrarelativiste, on a 
A:=e(l+cos0), B  —iesin0 


[en conformité avec la formule générale (38,2)]. 
Si alors l’électron incident a une hélicité déterminée ($ — 22, 
à :-=+ 1/2), on obtient à partir de (81,14) par une réduction simple 


Ur =21.n. 


En d'autres termes, après diffusion l'électron est encore doué d’hé- 
licité : il a conservé son hélicité initiale (4). 

Ainsi qu'il a été expliqué au $ 38, cette propriété est due à ce 
que lorsqu'on néglige la masse l'équation de Dirac en représentation 
spinorielle se décompose en deux équations indépendantes pour les 
fonctions £ et n. Ce résultat a aussi une signification plus générale, 
puisque le courant 

j= (EE + nn, £'oË— non), 

et donc avec lui l’opérateur perturbation électromagnétique V -ejA, 
ne contient pas de termes mixtes en £ et n, de sorte qu'il n'a pas 
d'éléments de matrice pour les transitions entre états & et 1. Il en 
résulte que si un électron ultrarelativiste a une hélicité déterminée 
(c'est-à-dire si & ou n est différent de zéro), cette hélicité sera con- 
servée dans les processus d'interaction à l'approximation où la 
masse de l’électron est totalement négligée. 


$ 82. Diffusion d'électrons et de positrons par un électron 


Considérons la diffusion d’un électron par un électron : deux 
électrons de 4-impulsions p,, p. entrent en collision, et leurs 4-im- 
pulsions deviennent p, et p.. La conservation de la 4-impulsion 
s'exprime par l'égalité 

Pa + Pa = Pit Ps (82,1) 
Dans ce qui suit, nous aurons à nous servir des invariants cinéma- 
tiques introduits au $ 67, qui ont pour définitions : 
S=:(p, + pa) = 2 (M$ — pipe), 
te (pp) = 2m — pipi), 
u =(p;—p.} =2(m°—p;p:), 
s+{+u - 4m. 

Le processus envisagé est représenté par les deux diagrammes 

de Feynman (74,13-14), et son amplitude! 


(82,2) 


M; -Ane: (+ Giyeu,) (uiv,u,) — 2 (uiv'u,) (uiv,u) | . (82,3) 


1 Cette forme de M ri est conforme à l'expression générale (71,3). A la 
première approximation non évanewente de la théorie des perturbations, une 
seule des cinq amplitudes invariantes est non nulle: fa(f, u)= 4ne*;t. 
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En vertu des règles indiquées, au $ 66 pour les états des parti- 
cules initiales et finales décrits par des matrices densités polarisa- 
toires p,, p,, ..., on substitue 


[M;f— 167°e* ge = Tr(psveo,v) Tr(piv,piv,) + 
+ Troie) Troiroit)—- 
Ï , , | , … 
7 Tr (AURA US USA nr Tr (p; y" Da VD: VD 1 Y.) | . (82,4) 


Pour la diffusion d'électrons impolarises (ne nous intéressant 
pas alors à leur polarisation après la diffusion) nous devons poser 


pour toutes les matrices densités p - 1. 2(p--m), multipliant le ré- 
sultat par 2-2 4 (médiation sur les polarisations des deux électrons 
initiaux et sommation sur les polarisations des deux électrons finaux). 
La section de diffusion est déterminée par la formule (65,23) où 


l'on doit poser, en vertu de (65,15a), /° = LS (s— 4m). Mettons la 
section sous la forme 


À: nu. 
do es Le 4 (, u)=-g{t, u)-- fu, 1) -g(u, D, 


f(£, u) Tr [Ces m)ve pm) v] Tr [pi 5m) v, (pm) »,], 
(82,5) 


l Do, co T6 oo: 
g(£. u) 0 ser D [(p: TT m) À” (P:-7 m) v(P: : M) Vu (pi -- m) v.]. 


On calcule d’abord dans f(f, u) les traces [à l’aide de (22,9-10)|, 
puis on somme sur u et v !: dans g(/, u) on fait d'abord la som- 
mation sur u et v [à l’aide de la formule (22,6). 11 vient au total 


Ê(, u) e [(P,p.) -- (P,p2X + 2m (mi — p,p;)], 
gU, 4) PP: — 2m) (pp). 


ou en les exprimant à l’aide des invariants (82,2), 


s° + u* 


f({, u) - _ — - 4m°(t—m*)|, 


2." 5 pannes ne 
gt, u) ga) Sn i—ûnE |. (82,6) 


4 
1 Indiquons pour les références ultérieures la formule 


| = = , , à 
+ Tr(p;rm)y(ps+m)y" = @" (n° — pins) + pi Ps +P; pe. 
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De sorte que la section 


do Me e _. [ 5 + 4m G—m)| + 
++ + 4m (u—m°)| ++ (5 me) ( (53m )| (82, 7) 


(où r,— e*/m). 
Appliquons cette formule dans le référentiel du centre d'inertie. Ici 
s— 4e?, { — —4p* sin* ;. , U—= —4p*cos* _. ; 
2 82,8 
— dt — —2pd cos 0 — À do 


(pl et e étant la grandeur de l’impulsion et l'énergie des électrons, 
lesquelles ne varient pas lors de la diffusion; 6 est l'angle de dif- 
fusion). Dans le cas non relativiste (e Æ m)! on obtient 


.suntdi 


sin{ cost cl Sin® — COS* — 
2 2 2 2 
: #4 (1 + 3cos* 0) 
= (x) Tone do (non relat.) (82,9) 


(o — 2p'm étant la vitesse relative des électrons), ce qui est con- 
forme à la théorie non relativiste (cf. III, 135). Dans le cas gé- 
néral de vitesses arbitraires, apres substitution de (82,8) et des 
transformations simples, la formule (82,7) peut se mettre sous la 
forme 


.m° scies PY 4 3 , P° 4 \ 


(Ch. Müller, 1932). Dans le cas ultrarelativiste (p° = €°) 
nm BH 5 (ultrarelat.) (82,11) 


do ré ge  4sint{ 


Dans le référentiel du laboratoire, où l’un des électrons (disons 
le second) était au repos avant la collision, nous exprimerons la 
section au moyen de la quantité 


7 re a (82,12) 


LL m 


qui est l’énergie (en unité mn) cédée par l’électron incident (le pre- 


1 La vitesse v est supposce pete (v-< 1), mais telle que soit encore veri- 
fice la condition d'application de la théorie des perturbations : eju(—e*/hv) <1. 
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mier) à l’autre’. Invariants: 


s -2m(m+e,), { — —2mÀ, 
u = —2m(e, —m—mA). (82,13) 


On obtient en substituant ces expressions dans (82,7) la formule 
suivante pour la distribution en énergies des électrons secondaires 
(qu’on appelle électrons ô) qui résultent de la diffusion d'électrons 
primaires rapides : 

dA ff (y—1} y 2% +2%— I . 


dA [GE y 22. | 
PT NE GTA GI) : I; (82,14) 


do — 2nri 
où y—e,/m. Les quantités mA et m(y—1—A) sont les énergies 
cinétiques des deux électrons après la collision: l'identité des deux 
particules s'exprime ici dans la symétrie de la formule par rapport 
à ces quantités. Si l’on convient d'appeler électron de recul l’élec- 
tron de moindre énergie, A prendra ses valeurs entre 0 et 
(y—1);2. Pour les petits À la formule (82,14) prend la forme 


_ 9nr2 1? dA _ 2aré da = 5 
do — Qué TT — A A<<Yy—1I. (82,15) 


Notons que, exprimée en fonction de la vitesse de l’électron incident 
(v, |P,l/e,), cette formule conserve sa forme quand on passe au 
cas non relativiste. Aussi est-il naturel qu'elle coïncide, quant à sa 
forme, avec le résultat de la théorie non relativiste[comp. 111(145,17)]. 

Envisageons à présent la diffusion d’un positron par un électron 
(H. Bhabha, 1936). C'est là un autre canal de croisement de la même 
réaction généralisée à laquelle se rapporte la diffusion d’un électron 
par un électron. Si p-, p, sont les impulsions initiales, et p2_, p 
les impulsions finales de l’électron et du positron, on passe d’un 
cas à l’autre par la substitution 


Pi — Pr, Pa Ps Pi —P+s Ps P-. 
Alors les invariants cinématiques (82,2) ont pour sens: 
s=(p-—p;}, t -(p,;—p}}, u=(p--+p+}. (82,16) 
Si la diffusion ee était un canal s, la diffusion ee est un canal de 
réaction u. Le carré de l'amplitude de diffusion, exprimé en fonc- 


tion de s, {, u, est le même qu'auparavant, et au dénominateur de 
(82,5) on doit substituer s—u. De sorte qu'on obtient au lieu de 


1 Pour les relations cinématiques pour les collisions élastiques dans divers 
systèmes de référence, cf. II, $ 13. _ 
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(82,7) pour la section de la diffusion d'un positron par un électron 


a dun“dt 1 [s -u 
da lei — 1m) \= 4m ( — mm” 3] -- 


| St, , , Al. 407 NES el 
+x | 5 -- 4m tu —me)| ler ME Lg — 2m DE (82,17) 


Ê 


Dans le référentiel du centre d'inertie les valeurs des invariants 
s, t, u diffèrent de (82,8) par la permutation de s et «: 


S : —4p° cos as , = —4p* sin . u--4r®, (82,18) 


À la limite non relativiste la formule (82,17) se réduit à la formule 
de Rutherford 


ds, À 49 __ (non relat.) (82,19) 


(où æ- 2p/m). Elle se déduit du premier terme entre accolades dans 
(82,17), qui provient du diagramme du type «diffusif» (cf. $ 74). 
Quant aux contributions apportées par le diagramme «annihilatif» 
[second terme dans (82,17)] et par son interférence avec le diagramme 
diffusif (troisième terme), elles s'’annulent à la limite non relativiste!. 

Dans le cas général de vitesses arbitraires les contributions des 


trois termes dans (82,17) sont du même ordre de grandeur c'est 


seulement dans le domaine des petits angles que le premier terme 
à À es D ve 
prédomine grâce au facteur lensintà). Après réduction des 


termes semblables, la section de diffusion du positron par l’électron 


! À la limite non relativiste les amplitudes 4 sont à deux composantes, 


cf. (23.12): alors le 4-vecteur d'électron u_v2u_--(2miw, 0), et de même 
pour le 4-vecteur de positron. Le terme diffusif dans l'amplitude (74,15) prend 
la forme 


— (2m (cs) (uw) Ua. 
où 


(pour un photon virtuel, sur le diagramme diffusif g” :=0 dans le référentiel du 
centre d'inertie); Ug est la composante de Fourier de l'énergie d'interaction 
coulombienne des charge: de signes différents (—e“:r). Pour un photon virtuel, 
sur le diagramme annihilatif g9=2m(—=2mc), en raison de quoi ce terme 
s'annule à ja limite. 
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(dans le référentiel du centre d'inertie) peut se mettre sous la forme 


da do "© (pe D 8et—mt I 


dE | p° sint À PE sin 
12e nt _4 2(E° LD") . . 0 . 4 ) 
+ ë = mn p ee P ) Sin: Se sin — |. (82,20) 


La symétrie par rapport à la substitution Ü — n—4%, caracté- 
ristique de la diffusion de particules identiques, est, bien entendu, 
inexistante pour la diffusion du positron par l'électron. À la limite 
ultrarelativiste l'expression (82,20) ne diffère de la section électron- 


) 
électron que par le facteur cos'- 


do; --cost= do. (ultrarelat.). (82,21) 


Dans le référentiel du laboratoire, où l’une des particules (disons 
l’électron) était au repos avant la collision, nous introduirons de 
nouveau la quantité 


Na =, (82,22) 


m rt 


c'est-à-dire l'énergie cédée par le positron à l’électron. De même 
que (82,13), on a maintenant 


s -—2m(e; —m—maA), { :— 2m, u—=2m(m--e.). 


Substituant ces expressions dans (82,17), après des transformations 
simples, on obtient la formule suivante pour la distribution en 
energies des électrons secondaires : 


do Di = ds Ju 2e, 


—| FR Mi? 
Fra Gr _ "| : 
(Y + 1)* (Y - —— TE À - nu (* = Cv + DE A° [au (82,23) 


où y—e./m; À parcourt ses valeurs de 0 à y—1. Lorsque A << y—1 
on déduit de (82,23) la même formule (82,15) que pour la diffusion 
d'électrons. 

Les effets polarisatoires lors de la diffusion d'électrons ou de 
positrons se calculent d’après les règles générales exposées au 66. 
Dans les cas tant soit peu généraux les formules s’alourdissent, et 
nous renvoyons le lecteur aux articles d’origine ou aux aperçus 
spéciaux !. Nous nous bornerons ici à quelques remarques. 


LA. M. Bincer, Phys. Rev. 107, 1434 (1957): G. W. Ford, C. J. Mul- 
lin, Phvs. Rev. 108, 177 (1957) (correction: Phys. Rev. 110, 1485. 1958); 
A. Reczka, R. Raczka, Phvs. Rev. 110, 1469 (1958); W. H. McMas- 
ter, Rev. Mod. Phys. 33, 8 (1961). 
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A l’approximation envisagée (la première non évanescente) dela 
théorie des perturbations, on n'a pas dans la section de termes 
linéaires par rapport aux vecteurs polarisations des particules ini- 
tiales ou finales. Ainsi qu'en théorie non relativiste (III, $ 138), 
ces termes sont interdits par les exigences resultant de l’hermiticité 
de la matrice de diffusion. Ceci étant, la section de diffusion ne 
change pas si une seule des particules en collision est polarisée, et 
la diffusion de particules impolarisées n'entraîne pas leur polari- 
sation. 

Ces mêmes exigences interdisent dans la section les termes cor- 
rélatifs qui contiennent les produits des polarisations de trois des 
particules (initiales et finales) participant au processus. La section 
contient toutefois des termes corrélatifs doubles et quadruples. Lors 
de la diffusion de particules différentes (électron et positron: élec- 
tron et muon), ces termes s’annulent à la limite non relativiste, 
l'interaction spin-orbite étant absente. Si les particules sont les 
mémes, les termes corrélatifs existent déjà dans le cas non relati- 
viste en raison ‘des effets d’échange. 


Problèmes 


1. Déterminer la section de diffusion d'électrons polarisés dans le cas non 
relativiste. 

Solution. Dans le cas non relativiste les amplitudes bispinorielles en 
représentation standard sont à deux composantes, et les matrices densités, des 
matrices à deux rangées (29,20). Dans l'amplitude de diffusion (82,3) seuls sub- 
sistent les termes avec p—v-=0, qui contiennent les matrices diagonales (en 
représentation standard) y°. Au lieu de (82,4) on aura à présent 


D My = 16n%64.4mt (++) Tr (14-08) Tr (1+ 06.) — 


polar. 


= Tr 6 ) (1 oË) | — 16768 - 4m .4 rer Ut 62) 
fu î ! 7 Jb: J LL LE E u= tu 19: 


(sommation sur les polarisations des électrons finaux). D'où la scction de diffusion 


sin* 0 
20046 (ri tt:) 


6 étant l'angle de diffusion dans le référentiel du centre d'inertie, do, la section 
pour les particules impolarisées (82,9) !. 

Pour la diffusion de positrons par des électrons l2 dépendance polarisatoire 
est absente à la même approximation (do— do,) ; on peut s'en convaincre faci- 
lement en notant qu’à la limite non relativiste dans les amplitudes d'électrons 
et de positrons u, ct u_, les couples différents des composantes sont non nuls. 

2. Déterminer dans le cas non relativiste la polarisation des électrons dif- 
fusés lors de la diffusion d'un faisceau impolarisé par une cible polariséce. 


1 Pour des électrons complètement polarisés cette formule coïncide avec le 
résultat du prob. dans III, $ 135 (alors |£:|—1$:1=1, G16:=-cos x, @ étant 
l’angle entre les directions des polarisations des électrons). 
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Solution. Nous calculons la section de diffusion pour les polarisations 
initiale £. ct finale détectée £1 données (on détecte la polarisation d'un seul 
électron final). De la même manière qu’au problème 1, on obtient 
| *,. 2cos0 (1 —cos | 


do = do, 


D'où pour le vecteur polarisation de l'électron diffusé 


2 cos 0 (1 — cos 0) 
D — 


1-3 cos° ( 

3. Déterminer dans le cas non relativiste la probabilité de renversement du 
spin d'un électron complètement polarisé lors de sa diffusion par un électron 
impolarisé. 

Solution. On trouve de façon analogue la section pour les polarisations 
données ÿ1 et &1: 


Gé: 1--3cos° 0 


_I +.” 2cos 0 (1 cos 8) 
Fe p 00 ET EST 


Posant &18:—=— 1, on déduit de là la probabilité de renversement du spin: 
da (1 — cos 0)° 
dos 2(1+3cos° 0) 
4. Déterminer le rapport des sections de diffusion d'électrons à hélicités. de 


spins parallèles et antiparallèles dans le cas ultrarelativiste. 
Solution. Dans (82,4) on posera en vertu de (29,22) 


F2 : b & ; ls pi 

Pi Pi (1—2À1ÿ), PT Pa (1—22%), Pi Pr Ps P2. 
où Ày, Àe— + 1/2. On calcule les traces d'après les formules données au $ 22 
notamment, 


Tr (payé) Dr (psy, dy,) = it (emivab,) (e,,.d:) = 
== 2 ( 65 0% — 80 66) a,bac®d* = 2 (ac) (bd) —2 (ad) (bc). 


En définitive, 


do Su, SL: 25° “a S°—u® s°—1*  92s° 
D +) te (+ +) 


Les impulsions des électrons en collision (dans le référentiel du centre 
d'inertie) étant opposées, à des hélicités égales (À, — À) correspondent des spins 
antiparallèles, et ä des hélicités différentes (À, —— À.), des spins parallèles. 
Substituant à s, {, u leurs expressions (82,8) (avec p° Æ e*), on trouve pour le 
rapport cherché 


dos ! TT. : 
Pa LA 5 (1) 


Ce rapport est minimum (1/8) pour 0 —x/2. 


La même chose pour la diffusion de positrons par des électrons. 
Solution. Dans ce cas, on devra calculer au licu de (82,4) 


à | < / 
IM 15 -- 167*et + Tr(p-vp-v) Tr (p+vups,)— 


, 
— Tr(o-wp-vp:vuper.) +... À 
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(les autres termes se déduisent de ceux écrits en permutant p4 et p=). Matrices 
densités : 
l - : | - di 
p-=5p-( —22-V)  p+=Tp+ (244%) 


où À4, À- = 1;2 (et pour le positron aussi bien que pour l'électron, À; = 1/2 
signifie que le spin est dirigé suivant l'impulsion). Le calcul donne 

2  9,? Fe ne. iCte 9 

+ s° \ S"—u* , S—1 25 \ 


do AS +, S-- 1° | | 
Tel à Tu tu JAEERS L 1° Ne ne 


di 


Ori déduit de là pour le rapport des sections un résultat coïncidant avec la for- 
mule (1) du problème 4. 

6. Déterminer la section de diffusion des muons par des électrons. 

Solution. Le processus est décrit en tout par le seul diagramme (74,17). 
Au !licu de (82,5) on a 

retdt +retdt 

. {, AT RTS T'ES SNS {, tt}, 
SLR Ds et ETS CC ET ST 


dE = > 
(peP,) — mp 
Feu)=s Tr +) v (p,-+n)v|Tr (Chem) y, (pe +m) y] 


l 


(pe. Pa et Pe, Pu étant les 4-impulsions initiales ct finales de l'électron ct du 
muon, m ct u Icurs masses). Invariants : 
s=(p,-+p,Ÿ = m°+ pui +2pep,, 
t=:(pe— pe) = 2m — pepe) 22 (RE — pp). 


ou (pe— pu)" = m° +4 —2p.P, s+t+u=2(m° +). 
Le calcul donne 
2 J Re) à . Ù ® :! a \ 
on 1 À (PePy) + (p.p,) + (nt A pt) gp = 

em CE (2) 

Les formules (1) et (2) résolvent la question poste. Dans le référentiel du 
centre d'inertie … 
av 


RTE VE 
8 (E, + su) P* sin Da 


* CS + (ee, + D COS 0)" — 9 (n° — LL) P° sin® 5 : 


où do—2rsinthd8; e, €, sont les énergies de l'électron ct du muon:; 


p=té-m =; hp. Lorsque p° << p° on retrouve la formule (81,9) pour la 
diffusion par un centre coulombien fixe. Dans le cas ultrarelativiste (p° 5: p*), 


(Ù 
l cost — 
LS RER 


8p" sin* - 
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Dans le système du laboratoire (où l'électron est au repos avant la collision) : 
s eo e a 
fe \* dA e À m° 
do = 27 (S) a I—®, — + — A® |. 
m 2° A Amax 2e 
p pu 
Ici e,, est l'énergie, ct #,—p,/e, la vitesse du muon incident ; mA =e,—m = 
est l'énergie de l'électron de recul, et 
2 
2Py 


mt pé--2me, 


== E, —? 


fa 
max 


est la valeur maximum de A. 

7. Déterminer le rapport des sections de diffusion mutuelle d'électrons et 
de muons à hélicités, de spins parallèles et antiparallèles dans le cas ultrare- 
lativiste (Sp, e, mt). 

Solution. Comme au problème 4, on trouve 


(6 est l’angle de diffusion dans le référentiel du centre d'inertie). 

8. Déterminer la section de transformation d’une paire electronique en une 
paire muonique (V. Bérestetski, 1. Pomérantchouk, 1955). 

Solution. C'est là un autre canal de croisement de la réaction dont 
relève la diffusion pe. Dans ce canal : 


S — (pe —P,), t— (». + p.)?, u — (p, —P,). 


p.. pe étant les 4-impulsions de l'électron et du positron, p,. p, celles du muon 
et de l’antimuon. Le seuil de la réaction correspond à l'énergie de la paire 
électronique. cgale (dans le référentiel du centre d'inertie) à 2u, de sorte qu'on 
doit avoir { > 4u°. Dans le référentiel du laboratoire, où l'électron est au repos 
avant la collision, et où le positron a pour énergie r;, 


t—2m(e,;+m)&2me,, 


si bien qu'on doit avoir e,; > es, où l'énergie de seuil #,:=2p*/m (ici et dans 
ce qui suit, on a négligé tout ce que permet l'inégalité p 5m). 
Section différentielle [au lieu de (1), (2) au problème 6]: 
4retds Su" 


ds : 
dns © u)& Âne 7 | 9 +arp| 


Pour #{ donné s parcourt ses valeurs entre des limites déterminées par les équa- 
tions su & ut, s+/ Lu & 2p, c'est-à-dire que 


sy LAN OL raser ren 
p——— VUE) <s<u!— rs Vi —4u?). 


Une intégration élémentair donne : 


(dans le référentiel du laboratoire t—9me.)1. Cette formule tombe en défaut 


1 Cette section est maximum pour 8. -1,7e,. Sa section au maximum est 
environ 20 fois plus petite que celle de l'annihilation biphotonique pour la même 
énergie. 
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au voisinage immédiat du seuil: lorsque e&,—er, — uef, on ne peut considérer 
les muons formés comme des particules libres (si l'on tient compte de l'interac- 
tion coulombienne entre eux, la section tend non pas vers zero lorsque £4 — 84, 
mais vers une constante, cf. III, $ 144). 


$ 83. Pertes d'ionisation de particules rapides 


Considérons les collisions d’une particule rapide relativiste et 
d'un atome, au cours desquelles l’atome est excité ou ionisé. Dans 
le cas non relativiste, de telles collisions inélastiques ont été env'i- 
sagées dans III, $$ 145, 146: ici, nous allons étendre au cas relati- 
viste les formules qui y ont été déduites (FH. À. Bethe, 1933). 

+ La vitesse de la particule frappant l’atome est supposée grande 
en comparaison des vitesses des électrons atomiques (donc, en tout 
cas, il est supposé que Za<£ 1, c'est-à-dire que le numéro atomique 
n'est pas trop grand). Cette condition assure l'application de l'ap- 
proximation de Born au processus envisagé. La solution du problème 
diffère quelque peu suivant que la particule rapide est légère (élec- 
tron, positron) ou lourde (méson, proton, particule &, etc.). Nous 
nous arrêterons ici au dernier cas, le plus simple. 

Soient p = (e, p) et p’—(e’, p') les impulsions initiale et finale 
de la particule rapide dans le référentiel du laboratoire, où l'atome 
était au repos avant la collision; la différence qg —p"—p donne 
l'énergie et l'impulsion cédées par la particule à l’atome. Divisons 
tout l'intervalle des transferts d’impulsion possibles en deux do- 
maintes : 


D LEm, 1) L>1, (83,1) 


m étant la masse de l'électron, et / une certaine énergie atomique 
moyenne (le potentiel d'ionisation de l'atome). Les deux domaines 
empiètent lorsque ./ << g*/m<£m; ceci permet de raccorder exacte- 
ment les résultats déduits pour chacun des domaines. Nous appel- 
lerons les valeurs de g dans le premier et le second domaine petits 
et grands transferts d'impulsion. 


Petits transferts d'impulsion 


Dans ce domaine les électrons atomiques peuvent être supposés 
non relativistes dans l'état initial ainsi que dans l'etat final de 
l'atome. 

L'amplitude du processus est donnée par l'expression 


MF — ho (— 9) Jon (q) Dur (q), (83,2) 


JL, étant le 4-courant de transition de l'atome de l'état initial (0) 
à l'état final (n). et J,,, le 4-courant de transition de la particule 
rapidé, ces courants remplacent les expressions (u’yu) qui figure- 
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raient, par exemple, dans l'amplitude de diffusion de deux particu- 
les «élémentaires» — d’un électron et d’un muon (74,17) [comp. égale- 
ment avec (140,3)]. Les courants de transition sont pris en repré- 
sentation des impulsions [cf. (43,11)]. Section du processus dans le 
référentiel du laboratoire : 
mie —d'P’ 
PEgpeen (6 
6, =E,—E, étant la fréquence de transition entre états de l’atome. 
L'état final peut appartenir au spectre discret aussi bien qu'au 
spectre continu; le premier cas correspond à l'excitation de l'atome, 
le second, à son ionisation. Dans la loi de conservation de l’energie 
[notée par la fonction 8 dans (83,3)] l'énergie de recul de l'atome 
a été négligée, chose certainement admissible aux petits transferts 
d'impulsion. 

Dans le cas envisagé, il est commode de prendre le propagateur 
photonique dans la jauge (77,14), où seules ses composantes spatia- 
les sont non nulles : 


D;,(q) - — 2 C7 — 1%) . (83,4) 


W° — g° u)° 


do, -2nô(e —Ee" —0,,)] M 


Dès lors, des 4-courants de transition dans (83,2) seules seront aussi 
nécessaires les composantes spatiales. 

Le courant de transition atomique J,,(qg) dans le cas donné est 
la composante de Fourier de l'expression non relativiste usuelle : 


Jo (9) = ge À 6-97 (FPE — PET) d'x, (83.5) 


Ÿ,, Ÿ, étant les fonctions d'ondes atomiques (pour simplifier l'écri- 
ture, nous omettons, ici et ci-dessous, le signe de sommation par 
rapport aux électrons de l’atome, c’est-à-dire que nous écrivons la 
formule comme s’il n’y avait qu’un seul électron dans l'atome). 
Intégrant le premier terme par parties, on peut recopier cette expres- 
sion sous forme d’élément de matrice : 


de (Q) = Z(ve-ia ei ve, (83,6) 


V—=— L F étant l'opérateur vitesse de l'électron. 


Pour ce qui est du courant de transition de la particule diffusée, 
l'impulsion par elle perdue étant relativement petite ([q|l<£<|p|), 
on peut le remplacer par l'élément diagonal 


J,,(0) = 2pz, (83,7) 


qui correspond au mouvement classique rectiligne [comp. FA 
nous avons également introduit ici le facteur z tenant compte du 
cas où la charge de la particule (ze) diffère de celle de l’électron. 


13 2460 
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Le fait que g soit petit signifie encore qu'il en est de même de 
l'angle de déviation ® de la particule. Alors, les composantes longi- 
tudinale et transversale (par rapport à p) de q valent: 

dp IL 
—g = TE Oo — s gg = |P| Ù, (83,8) 
si bien que gp = —eu, 

Il vient en substituant (83,4-8) dans (83,2) 


min {te |, _ (qve- igr ! e-igr qv) + (pve-iar e-iarpy)|0). 
fi y 


O0 
Dans le premier terme on note que 
avi -- fav -- 2i, 
cù fear (cf. ITF, p. 677); ceci étant, l'élément de matrice de 
cet opérateur coïncide avec l'élément de matrice 2i(}),, = 20,4/ 0. 


Quant au second terme, qg étant petit, il suffit de remplacer e-'4” 
par l'unité. Alors, 


__ Bu 
Mi — (E (e”‘ar), 10 PT y nul - 


Le carré du module de expression vaut : 


[MP E È ne le :|(e” 14r),o[° + 2(Q7 0) (Pr )E@,0 + (PF 0) 0308 (83,9) 


(dans le second terme on a pose ici e-'97æ 1 —igr ; ceci ne saurait 
se faire dans le premier terme comme on le verra plus bas, cf. nota 
p. 388). 

Les pertes d'energie d'une particule rapide dans des collisions 
inélastiques aves des atomes! sont déterminées par la quantité 


x Dodo, me 2 |ulMPFd, (83,10 


la sommation portant sur tous les états finaux possibles de l’atome, 
et l'intégration étant faite sur les directions de la particule diffusée ; 
nous appellerons cette quantité freinage efficace (on l’appelle encore 
section de perte d'énergie). 

L'intégration dans (83,10) peut se faire en deux étapes : conme 
médiation sur l’azimut de la direction de p” par rapport à p, puis 
en intégrant sur do’ = 2n0 d8, Ô étant le petit angle de diffusion. 
La première opération remplace gr, par 


Pi: 2 __ 2 Oyun 
gr Qi Xuo D À yo° 


1 Ces pertes sont souvent dites de ionisation, bien qu'elles soient liées non 
seulement à l'ionisation, mais aussi à l'excitation des atomes. 
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x) étant l'élément de matrice de l'une des coordonnées cartésiennes 
des électrons atomiques'. Pour ce qui est de |’ intégration sur d®, 
elle peut être remplacée par une intégration sur gq°, si l’on note que 


— f° 2 — fo + 4 À — fo + LE + pt 0° ; te -L p°0* (83,11) 
et que par suite 26 dû. dig*|/p° (M est la masse de la parti- 
cule rapide). Il vient en définitive, 


kan À {1 çe-ien eo | x, (ELA 


(a PO w,T1SE 
(83,12) 
Borne d'intégration inférieure sur q*: 
M° : 
| min = 7 Vho- (83,13) 
A titre de borne supérieure nous prendrons |g*|, tel que 
1 EU Em, (83,14) 


c'est-à-dire dans le domaine d’empiètement des domaines I et II 
définis par (83,1). 

L'intégration et la sommation dans (83,12) se font de la même 
façon que dans III, $ 146 pour le cas non relativiste. Nous divise- 
rons encore tout l'intervalle d'intégration en deux parties: a) de 


| min à | q* lo et b) de | g° Ê a |g* |, où | g* lu est tel que 
DT Val ma (83,15) 


(la quantité mx à droite est de l'ordre de grandeur des impulsions 
des électrons atomiques). Dans le domaine a) on peut développer 
e-'aæl—igr, et la contribution apportée par ce domaine à x 
prend la forme 


1q 15 
. 1 A . | : 
An (26°) = (| \ Oo | Xuo F [il p° Oo | Xuo F re) d\g|# 
d “min 


4x (26°): 7 q* | " 
ee D © | Xo Fil n! RAT —v| - 


ni TT 240 


(L'intégration dans le second terme peut être étendue à l'infini.) 


1 N'importe laquelle : après la sommation, sous-entendue plus bas, sur les 
directions du moment de l'atome dans l'état final, l'élément de matrice x, ne 
dépend plus de la direction de l'axe des x. 


13° 
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La sommation se fait au moyen de la formule 
À Gel Xno = 35 Ze (83.16) 


Z étant le nombre d'électrons dans l'atome [cf. 111 (146,10)]. Nous 
mettrons le résultat sous la forme 

Om (ze2)2Z [, |g*lopt 

ET à E (83,17) 
Î étant une certaine énergie atomique moyenne donnée par la for- 
mule 


ul 0] 
> Wyo | Xn0 [* In Cho 


ñ 2m V 2 
> &no | Xno [° Z 5 és | d | s | | 
n 


In { — 


Dans le domaine b), on a, en vertu de (83,11), |g°| Æ p°6:, 
c'est-à-dire que |g*| ne dépend pas du numéro n de l’état final de 
l'atome ; les bornes d'intégration ne dépendent pas non plus de n. 
Dès lors, la sommation sur n dans (83,12) peut être faite sous le 
signe d'intégration. Elle se fait dans le premier terme au moyen 
de la formule 


Là 
> | (e- ‘rh FO,0 — 9m g (85, I 9) 


[cf. 111 (146,5)], et l’intégrale de cette somme est! 


272 (2e°)- In 1 q* 1 
mv* [9° lo 


En ce qui concerne l'intégrale du second terme sur ce domaine 
dans (83,12), sa contribution à x est négligeable. 

Ajoutant cette dernière formule à (83,17), on trouve la contri- 
bution à zx de tout le domaine des petits transierts : 


ES [in ne —v| (83,20) 


mv* M:°17° 


Grands transferts d'impulsion 


Venons-en aux collisions où le transfert d’impulsion est grand 
en comparaison de l'impulsion des électrons atomiques (g° > ml). 
Dans ce domaine, on peut, de toute évidence, négliger le couplage 
des électrons dans l'atome, c’est-à-dire les supposer libres. Ceci 


1 La divergence logarithmique de l'intégrale à la borne supérieure est pré- 


cisément la raison pour laquelle on ne peut développer e7"%” en puissances de q 
dans le premier terme de (83,12). 
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étant, la collision d'une particule ‘rapide avec l'atome sera sa dif- 
fusion élastique par chacun des Z électrons atomiques. Alors, la 
vitesse de la particule étant grande, on peut supposer que les 
électrons atomiques étaient initialement au repos. 

Désignons par mA l'énergie transférée de la particule rapide à 
un électron atomique, et soit do, la section de diffusion élastique 
avec un tel transfert. Le freinage efficace différentiel par l'atome 
tout entier est alors 


du - ZmAdo. (83,21) 


L'énergie maximum qui peut être transmise à un électron au 
repos heurté par une particule de masse MS m est 


: 2mp° _ _2mp° 
Max © me ME ome © ME 2e: 


e et p étant l'énergie et l'impulsion de la particule incidente 
[cf. 11 (13,13). Nous supposerons ensuite que l'énergie &, qui peut 
être ultrarelativiste (e >> M), est en même temps telle que 


Aa 
- 


M ; 
EL—. (83,22) 
mn 
Alors, mème l'énergie maximum transférée 


MA un © e = 92mutyt (y eM l:'} 1—) (83.23) 


reste encore petite en comparaison de l'énergie cinétique initiale 
de la particule incidente (mA,,,,<£e— M). Ceci étant, le transiert 
d'impulsion g reste, lui aussi, toujours petit en comparaison de 
l'impulsion initiale p de la particule. Cette circonstance permet de 
considérer que le mouvement de la particule ne varie pas lors de 
la collision, que la particule incidente est infiniment lourde. Alors, 
la section de diffusion s'obtient simplement en passant, par trans- 
formation de la section de diffusion de l’électron par un centre fixe 
(81,7), dans le système du laboratoire où l’électron était initiale- 
ment au repos. C’est chose facile à faire, notant qu'à l'approxima- 
tion indiquée 
—g = q° ap: sin À, do": TL, 


la vitesse relative dans les deux référentiels étant la même, v. La 
formule (81,7) devient 


4 27 CS > 
do- 7? jé Aie 
ue À Amy, 1*l 


Le transfert d'énergie À est donné en fonction du même invariant 
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g* par la relation —q* -2m°A. Aussi a-t-on! 


2x (2e°)° > À° dA es 
don = (lv + (83,24) 


La contribution apportée au freinage efficace par le domaine 
envisagé des transferts d'impulsion s'obtient en intégrant (83,21) 
de la borne introduite plus haut |g*|, à |g*|... : 2n°A,... Elle vaut 

Qn (262) Z he Ame 
LS ) (83,25) 
Enfin ajoutant les contributions (83,20) et (83,25), on obtient 


en définitive le résultat suivant pour les pertes totales d’ionisation 
d'une particule rapide lourde : 


rente 1e (83,26) 


mu | ÿ v* | c° 


(en unités usuelles). Dans le cas non relativiste, cette formule se 
réduit à la formule antérieure III (147,10) : 


__ 472 (2e°) In 2mu° 


mu 1 ” (83,27) 
et dans le cas ultrarelativiste 
…. 412 (2e°) 2mc" 
(UM) / 


Le freinage ne dépend que de la vitesse (mais non de la masse) de 
la particule rapide. La décroissance du freinage quand la vitesse 
croît, d'apres (83,27), est remplacée dans le domaine ultrarelativiste 
par une croissance lente (logarithmique). 


Problèmes 


1. Déterminer le freinage efficace d’un électron relativiste. 

Solution. La contribution du domaine des petits transferts d'impulsion 
est donnée, comme auparavant, par (83,20). Pour le domaine des srands transferts, 
au lieu de (83,24), on devra utiliser la formule (82,14), qui tient compte des 
effets d'échange. Intégrant Ada, sur dS de |g*|,/2m* à (y—1);2 et ajoutant 
à (83,20), on obtient 


224 |, mt DD "2 
7 mo 


bhosss cr0SN) 
JE vont gg | (0 
v=(l—,c)" 12, 

1 Cette formule ne tient évidemment pas compte des effets spècifiques dus 
aux interactions fortes lorsque la particule lourde est un adron. Ces effets 
(facteur de forme adronique) ne deviennent importants que si [g*|< 1/M*, la 
condition (83,22) excluant de tels transferts d’impulsion. 
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Dans le cas non relativiste on obtient la formule du problème fin $ 146 tome III. 
et dans le cas ultrarelativiste (> 1) 


2xZes / 
— (In 
mc _ \ 


mc ] \ 
2 TE, 


2. Meme problème pour un positron. 
Solution. Pour da, dans le domaine des grands transierts on devra 


utiliser (82,23), la borne supérieure de l'intégration sur dA étant y — 1. La réponse 
dans le cas ultrarelativiste est: 


 — 21Zet / In 2m°ct 23 
7 mc | TE 12) ° 


$S 84. Equation de Breit 


On sait qu'en électrodynamique classique un système de parti- 
cules en interaction peut être décrit à l’aide d'une fonction de 
Lagrange ne dépendant que des coordonnées et des vitesses des par- 
ticules elles-mêmes, à l’approximation des termes en l;c* (IT, $ 65). 
Ceci en raison du fait que le rayonnement n'apparaît qu'en tant 
qu'effet d'ordre 1/cï. 

En théorie quantique, la transposition de cette situation est 
qu'on peut decrire le système par une équation de Schrôdinger te- 
nant compte des termes du second ordre. Pour l'électron en mou- 
vement dans un champ électromagnétique extérieur une telle équa- 
tion a été déduite au $ 33. Nous nous proposons maintenant de 
déduire une équation analogue décrivant un système de particules 
interagissantes. 

Nous partirons de l’expression relativiste de l’amplitude de dif- 
fusion de deux particules. A l'approximation non relativiste, elle 
se réduit à l'amplitude ordinaire de Born proportionnelle à la com- 
posante de Fourier du potentiel d'interaction électrostatique de 
deux charges. Calculant l’amplitude au second ordre, on peut 
établir la forme du potentiel correspondant tenant compte des ter- 
mes — l/c°. | 

Envisageons d'abord deux particules différentes de masses m, 
et m. (soient un électron et un muon). Alors la diffusion est re- 
présentée par le seul diagramme 


P; D 7 dé 


17 


Pe Ps 
Il lui correspond l'amplitude 
M, = e (us veu) D, (9) (sv), 
Q= Pi— Pi = Ps —P: (84.1) 
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(les charges des particules ont été supposées ici du mème signe; 
dans le cas contraire e* est remplacé par —e:). 

Les calculs ultérieurs se simplifient notablement si le propaga- 
teur de photon D,, est pris non pas en jauge usuelle, mais en jauge 
coulombienne (77,12-13) ! : 


D si _— , Do; Fe 0, D, — =. CES d (84,2) 
E 


Alors l’amplitude de diffusion 
M; € {{uivu,) (ui vu,) Dont (uiviu) (u:vtu,) Dh. (84,3) 


Abstraction étant faite de tous les termes en l'c, le second terme 
entre accolades s’évanouit, et le premier donne 
M,;=—2m,-2m, (ao 2000) (onu) U/(q), (84,4) 
où 
âne 
U(q)= + (84,5) 


w®, w®, ... désignant les amplitudes spinorielles (à deux compo- 
santes), introduites au $ 23, d'ondes planes non relativistes. La 
fonction U(g) est la composante de Fourier de l'énergie potentielle 
d'interaction coulombienne : U(r) _eï;r. 

A l'approximation suivante (en l/c), la fonction d'onde «de 
Schrôdinger» d’une particule libre @sen (normalisée à l'intégrale 


\ | sen |? d’x) satisfait à l'équation 
HPsch — (E— mc) Psen, 


(0) — P° p* 
H — 9m ame? PV: 


(84,6) 


où il est tenu compte du terme suivant du développement de 
l'expression relativiste de l'énergie cinétique. Nous désignerons 
l'amplitude (spinorielle) d’une telle onde plane par x (lorsque 
l/c—0, elle se réduit à æ°). C'est précisément au moyen de ces 
amplitudes que doit être exprimée l’amplitude de diffusion cherchée 
pour qu'on puisse déterminer d’après sa forme le potentiel d’inter- 
action «de Schrôdinger» des particules à l’approximation envi- 
sagée. 

D’après la formule (33,11), l'amplitude bispinorielle d’une par- 
ticule libre u s'exprime au moyen de l'amplitude «schrôdingérienne » 


1 Dans toutes les formules intermédiaires de ce paragraphe nous écrivons les 
facteurs c, et dans les formules définitives, À aussi. 
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“—avec la précision exigée ici—sous la forme 


sp : (84,7) 
On trouve à l’aide de cette formule 


uiy'u, u'u, - 2m, (1 — 2 - PE) uw, + 
Smic? 


he . . 
one 1 (op;)(0p,)w, - 2mwr + Li6(q" io(g'pi\,, 


2 : w, 
8m;c° dc? J 


_ | | | | 
YU, UYau, = —w)" {6 (0p,) + (Gp) 67 w, -- 
| ‘ e. 
= —w; fi(oxq)+2p, +q}ui 


(où q—p;—p, -p.—p.). Les expressions analogues pour (u:y’u,) 
et (4:yu.) diffèrent par le changement des indices 1 en 2 et respec- 
tivement de g en —g. 

Substituons ces expressions dans (84,3). Le produit (u'yu, ) (u:yu. ) 
contenant dejà le facteur 1/c*, dans D,, on peut négliger w*;c° au 


dénominateur. Au total on obtient l’amplitude de diffusion sous la 
forme 


M y; = —2m,-2m, (oo U (p,, p., q)ww.), (84,8) 
où 
l l, (gpP1)(qp:) _ P1P: 
U(P; ane {1,1 _! _,(@po(aps pps 
(is P: q)° \g: 8mic® Smic: ne mm:q* mint:q" L 
io, (4 Pr) 101(qXP2) _ io:(q pr) . io:(q ps) 
Jmic°q® 2m ym 20° 7 imic°q* 7 mimscig® 


de (o19)(G2qg) _ oo: | 
imMm.c°q* 4mimc*® | 


(84,9) 


(les indices 1 et 2 des matrices de Pauli spécifient l'appartenance 
des indices spinoriels soumis à l'action de ces matrices : ©, agit 
sur w,, et ü, sur &w.). 

La fonction U (p,, p., q) est l’opérateur d'interaction des par- 
ticules en représentation des impulsions. Il est lié à l'opérateur 
U(p,, p., r) en représentation des coordonnées par la formule 


\ e”° (Piri+Par:) U (p,, p.. r) e! (Pari + Pa 2) d'x,d'x. ” 
(2x)*8(p, !:-p,—p; —p:) U (p,, p.. q). (84,10) 


Si l'opérateur U est simplement une fonction U(r) (r -r,—r.), 
U(pP,, P., q) ne dépend pas de p,, p. et la formule (84,10) se 


394 INTERACTION D'ÉLECTRONS 


réduit à la définition ordinaire de la composante de Fourier 
( e-‘4rU(r)d'x -U (q). 


D'où il est clair que pour irouver U(p,, p., r) il faut calculer 
l'intégrale 


. 4: 
À e'srU (p;, P:, q) ET , 
puis remplacer p,. p. par les opérateurs p, =—iv,, p. -—iv., en 


les plaçant à droite de tous les autres facteurs. 
Les intégrales nécessaires se calculent en dérivant la formule 


r A dy 1 
je FES 7 (84,11) 
Ainsi, il vient en prenant le gradient 
"+14 d 
UE FRERES (84,19) 


Puis (a, b sont des vecteurs constants) 


''Ar(ag)(bq) gr 4 if, 9 1 
\ m CE (ax) \ eo 


après intégration par parties, l'intégrale obtenue se réduit à (84,12) 
et donne 


LR l dig. 
g (21ÿ” 


JR ever LL (a) 2 =; [a ab — ee) . (84,13) 
Enfin 
o 4 b d' 
\ eu a q) eigr . Ds (a) (br) Le 


Développant les dérivées, on aura en vue que cette expression con- 
tient Ô(r). Pour distinguer la fonction ô, nous noterons qu'après 
médiation sur les directions r: 


— (a) (b9) +: — + (ab) À À = (ab) 8 (r). 
Développant à présent les dérivées comme ras il vient 


dr(ag)(bq) or da. Ll | Lertait 
ER 100) er PE ab — 3 MOOD LEE ab 6(r) (84.14) 


[quand on prend la moyenne sur les directions r le premier terme 
s’annule et seul subsiste, comme il se doit, le terme contenant ô(r)]. 
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On obtient à l’aide de ces formules l’expression suivante défini- 
tive pour l'opérateur d'interaction des particules : 


U(p, Pa r)=— ee(L+t ô(r)— 


2 . 
m ; Ms 


, P(rP:)P: 
pp. + TER | 


e* 
6) e 
Om imCr | 


2f s} 
rs US PO (7 do, — 
Amie r" 4msc°r" 
eh : . | 
— Grimes (07 Pa) 0 — (7: p.) oi + 
Ch  [o,0. (o,r)(o.r) 87 
dire mm 0° er mhs rs à MO.Ô(r) À (84,15) 


L'hamiltonien total du système de deux particules à cette appro- 
ximation 
H How H® LU, (84,16) 


les H* étant les hamiltoniens des particules libres définis par 
(84,6). 


Deux électrons 


Si les deux particules sont identiques (deux électrons), il appa- 
raît dans l'amplitude de diffusion un second terme, représenté par 
un diagramme « d'échange » 


Mais il n'est pas besoin de calculer sa contribution à l’opérateur 
d’interaction. Le fait est que la description d’un système de parti- 
cules identiques par l'équation de Schrôdinger peut se faire au 
moyen d’un opérateur d'interaction pareil à celui utilisé pour des 
particules non identiques, moyennant une symétrisation appropriée 
des solutions de l'équation. Notamment, lorsqu'on considère la dif- 
fusion de particules une telle symétrisation tient automatiquement 
compte des contributions à l’amplitude qui correspondent aux deux 
diagrammes de Feynman. 

De cette façon, l’hamiltonien du système de deux électrons se 
déduit des formules (84,15-16) en posant simplement dans celles-ci ! 


1 Les équations d'ondes d'hamiltonien (84,17) ont été établies pour la pre- 
mière fois par G. Breit en 1929, leur déduction quantique conséquente apparte- 
nant à L. Landau (1932). 
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m, = M, 
: _. pre F PE) — ee” Je LE pr), 
ce | apte. py (6, + Pot pl 
++ NET D o06(r)l. (84.17) 


Notons que la présence de termes contenant ô(r) ne signifie 
nullement qu'il existe une interaction particulièrement forte. La 
grandeur integrale de tous les termes correctifs est la même, et 
d’après le sens du développement effectué, tous doivent être con- 
sidérés comme petits par rapport au premier terme —par rapport 
à l'interaction coulombienne. 

Les divers groupes de termes dans l'opérateur d'interaction 
(84,15) ont différents caractères. Les termes de la première ligne 
sont d’origine purement orbitale. Dans la seconde ligne figurent 
des termes linéaires par rapport aux opérateurs du spin des parti- 
cules ; ils correspondent à l'interaction spin-orbite. Enfin, les ter- 
mes de la troisième ligne quadratiques par rapport aux opérateurs 
de spin décrivent l'interaction spin-spin!. 


Electron et positron 


Le système constitué par un électron et un positron exige une 
étude particulière. L'amplitude de diffusion compren:i dans ce cas 
deux termes 


My = —e [u(p-)yu(p_)] D, (p-—p2)lu (—p,)v'u(—ps)] + 
+e[u(—p,)vu(p-)] D,,(p---p.)[u(p:)vu(—p;)] (84,18) 


(le premier correspond au diagramme diffusif, le second, au dia- 
gramme annihilatif). La fonction d'onde du système «électron -- po- 
sitron» ne pouvant être antisymeétrique, les deux termes apportent 
des contributions indépendantes à l'opérateur d'interaction. 

Le premier terme [dont la structure coïncide avec celle de 
l'amplitude (84,1)] conduit, naturellement, à un opérateur ne dif- 
férant de (84,17) que par le signe général. Nous allons transformer 
le second terme. 


1 Cette interaction a ete mentionnée dans 111, $ 72 en relation avec la 
structure fine des niveaux atomiques ; l'interaction spin-spin des électrons avec 
le noyau a été examinée dans J11, $ 120 en relation avec la structure hyperfine 
des niveaux. En particulier, la formule 111 (120,9) currespond au terme à fonc- 
tion à dans l'opérateur d'interaction spin-spin. 
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Nous nous servirons ici du, propagateur de photon en jauge 
ordinaire 
47 47 
D. - Ge Euv me Gus. 

ms, 5 

C= 
Dans le cas donné k -:p, + p-_, et les particules étant «quasi non 
relativistes», 


« + 
(Ces (r, - Fr) 
QU 


LE LS Amie S(p: + pp) =k. (84,19) 


c é” 
Ceci étant, il suffit d'écrire pour le propagateur de photon 
D, = Guv- 


Nous avons déjà ici le facteur l'. Aussi suffit-il de prendre 
les amplitudes u(p) à l’approximation nulle : 


= 100) 0 
u(p_) - } 2m L u(—p,) - } 2m «). 
(p-) Lo (—p:) at 
ww, & étant les spineurs tridimensionnels figurant dans (23,12) 
(nous omettrons l'indice (0) par la suite). Avec ces amplitudes 


__. u(—p+)v'u(p-)=u*(—p,)u(p-) -0, 
u(—p,)vu(p_) =u*(—p+)au(p_) 2m (ao). 


Après substitution de ces expressions, le terme «annihilatif» 
de l'amplitude de diffusion prend la forme 


Mi = —e: = (2m)° (w*ow_) (w!"ox"). (84,20) 


Toutelois, on ne saurait encore tirer directement de là des conclu- 
sions sur la forme de l'opérateur d'interaction. Primo, les spi- 
neurs æ d’après lesquels s'expriment les amplitudes u(—p;) ne 
sont encore pas au pied de la lettre positroniques. Les amplitudes 
positroniques se déduisent de u(—p,) par transformation de con- 
jugaison de charge ; en vertu de (26,6), les spineurs qui leur cor- 
respondent (notons-les w,) sont liés à ùw par la relation 
w'4 = Ou”, d'où 

uw = OÙ, = —W,0,, W = —0,0,. (84,21) 


Secundo, l’amplitude de diffusion doit être mise sous la forme 
où sont contractés les spineurs électroniques (w_ et w°) et positro- 
niques (w, et w,). Pour ce faire on utilise la formule 


(w*ox_) (&' où") - £ ("wo ) (w*w") + (w_'ow_)(w*ox’), (84,22) 


qui résulte elle-même de (28,17). 
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Enfin, exprimant & et x" d’après &, et &, conformément 
à (84,21), on trouve, ce qu'on vérifierait facilement, 


pra - .). (84,23) 


Substituant (84.23) dans (84,22) et puis dans (84,20), on ob- 
tient l'expression définitive de la partie annihilative de l’amplitude 
de diffusion 


(an) ® le ss" 
MIE ane (aa 26 -0.0- ]EET ) 


(les matrices o_- et o, agissent respectivement sur &'_- et x,). 
L'expression entre crochets represente l'opérateur d'interaction en 
représentation des impulsions. L’operateur de coordonnées corres- 
pondant 

nhe: 
2m°c° 


UGN (r)= = (3+0o,0_-)ô(r), r -r_—r, (84.24) 
(Pirenne, 1947: V. Bérestetski et L. Landau, 1949). L'opérateur 
total d'interaction de l’électron et du positron est 


—U -- Uun), 
U étant pris dans (84,17). 


$ 85. Positronium 


Les formules déduites au paragraphe précédent peuvent s'appli- 
quer au positronium, système hydrogénoïde constitué par un électron 
et un positron. 

Dans le référentiel du centre d'inertie les opérateurs impulsions 
de l’électron et du positron dans le positronium: p- :—p, =p, où 
p=—ihy est l’opérateur impulsion du mouvement relatif, corres- 
pondant au rayon vecteur relatif r—r_—#r,. L'hamiltonien total 
du positronium ! 

HE LV LV, LV. 


m 


Vi re Ace a+ du sù (r)— D = LP + et, 
V. —- Gui _ IS, (85,1) 
V, : Gui ISD60 — S: . 1 4rpi (+S —2 Ô (r). 


Ici un, —eh/2mc est le magnéton de Bohr, Âl=r X p est l'opérateur 


1 En unités ordinaires. 
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moment orbital ; S - (6, o_)2 est l’opérateur spin total du système 
| son carré S°- 0 + 10.)|. On a inclus dans V, tous les termes 


correctifs de caractère purement orbital: V. est l'interaction spin- 
orbite; V, contient les interactions spin-spin et «annihilative». 
L'hamiltonien « imperturbé » 


ne diffère, naturellement, de l'hamiltonien de l'atome d’hvdrogène 
que par le remplacement de la masse de l'électron par la masse 
réduite 1,2. Par suite, les niveaux d’energie du positronium sont 
deux fois plus petits (en valeur absolue) que ceux de l'atome 
d'hydrogène : 

me 


— | 4kn® 


(85,2 


(a est le nombre quantique principal). 

Les autres termes dans (85,1) conduisent à la séparation des 
niveaux (85,2) —à l'apparition d’une structure fine. Les niveaux 
apparus sont classés avant tout d’après les valeurs du moment total j. 
On voit de même que les opérateurs spins des particules ne figurent 
dans l’hamiltonien (85,1) que sous forme de somme S. Cela signifie 
que l’hamiltonien commute avec l'opérateur carré du spin total S:, 
c'est-à-dire que la grandeur du spin total est encore conservée à 
l’approximation envisagée (seconde en l'c). Dès lors, les niveaux 
d'energie du positronium peuvent être aussi classés d’après le spin total, 
qui prend les valeurs S: Oet S- I. Les niveaux de spin 0 sont dits 
niveaux parapositronium, et ceux de spin Î, niveaux orfhopositro- 
PLU. 

Il convient de souligner que la conservation du spin total dans 
le positronium est en réalité une loi exacte, non liée à quelque 
approximation suivant lc; elle résulte de la CP-invariance des 
interactions électromagnétiques. Le positronium étant un système 
réellement neutre, ses états sont caractérisés par des parités de charge 
et combinée déterminées. Cette dernière vaut (— 1)$+! (cf. prob. du 
$ 27), S ne pouvant prendre que deux valeurs, 0 et 1, la conser- 
vation de la parité combinée équivaut à la conservation du spin 
total. 

Lorsque S: 0, le moment total j coïncide avec le moment 
orbital. Si le spin S 1 et que j soit donné, le nombre / parcourt 
les valeurs j, j +1, en vertu de quoi chaque niveau (nu, j) de 
l’orthopositronium se sépare, en général, en trois niveaux. Etant 
donné qu'il correspond à { j et {_.j +1 des parités différentes, 
l’hamiltonien n'a pas d'éléments de matrice reliant ces états. Cepen- 
dant, l’opérateur de perturbation (le premier terme dans V.) a, en 
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général, des éléments non diagonaux qui relient les états avec 
[_j+1 et {=j—1; alors, le nombre / perd, bien entendu, son 
sens strict de moment orbital. 

L'effet Zeeman possède des propriétés spécifiques dans le posi- 
tronium (V. Bérestetski, 1. Pomérantchouk. 1949). 

Le moment magnétique orbital du positronium est toujours nul : 
étant donné que dans le positronium r,>:p, -r_:{p-, l'opérateur 


M =h(r+Xp+ —r- Xp-) = 0. 
Quant à l'opérateur moment magnétique de spin 
M —Mo(o+ — ©), (85,3) 


il n'est pas proportionnel à l'opérateur spin total S—1/,(0, + ©), 
et les opérateurs S° et u° ne commutent pas. Ceci étant, les états 
à valeurs déterminées de la grandeur du spin total S et de sa 
projection S. ne sont pas, en général, des états propres pour le 
moment magnétique. 

Les états avec S et S. donnés sont décrits par des fonctions de 
spin %ss, qui ont pour forme 


Yu= +, X1-1  P.P-, 


Lo — 7 (2+B- + ab). (85,4) 


kon 577 (eh — af), 


a, B étant les fonctions de spin d'une particule correspondant aux 
projections du spin+!/, et —1/, (les indices -- ou — spécifient 
l'appartenance de la fonction au positron ou à l’électron). Les deux 
premières d'entre elles (%;, et %:-,) sont dans le même temps fonctions 
propres de l’opérateur u., qui correspondent à la valeur propre u. O. 
En ce qui concerne les fonctions y,, et %,, elles ne sont pas des 
fonctions propres de u., mais leurs combinaisons le sont : 


= nt 0 
V? (Xr0 na X00) nn af, V2 (X10 Koo) a_f+. (85,5) 


Il est facile de voir que les seuls éléments non nuls de la matrice 
<S'S;|u.|SS.>, calculés d'après les fonctions (85,4), sont les éléments 


00|u.110> - <10[u.[00> 2. (85,6) 


Dans les champs magnétiques faibles (quand u,H <A, A-étant 
la différence entre énergies des niveaux avec S . 0 et S--1), les 
états avec des valeurs déterminées du spin total constituent une 
approximation initiale pour le calcul de la désintegration Zeeman. 
En première approximation cette désintégration est donnée par la 
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valeur moyenne de l'opérateur énergie de perturbation 
Vh = —h.H. 


Mais tous les éléments de matrice diagonaux de u. (et donc de V) 
calculés d’après les fonctions (85,4) sont nuls. Ainsi donc, dans les 
champs faibles, l’effet Zeeman linéaire dans le positronium est 
absent. 

Dans l’autre cas limite des champs intenses (u,HS> A) on peut 
négliger l'interaction des spins, qui aboutit à l’attribution de valeurs 
déterminées à S. Les composantes du niveau désintégré correspondront 
dans ce cas à des états avec des valeurs déterminées pu.- + 2u, 
[décrits par les fonctions (85,5)], et la valeur de leur déplacement 
sera + 2u,/. 


Problèmes 


1. Déterminer la structure fine des niveaux du parapositronium (V. Béres- 
tetski, 1949) 1. 

Solution. L'énergie de séparation du niveau cherché est donnée par les 
valcurs moyennes des termes correctifs dans l'hamiltonien (85,1), calculées 
d’après les fonctions d'ondes des états imperturbès avec différentes valeurs de 
j={l (égales à 0, 1, ..., n—1). Pour S—0 seuls V, ct le second terme dans 
V, apportent une contribution non nulle. 

Les fonctions d'ondes imperturbées (notées 4) vérifient l'équation de 
Schrôdinger * 


: l 
pp=—ap= (ete) Ÿ. Les: 
Par suite 
ri | 4 2 fs. 
pop (te) pee) ppat2 (y +) he 
=(E+ 2) pan p+ + 


Valeur moyenne : 


pe(e+s)+an Ÿ (0) re ((aer dr do. 
0 


La derniere intégrale cst égale à — (1400) [* do; étant donné que # (0) & 0 


seulement pour {—0, et que les fonctions d'ondes des états S sont à symétrie 
sphériques, l'intégrale vaut —4x{#(0)[° et se réduit avec le second terme. 
Introduisant l'opérateur moment orbital 1—r “Xp, nous écrirons : 


db, 2 dp Ep I 
Ré r Fan (Ets) 


1 Pour le calcul de la structure fine de l'orthopositronium, cf. V. Béres- 
tetski, J. Phys. Expér. Théor. (en russe) (par la suite: JPET) 19, 1139 
(1949); R. Ferrell, Phys. Rev. 84, 858 (1951); À. Sakalov, V. Tsyto.- 
vitch. JPET 24, 253 (1953). 

* Lors des calculs il est commode d'utiliser les unités atomiques, 
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D'où pour l’autre valeur moyenne requise cherchée 


ST …: : LL ,1 
VF more — (pe Saxe) 


— 4x | 1 (0)[*-—1(1+ 1) 775 


(lorsque { —0 Ie dernier terme est absent). 

En vertu des formules connues en théorie de l'atome d'hydrogène [cf. 111 
(36.14), (36,16)f, on a, en tenant compte du fait que la masse de l’électron m 
est remplacée par m/2, 

— ] — I 


SE = 1 -— _! 
|'p (0) | Er 0. r EEE On: , r ns (A+ TI) 


mr 2 
TETE ESS 


À l'aide des formules écrites on obtient pour les niveaux d'énergie cherchés 
du parapositronium : 


f 
PL AS I ET 


2. Déterminer la différence des énergies des Cctats fondamentaux (n— 1, 
{=0) de l'ortho- et du parapositronium. 

Solution. La dépendance de l'énergie par rapport au spin total S pour 
[—0 n'est contenue que dans la valeur moyenne du second terme dans V, (le 
premier terme, lui, s’annule lorsqu'on prend la moyenne sur les angles dans 
l'état S à symétrie sphérique). Le niveau fondamental de l'orthopositronium 
(S,) cest situé plus haut que le niveau fondamental du parapositronium (!S,), la 
différence étant 

À 
EGS)—E (5) = nt TE 2 8,2.10-4 eV. 


#7 49 he 


$S 86. Interaction des atomes aux grandes distances 


Deux atomes neutres situés à grande distance r l’un de l’autre 
(par rapport à leurs dimensions) subissent des forces d’attraction. 
Le calcul quantique ordinaire de ces forces (cf. III, $ 89) devient 
toutefois inapplicable aux trop grandes distances. Le fait est que 
seule est envisagée dans ce calcul l'interaction électrostatique, 
c'est-à-dire que les effets de retard ne sont pas pris en considération. 
Un tel traitement n'est légitime que tant que la distance r reste 
petite devant les longueurs d'ondes caractéristiques À, dans les 
spectres des atomes en interaction. Nous allons faire dans ce para- 
graphe un calcul exempt de cette restriction. 

Nous procéderons grosso modo comme au $ 84, c'est-à-dire que 
nous calculerons à la première approximation non évanescente 
l'amplitude de la diffusion élastique (sans changement d'état interne) 


1 La médiation sur les angles se fera avant l'intégration sur 7, ce qui 
résulte clairement du procédé de calcul de l'intégrale (84,14) conduisant au pre- 
mier terme dans V:. 
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de deux atomes différents. Nous comparerons l'expression déduite 
avec l'amplitude qu'on aurait si l'on décrivait l'interaction des 
atomes par l'énergie potentielle U (r). 

Dans ce dernier cas, le premier élément non nul de la matrice S, 
par lequel est décrit le processus donné serait l’élément de la pre- 
mière approximation 


S; Ms \ Ÿ° (r) Ÿe° (r) U (r) ÿi (r;) Ÿe (r) dx, dx, * 
x (exp {—i(es+e,—ei-e;)t} dt. (86,1) 


Ici W,, d. et #,, Wd. sont les parties indépendantes du femps des 
fonctions d'ondes (ondes planes) décrivant le mouvement de trans- 
lation des deux atomes avec des impulsions initiales et finales; e,, 
e, et #,,e, sont les énergies cinétiques de ce mouvement ; les coor- 
données r, et r. des atomes considérés comme un tout peuvent 
être assimilées à celles de leurs noyaux, et on posera pour la dis- 
tance entre atomes r {|r,—r.|. L'intégrale temporelle dans (86,1) 
donne, comme d'ordinaire, la fonction &, qui exprime la loi de 
conservation de l’énergie. Pour faciliter la comparaison ultérieure, 
il sera toutefois commode d'envisager formellement le cas limite 
où les masses des atomes sont infinies; leurs impulsions étant dori- 
nées, à cette limite correspondent des énergies e nulles. C'est dire 
autrement que les temps considérées sont petits devant les périodes 
l/e. Alors (86.1) prend la forme 


Sy —ü (1 PS U (r) ff. dix dix. (86,2) 


{ étant l'intervalle d'intégration par rapport au temps. 

Dans ces hypothèses, le calcul effectif de l'amplitude de diffusion 
élastique peut se décomposer en deux étapes. On prend d’abord 
la moyenne de l’opérateur S sur les fonctions d'ondes des états fixes 
(fondamentaux) des deux atomes (pour des coordonnées données 
r, et r, des noyaux), ainsi que dans le vide de photon —les photons 
sont inexistants au début et à la fin du processus. Au total on 
obtient une quantité qui est fonction de la distance entre les noyaux ; 
notons-la <S(r)>'. Pour trouver l'élément de matrice de la transi- 
tion, il faut ensuite calculer l'intégrale 


Ss = À pis" <S (> it. dxidx.. (86,3) 

Rapprochant de (86,2), on voit que si &S(r)> est obtenue sous la forme 
€S(r)> -—itU(r), 

la fonction U(r) est l'énergie d'interaction des atomes cherchée. 


1 Au lieu de la notation moins compacte de l'élément de matrice diagonal 
où sont spécifiés les états de l'atome et du champ photonique. 
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Comme nous avons affaire ici non pas à la collision de particules 
élémentaires, mais de systèmes complexes (d’atomes, qui peuvent 
être excités dans les états intermédiaires), les règles formelles usuelles 
de la technique des diagrammes ne s'appliquent pas directement ici, 
et nous commencerons par l'expression initiale de l'opérateur S sous 
forme de développement (73,10). 

Pour l'interaction des atomes sont essentielles les composantes 
des champs dont les fréquences sont de l'ordre des fréquences ato- 
miques (ou moindres). Les longueurs d'ondes correspondantes sont 
grandes en comparaison des dimensions atomiques. En conséquence, 
l'opérateur d'interaction électromagnétique peut être pris sous la forme 


V=—E(r;) d, —E (r.) d;, (86,4) 


d, et d. étant les opérateurs moments dipolaires des atomes (on a 
en vue les opérateurs dépendant du temps—les opérateurs d’Fleisen- 
berg), et E (r), l'opérateur champ électrique pris aux points où sont 
placés les atomes correspondants. 

On sait que les valeurs moyennes du moment dipolaire d'un 
atome dans ses états stationnaires sont nulles (cf. [11, $ 75). Il en 
résulte que l’amplitude de diffusion non nulle n'apparaît qu'à la 
quatrième approximation de la théorie des perturbations, c'est-à-dire 
comme élément de matrice de l'opérateur 


su \ dt, . \ dt, TIV(DVE)V()V(L)}. (86,5) 


En effet, aux ordres inférieurs chaque terme dans les produits 
des opérateurs V contiendra au moins l’un des opérateurs d, ou d, 
au premier degré, et s'’annulera par médiation sur l'état de l’atome 
correspondant. 

Prenons la moyenne de (86,5) dans le vide de photon. En vertu 
du théorème de Wick. la moyenne du produit des quatre opérateurs 
du champ E se réduit à la somme des produits de leurs movennes 
deux à deux (contractions). L’accouplement peut se faire de trois 
manières, pouvant être représentées par les diagrammes : 


1 2 Î 2 
: ———_—— < a ? 9 ? 
s / ! ! 
7 U 
PS [ (86 , 6) 

4 % [I { 

Oœmm——— © 9 d v b è 9 
J 4 N) 4 J 4 


les poinlillés représentant les contractions, et les chiffres correspon- 
dant aux arguments f/,, /,, {,, !,. En outre, à chaque point peuvent 
correspondre les coordonnées spatiales r, ou r.(r, à deux points, 
et r, à deux points; dans le cas contraire, dans un terme donné 
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de la somme l’un ou l’autre des opérateurs d, ou d., figure au pre- 
mier degré et s’annule par médiation sur l'état de l'atome). Il est 
évident qu’on doit avoir aux points reunis par les lignes des r,et r, 
différents. Dans le cas contraire, le diagramme (c'est-à-dire le terme 
qui lui correspond dans l'élément de matrice) se réduit au produit 
de fonctions indépendantes de r, et r., au lieu d’être fonction de la 
différence r,—r.; de tels termes sont sans rapport avec la diffu- 
sion !. En vertu de ces conditions, on peut répartir r, et r. suivant 
les quatre points du diagramme de quatre manières. Tenant compte 
de même de la commutativité de d, et d. et prenant la moyenne 
sur les états de chacun des atomes, on trouve que tous les 3-4 -- 12 
termes ainsi obtenus sont identiques (à la notation près des varia- 
bles d'intégration). Il vient au total 


SD + \ dt. (at, <T(E; (rs, 1) Eire 1) x 
ACTE; (F2 da) Eyn (as da))> ST (di; (5) die (3))> X 
x CT (dr (£2) dus (f2))>, (86,7) 


il, k, … étant des indices vectoriels tridimensionnels. 
Pour calculer les quantités 


Dir (1 —x) - <T (E;(x) Ex (x:))>, (86,8) 


nous utiliserons la jauge des potentiels où le potentiel scalaire 
D—0. Alors E :—OA;01, et on a 


9° 


0: : 
D# (x: — X,) 0 ot, Of. <T (A; (x) A,(x:))> == 1 Ot= D; (x), 


où x—x1,—x,, D,.(x) étant le propagateur de photon dans la jauge 
donnée “. Ceci étant, 


à ' é cree dk 
Dir (x) = — À \ wD ., (k)e- x D (86,9) 
D;,(k) étant le propagateur de photon en représentation des impul- 
sions, d’après (77,14) 


D'(e) = — = — C7 —") (86, 10) 


We — R= + iÙ 


1 Ils donnent des corrections ici sans intérèt aux énergies propres de chaque 
atome. 


* La dérivée premiere Das (t) présente un saut fini pour { —0. Ceci étant, 
ja dérivée seconde, c'est-à-dire la fonction DE, (1) contient aussi un terme en 
fonction Ô j— dt (x:—x,)]. Toutelois, ce terme étant nul pour tous les r,£ra, 
il est ici pour nous sans interèt. 
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Nous développerons les quantités 
dela) = ET (d; (1) dé (4:))> (86,11) 
en intégrale de Fourier 


z 
4 = du) 
Gr (£) — \ ea ;x (©) 37 * 


—+< 


Posant pour la commodité f, —0, f, =f, nous écrirons en vertu de 
la définition du T-produit 


ax(o) = Ÿ eivte,, (1) di = 
0 n ;. 
= à À eiut <d, (0) d; (> dt + à Vent «dl, (4) d, (0)> dt. (86.12) 
ee 0 


Les valeurs moyennes (sur l’état fondamental de l'atome) figurant 
ici s'expriment au moyen des éléments de matrice du moment 
dipolaire: 

<dy (0) d; (1)> == 2 (dy)on (di)uo 2", 


n 


<d; (£) dy (0)> tr. > (d;)on (dy)noe “nef. 


Substituant ces expressions dans (86,12) et intégrant, on obtient! 


ak (w) _ > Ses (dx)no ae (dx)on (di}no U | (86, 13) 


0) ,;0 —— è U),,0 + (1) j 


Si l’état fondamental de l'atome est l'état S, ce tenseur se ré- 
duit à un scalaire: &4;(w)—æ(w)ô,. Si l'atome a un moment, on 
obtient le même résultat après médiation sur ses directions, chose 
qui sera supposée (bien entendu, c'est la moyenne de l'interaction 
des atomes sur leurs orientations mutuelles qui nous intéresse). (86,13) 
montre également que 


a(—w) - (uw). 


La quantité &œ(w) (pour w > 0) n'est rien d'autre que la polarisa- 
bilité de l’atome [comp. (60,17)]. 


1 Pour la convergence des intégrales dans (86,12) dans la première d'entre 
elles © devra être interprété comme w—1i0, et dans la seconde, comme w+i0. 
Ceci explique le sens à donner à l'expression (86,13) au voisinage de ses pôles. 
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Substituanit les expressions déduites dans (86,7), on trouve 
| Ç d, d&. d‘k, dik, 
<S (r)> 7 | di, ... 5 on on xt a (92,) œ, (Q,) 
XD ;8 (ki) ED 8 (R.) < 
Xexp {i(k—R.)(r—r.)—ie (ti —1.) —io, (3 —1,)— 
— i$2, (its) — iQ, (1 —t3)}. 

L'intégration sur trois temps donne des fonctions à (en vertu des- 
quelles —Q, _ Q, _ 6, _ w, = w), et sur le quatrième, le facteur t: 
<S(r)> -—iHU(Ir,—r.|), 

où 
U (r) — \ de, d'k.do-w'a, (0) &, (w) D. (k,, ©) D, (k,, ©) x 
+ exp {ir (k, —k.)!, 
ou, en substituant ici (86,10), 
U (r) = \ d'k,d'k.do a, (w) 4. (w) X 
. Bot ot (ki + R5) + (k1k.) 
7 (w?— #?+ 10) (w° — ki +10) 


2 (2n)7 By 


eir (Ri-k:) (86,14) 


Telle est la formule qui donne l'énergie d'interaction de deux 
atomes à n'importe quelles distances, grandes devant les dimensions 
des atomes a. L'intégrale se simplifie et se calcule jusqu ‘au bout 
dans les cas limites où les distances sont «petites» (a<£r<2,) et 
«grandes» (7 >: A,). 

Pour une distance donnée r, dans l'intégrale est essentiel le do- 
maine des valeurs des vecteurs d’ondes |k|— l'r. Pour r ::}, on a 
|k|:= w, (les w, étant les fréquences atomiques), et dans l'expression 
sous le signe d'intégration dans (86,14) on peut partout [sauf dans 
les fonctions æ&(w)] négliger les termes en w* par rapport à k*. 
Aprés quoi, on réduit sans peine Ü (r) à la formule usuelle de London 
(III, $ 89). 

Envisageons le cas inverse où r > 4,. Tout d'abord, dans (86,14) 
intégrons sur dw. Nous refermerons le chemin d'intégration dans le 
demi-plan supérieur des w complexes et nous calculerons l'intégrale 
d'après les résidus de l'expression sous le signe d'intégration aux 
pôles dans ce demi-plan. Il suffira alors de prendre en considération 
seulement les zeros du dénominateur, situés aux 


we |k|< <<: 


quant aux pôles des fonctions æ(w), situés aux © = ©,, ils sont ici 
inessentiels. Calculant de la sorte l'intégrale sur dw et remplaçant 
ensuite l'intégration sur À, et k, par une intégration sur g = k, —k, 
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et Rk—=k,, on ramène Ü(r) à la forme Ps de Fourier 


U (r) = \ U (g)etar ÊT (86,15) 


= UN ! 


d (0) ( R(RR,) —Rkk, one -2k°LSRR, 


(ici et ci-dessous k, —k+q, k, —]k.|, ie Dans les fonctions 
æ, (w), &. (&) prises aux points w — k nous avons remplacé les petites 
valeurs (6<£ w,) de l'argument par zéro, c'est-à-dire que nous avons 
remplacé ces fonctions par les polarisabilités statiques des atomes. 

L'intégrale (86,16) diverge quand k—-, étant donné que 
l'approximation dipolaire utilisée ne s'applique pas pour RZ l'a. 
Mais cette divergence est inessentielle. Le fait est que pour le calcul 
du comportement asymptotique de U (r), quand 7 — co, seuls im- 
portent dans Ü (q) les termes qui ont une singularité pour qg -0: 
ce sont précisément ces termes singuliers qui contribuent à U(r) 
(par une puissance de 1,r). Quant au terme singulier dans U (q), 
nous verrons plus loin qu'il est déterminé par la partie convergente 
de l'intégrale (86,16). 

Nous remplacerons l'élément d'intégration d'k dans (86,16) per 
2xk° dkdcosO (0 étant l’angle entre À et q), et la différentielle 
dcosÙ par 


d cos 0 2h : 
gk 


où 
k = V Reg E kgs 0, kk, = (pet Re 00). 
De la sorte, on fait dans (86,16) la substitution 
LE Gpdk,, 
1 g 


l'intégration sur dk, étant faite entre |k—q|] et k-:q. D'après la 
forme de l'expression sous le signe d'intégration, on conclut que 
la singularité ne peut provenir que de l'intégration du dénominateur. 
N'envisageant que le terme singulier, aussi pourra-t-on simplifier 
d'emblée l'intégrale en développant le numérateur en puissances de 
k--k, et en nous limitant au terme d'ordre nul (autrement dit, on 


pose simplement au numérateur k,— — k). Après quoi on obtient 
4 (0) (0) . . 
(= ET (BA —4kg® + qt)In TE dk. (86,17) 


Le terme singulier (quand q—0) dans l'intégrale est de la forme 
g‘ing. En le distinguant, on obtient pour la composante de Fourier 
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de l'énergie d’interaction! ’ 
U (q) a OO qu In q. (86,18) 


La transformation inverse de Fourier se fait au moyen de la 
formule * 


| d' 30 

À eisrqe In q Das = —+- (86,19) 
De la sorte, il vient finalement 

U (D RES, (86,20) 


ce qui détermine l’énergie d'interaction des deux atomes aux gran- 
des distances (r > 2,) *. 


1 Bien que fastidieux, le calcul de l'intégrale (86,17) est élémentaire ; écrivant 
à la borne supérieure un nombre W grand au lieu de œ et séparant les termes 
contenant Ing, on obtient le résultat (86,18). Mais on obtient beaucoup plus 
simplement ce résultat en remarquant que, étant donné que la partie qui nous 
intéresse de l'intégrale a, lorsque g —+0, une singularité logarithmique, cette 
partie est déterminée par le ile d'intégration des kg. Développant le 
losarithme en puissances de q/2k : 


Rene [se4 (5) +4 (8) 


on sépare les intégrales divergentes de la forme { dk;k, qui devront ètre coupées 


inférieurement aux k—g (quant à la borne supérieure, elle est inessentielle). 


* En intégrant directement en coordonnées sphériques dans l'espace des q 
on obtiendrait 
ñv 
F (v+2) sin — 
im (éeigr-a8 jy da ee, 
0-+0 (2x)° Qn?rv+3 


Dérivant cette formule par rapport au paramètre v et posant ensuite v —4, 
on obtient le résultat (86,19). 

3 Cette formule a été établie la première fois par H. B. Casimir et D. Pol- 
der (1948). Dans cet expusé nous avons suivi /. Dzialochinski. 


CHAPITRE X 
INTERACTION DES ÉLECTRONS AVEC DES PHOTONS 


$S 87. Diffusion d'un photon par un électron 


La conservation de la 4-impulsion lors de la diffusion d’un 
photon par un électron libre (effet Compton) s'exprime par l'éga- 


lité 
p4k--p'+k, (87,1) 
p et k étant les 4-impulsions de l’électron et du photon avant 
la collision, p’ et k’ leurs 4-impulsions après. Les invariants ciné- 
matiques introduits au $ 67: 
S (p+k} (p'--k'} -m°+2pk --m°+2p'k, 
t= (p—p'F —(k'—Rk} —2(m°— pp") = —2kk", (87,2) 
uw -(D—R'} -(p'—R} - m°—2pk"—m—2p'k, 
s+{t+u— 2m. 
Le processus envisagé est représenté par deux diagrammes de 
Feynman (75,14), et son amplitude 


My. —4neeie, (u'Qu'u), (87,3) 
où 
Y l si C ee y _ 
QU v(p tk Em) + v(p—Rk + m)ys. (87,4) 


—1m" 


Ici e, e’ sont les 4-vecteurs polarisations des photons initial et 
final, u, u’ sont les amplitudes bispinorielles des électrons initial 
et final. 

En vertu des règles, exposées au $ 66, pour des états polarisés 
arbitraires de particules, on remplace le carré | M,;f* par 


IM,;:F— 16ne Tr Lot) ph Qu'on D Qi). (87,5) 


Ici p@, pt) sont les matrices densités des électrons initial et fi- 
nal: pM, po" sont la même chose pour les photons; les indices 
photoniques (tensoriels) sont explicités, les indices électroniques 
(bispinoriels) sont sous-entendus; le signe Tr concerne précisément 
ces derniers indices. À ceux-ci se rapporte aussi le signe * dans 


la définition Qu, = y Q,y". 
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Considérons la diffusion d’un photon impolarisé par un électron 
impolarisé, sans nous intéresser à leurs polarisations après la dif- 
fusion. On prend la movenne sur les polarisations de toutes les 
particules à l’aide des matrices densités : 


( (y)’ I & js et’ Ir k 
pin = Pin + Lis PO (pm), PO  (p'+ mm): 


on passe à la sommation sur les polarisations des particules finales 
en multipliant encore par 2:2--4. 
D'après la formule (65,23) [où l'on devra poser à présent 


FE (s—me), cf. (65,15a)] il vient pour la section 


7e dt 


do re Tr {(p° + m) Qi (p + m) Qu}. 


À l’aide des formules (66,2a) on trouve que Qu = Qu. Séparant 
les termes se transformant l'un dans l’autre par la substitution 
kR>—k" (et qi ME su), on met la section sous la forme 


do dt [f(s, d)+g(s, u)+f(u, s)1g(u, s)] 
avec Îla 
Î(s, u) — 


re Tr (+ m) a (Rem) y (D + m) ve (p +R mul, 
l 
EU) - Tan 
XTr{(p"+m) y (p+k+ um) y (pm) y, (p—k" + m)7,} 


(nous avons a priori en \ue dans ces notations que le résultat ne 
dépendra que de quantités invariantes). 

On somme sur pm et v à l'aide des formules (22,6); rejetant 
ensuite les termes avec un nombre impair de facteurs y, on obtient 


F(s, 0) TH * X 
x Tr{p’(p+-k) p (p+k)+ 4m°(p+ R)(—p')+ mpp' -+ 4m}. 


Calculant la trace à l’aide des formules (22,13) et exprimant tou- 
tes les quantités au moyen des invariants s, uw, on trouve après 
des uiaenr simples 


f{s, u) — . {dr —(s— 1m) (u— me) - 27 (s—m°)}. 
On calcule de la même façon g: 


5 {4m + (s—m°) = (u —m°)}. 


2m° 


gs u)  (s—mE)(u—m 
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Il vient finalement pour la section 


d Lu se u— m°, 
" e a) ER e (87.6) 


avec r.—e*;m. Cette formule exprime la section au moyen des in- 
variants. À l'aide de cette formule on exprime aisément la section 
au moyen des paramètres de collision dans tout référentiel concret. 
Faisons-le pour le référentiel du laboratoire, où l’électron était 
au repos avant la collision : p -(m, 0). Ici 
s—m=2mo, u—m?—=— 2m". (87,7) 
Ecrivant l'équation de conservation de la 4-impulsion sous la forme 
p+k—Rk" - p' et l’élevant au carré, il vient 
pk—pk'—kk" —0, 
d'où (dans le référentiel du laboratoire) 
m(o—w")—wow"(1—cos ÿ) — 0, 
Ÿ etant l'angle de diffusion du photon. Ceite égalité détermine 
le lien entre la variation d'énergie du photon et l'angle de dif- 
fusion : 
Re nr (87,8) 


(D LU mm 
Invariant f : 
{= — 2kRkR" -: — 2ww" (1 —cos Ÿ). 


Pour une énergie donnée w, on trouve [à l’aide de (87,8)] 
dt = 2w"#dcos ® -Lw’#do' (do -: 27 sin Ÿ dd). 


La substitution des expressions écriles dans (87,6) conduit à la 
formule suivante pour la section de diffusion dans le référentiel 
du laboratoire : 
4 wo \=/ © , w’ 

do — — ; +) For LL 0, do’ (87,9) 

(O0. Klein. Y. Nishina, 1929: /. Tamm, 1930). 
L’angle Ÿ etant en relation univoque (87,8) avec w’, la section 
peut être exprimée en fonction de l'énergie du photon diffusé w : 

.m do , oo, f \® "I 

do = nr | + + ul — 2m sil: (87,10) 


wW° w” w 


w” variant entre les limites 


Lu’ Low. (87,11) 
+2 
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Quand w<£m, on peut poser dans (87,9) w’ = w, et on obtient, 
comme il se doit, la formule non relativiste classique de Thomson 


do == + r(1 + cos? 8) do’ (87,12) 
[cf. IT (78,7)]. 

Pour calculer la section totale, revenons à (87.6). Les inva- 
riants s, {, w figurant dans cette formule parcourent des valeurs 
satisfaisant aux inégalites 

s>m*, t<L0, us<L mi. (87,13) 


Elles ont déjà été déduites au $ 68 (le domaine phvsique qui leur 
correspond est [ sur la fig. 9). On peut aussi s’en convaincre sans 
peine directement, en écrivant les expressions des invariants dans 
le référentiel du centre d'inertie. Ici p+k—0, et les énergies e 
de l’électron et w du photon sont liées par la relation € = j/ w° +2. 
Invariants : 
s:-(E + w) = m° +20 (w +-e), 
u == m° — 20 (e + w cos 6), (87,14) 
£ — — 2w° (1 —cos OA), 

6 étant l'angle de diffusion (l'angle entre p et p” ou entre k et k'). 
Les trois inégalités (87,13) se déduisent des conditions: w >0, 
— | LcosO0< I. 

Pour s donné (c'est-à-dire quand l'énergie des particules est 
donnée) l'intégration sur { peut être remplacée par l'intégration sur 
u=2m—s—t{ dans l'intervalle 


m ° 
a Lu L'2Mm° —s. 


Introduisant au lieu de s, u les quantités 


s— m° CMS —u 


| (87,15) 
il vient 


ar À O[/L IV? 1 1 1/x vw 
ee LI 
x/(x+ D) 
et apres une pires elémentaire 
1 f Lt l \ Æ 
6 _ 2rr° (1 — à) In (14 + PATIENTS (87,16) 


Les premiers termes du PONS pour x<£]1 (cas non relati- 
viste) donnent 


= EE (10. (87,17) 
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Le premier terme est la section classique de Thomson. Dans le cas 
inverse, ultrarelativiste, x > 1, et le développement de la formule 
(87,16) donne 


O 2 nrè + In “y . (87,18) 


Dans le référentiel du laboratoire 
ue, (87,19) 


m 


si bien que les formules (87,16-18) donnent directement la section 
de diffusion par un électron fixe en fonction de l'énergie du pho- 
ton. La fig. 15 représente 
o en fonction de w/m. 
Notons que dans le cas 


OR ultrarelativiste la section 
TC décroît lorsque l'énergie 


croît dans le référentiel du 
laboratoire (6 © &7! In «w) 
ainsi que dans le référentiel 
du centre d'inertie (x = 
& 4 /Mm, 6 © w7* Inw). 
Pour ce qui est de la distri- 
bution angulaire, dans le cas 
ultrarelativiste son carac- 
tère est tout à fait différent 
dans ces deux référentiels. 
Dans le référentiel du 
laboratoire, la section dif- 
0 férentielle présente un ma- 
GO! 002 0,05 01 02 05 1 2 51020 50100 ximum aigu dirigé vers 
a/m l'avant. Dans un cône étroit 
Fig. 15 Ü<F'm'w on a w’'=uw, 
et la section dodo’ = ri (la 
valeur r* étant atteinte lorsque Ü --0). En dehors de ce cône la 
section décroit, et dans le domaine d* >: "71. [où w” & m,(1 —cos d)] 
on a: 


06 


04 


02 


do rÈ mi 
do" 2 w(1—cos Ÿ) ? 


c'est-à-dire que la section est réduite de =w;mt fois. 
Dans le référentiel du centre d'inertie la section différentielle 
a un maximum dirigé vers l'arrière. Lorsque n—4<1, il vient 
de (87,14) 
Se de mu TE 


LT (a — Op. 
m° Im° m° 
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Le terme le plus grand dans la section (87.6) 
m“dt 
do = 8xr: TG = mn) (0) ” 
d'où 
re do" 
D 1-1 0j 


et 


do — 


La section do/do’ = r! dans le cône étroit rn—0<m/o, et elle est 
réduite de =uw*'m° fois en dehors de ce cône. 


$S 88. Diffusion d’un photon par un électron. Effets polarisatoires 


Revenons aux formules initiales du paragraphe précédent et 
montrons comment on fait les calculs compte tenu de la polarisation 
des photons et des électrons initiaux et finaux. 

La matrice densité du photon s'exprime, en vertu de (8,17), à 
l'aide des deux 4-vecteurs unités e!!}, el vérifiant les conditions 
(8,16). Dans le cas donné, ces deux vecteurs peuvent être choisis 
de façon unique pour les deux photons. Ce sont les 4-vecteurs 
introduits au $ 71! 


en ON (2) — P 88 
One Cyr: SL 
où 
x à PK + LA 
Pr (+ pK 
N° - : …  P 19. K: 
K? ki R' q L pX b* = pp. (88,2) 


Les expressions de Q!" dans (87,5) sont données par la formule 
(87,4). On peut les considérer comme les composantes d’un 4-ten- 
seur (en ce sens qu'elles constituent un 4-tenseur quand on forme 


les quantités #’QHYu). On peut épuiser toutes les composantes du 
4-tenseur en le projetant sur quatre quadrivecteurs orthogonaux, 
par exemple sur les 4-vecteurs P, N, q, K définis ci-dessus. Les 


1 Un procédé alternatif de calcul consiste à considérer dés le début un 
référentiel déterminé (disons celui du laboratoire) et à prendre pour etl), et?) 
des vecteurs unités purement spatiaux [e—(0, e)}, transversaux par rapport aux 
impulsions des photons : 

l 


PS ? 
pour le photon Rk et 
RXR" I 
ent , CR Xe 
[RXRk | () 


pour le photon k’. Toutcfnis, tous les calculs se feront alors sois fcrme tridi- 
mensionnelle, et le résultat n'aura pas une forme invariante. 
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tenseurs pl", p{ ne contenant que les composantes suivant P et NW, 


nous n'aurons besoin en fait que des composantes de Q,, suivant 
ces quadrivecteurs. Autrement dit, il suffira de chercher dans Q+ 
seulement les termes de la ps 


Que = Q (eh? + ei )) + Q, (Le - ape) — 
— iQ. (eh? e5” — 2 D) à Q (€ D 2) (88,3) 


les autres termes disparaîtraient de toute façon lors de la substi- 
tution dans (87,5). Q, et Q., sont des scalaires, dans le même sens 
que Q,, est un 4-tenseur; ceci étant, ils ne contiennent les matri- 


LS 


ces y qu’en combinaisons «invariantes»: , etc. Encore en ce 
même sens, Q, et Q. sont des pseudoscalaires (W est un pseudo- 
vecteur !), de sorte qu'ils doivent contenir la matrice y‘. 

En projetant Den Quv, on trouve 


Q, = + Qu (el) en Le) 2), 


etc. Pour le calcul, il est commode d'exprimer d’abord Q, au 
moyen des 4-vecteurs orthogonaux P, N, q, K: 

— P+m LP+m 

Dpt HN Se (eur moure Du Lane” = (y R v—v y»). 

Le calcul ultérieur se ramène à des RES purement 


algébriques à l’aide des formules du $ 22. En outre, on peut faire 
dans Q:* des substitutions n’affectant pas le résultat dans la forma- 


tion ultérieure du produit u’Qrvu. Par exemple, étant donné que 
u'(p+ p')u = 2mu'u, 
u'yiqu = u’(yp+p'y)u = 2mu'yu, 


on peut remplacer dans Qr* les termes : 


p+p'— 2m, y'q — 2my. (88,4) 
Omettant le détail des calculs, nous donnerons le resultat ! : 
Q,=— ma}, Q=Zavk. 
_ (88,5) 


Q,.——ma,Y", Q, = ma, ++ a_K,, 


1 L'expression (88,3) avec les valeurs (88,5) correspond à la forme (71,11-13) 
établie au $ 71 à partir de considérations générales. Outre les égalités f, —f,==0 
résultant de la T-invariance, on trouve qu'une amplitude invariante encore 
(f:) est nulle ici. C'est là une proprièté de l'approximation ici envisagée de la 
théorie des perturbations, et elle disparaîtrait aux approximations supérieures. 
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où 
s— m? u — m? " 


a+ = 


Pour les calculs ultérieurs, il est commode d'appliquer à Q,, 
même procédé formel qui a été décrit au $ 8 pour la moe 
densité du photon: nous réunirons les quatre composantes du 
tenseur (88,3) suivant les directions e‘, el?’ en une matrice à deux 
rangées Q, que nous développerons ensuite en matrices de Pauli. 
De façon analogue à la formule (8,18), on obtient 


Q a Q:- 1 + Qo, Q —. (Q,, Q., Q,). (88,6) 


En ce qui concerne le tenseur figurant dans (87,5) Q »,=Ÿ avV°, 
on s'assure facilement à partir de (88,3) et (88,5) {à l’aide des 
règles (66,2a)], que ses composantes se déduisent de celles de Q,, 


en remplaçant Q,, Q,, ... par Q,, Q,, ..., où 
Q, = Q,, Q,=—0Q,, Q,=—0Q,, Q,=Q;, (88,7) 


et en permutant simultanément les indices uv'. Sous forme matri- 
cielle cela signifie que 
Q=Q,.-1+0Q 5. (88,8) 
Précisons maintenant le sens des 4-vecteurs e?, el”? dans leur 
rapport à la polarisation des photons. Pour chacun des photons, 
les directions de polarisation indépendantes seront déterminées par 
les composantes transverses (par rapport à l’impulsion du photon k) 
des 3-vecteurs e", e22, Il est facile de voir que, dans le référentiel 
du centre d'inertie comme dans le référentiel du laboratoire 
(référentiel de repos de l’électron initial), le vecteur P est situé 
dans le plan k, k’, et le vecteur N est perpendiculaire à ce plan. 
Aussi la direction ef!” s’interprète comme la polarisation perpendi- 
culairement au plan de diffusion, et la direction e‘*, comme la 
polarisation dans le plan de diffusion. Îl faut de même considérer 
que les paramètres de Stokes E,, &,, E, sont déterminés par rapport 
aux axes xyz formant un système dextrorsum (l’axe des z étant 
dirigé suivant k). Il est facile de voir que pour le photon initial 
un tel système est constitué par les vecteurs N, P.,, k, et pour le 
photon final, par N, —P, k’, (P1, P, sont les composantes de P 
respectivement perpendiculaires à k et k’). Le changement du signe 
de e‘® dans la matrice densité du photon (8,17) équivaut au 


1 Pour la matrice Q,, sous la forme initiale (87,4) on aurait simplement 
Qu —Q,,. Toutefois, cette propriété se per par suite de transformations 
contenant des substitutions du type (88,4), etc. 

? Pour ce qui est des composantes longitudinales de e (ainsi que des com- 
posantes temporelles des 4-vecteurs e), on peut alors simplement les ignorer : 
l’invariance de jauge les rend inessentielles. 


14 2460 
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changement du signe de E, et &,. En conséquence, les matrices 
densités des photons initial et final rapportées aux 4-vecteurs eft!, 
et seront - 


po =—(1+E0), É(E, & Es): 
pi = (1480), S'=(—E, —E, El). 
A présent, la trace tensorielle 
pig Quoi Q” 
se calcule en tant que trace du produit matriciel des matrices 
(88,6-9) à l’aide de (33,5). 
Il vient finalement 
| M}: [* = 8ne Tr {(pte"Q.pteQ, + p'aQptQ) + 
+ (+8) (per Qpte Q + pie QpiQ.) — 
—i(s—8)[(p"Q-peQ]+ 
+ (EE) (pt Que Q, — pie QptQ) + 
+ pt (8Q) pt (6Q) + pt" (EQ) pt (E'Q)— 
—i(8x 8) (pe Q pi Q—pt QpioQ.)}. (88,10) 


Diffusion par des électrons impolarisés 


(88,9) 


Calculons jusqu’au bout la section de diffusion de photons po- 
larisés par un électron impolarise, cette section étant sommée sur 
les polarisations de l'électron final. [l faut pour cela poser dans 
(88,10) 


1: ; bus, 
po=s(p+m), p = (p +m) 


et doubler le résultat, qui doit être substitué à | M,,f* dans la for- 
mule de la section (65,22) 
l dt dy 
do = 35 msg | Ml 
(@ est l’azimut dans le référentiel du centre d'inertie ou dans le 
référentiel du laboratoire). Plusieurs termes dans (88,10) s’annulent 
identiquement (ceux dans la troisième et dans la sixième ligne, et 
partiellement dans la deuxième et la cinquième ligne). Le calcul 
des autres termes conduit à ce résultat définitif [en notations (87,15)] : 
LL E dydœ ; 1 1\2 | 1 
do=-do+2r Po (Es +8) (+) (+) Ed 
[A 1,1  1f/x y 2 2 
+ bi (+3) +Eb z (+4) (1 + +) Æ 


ma(E- 4e] 7 en 


ÿ ÿ 
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do est ta section de diffusion des photons impolarisés donnée par 
la formule (87,9); le facteur 1/2 est dû à l'absence de sommation 
sur les polarisations du photon final dans (88,11). 
Dans le référentiel du laboratoire la formule (88,11) devient 
r3 /w’ \3 
do = + (S) d0" {Fo + F3 Es + Es) + Fubis + Foobabs + Fasbsbsh, 
do” = sin Ô dô de, (88,12) 
où 
F,=+—sin 6, F,=—sin6, 


F=2cos0, F=(%+%)cost, F=1+cos® (88,13) 


(U. Fano, 1949). Notons que, bien que l'expression (88,12) ne contien- 
ne pas de dépendance explicite par rapport à l’azimut du plan de 
diffusion @, on a quand même une dépendance implicite, les para- 
mètres &,, E., E, étant définis par rapport aux axes xyz, liés au plan 
de diffusion. Rappelons que l'axe des x est le même pour les deux 
photons et qu'il est perpendiculaire au plan de diffusion 


xI|RXE", 
et les axes des y sont situés dans le plan ce diffusion: 
ylex(kxe), g'|k X(BX RE"). 


Prenant la somme des sections différant par le signe de &” 
(c'est-à-dire posant £”—0 et doublant le résultat), on obtient la 
section totale (sommée sur les polarisations du photon final) de 
diffusion du photon polarisé par l'électron impolarise. En la notant 
do(£), on obtient 


do(E)=+ CE) Fa", (88,14) 
où 
F=F+EFs= + —(1 —E,) sint 6. (88,15) 


On voit que la section de diffusion de photons polarisés perpendi- 
culairement au plan de diffusion (6, = 1) est plus grande que pour 
des photons polarisés dans le plan de diffusion (ë, —=—1). Pour ce 
qui est de la polarisation circulaire, la section n'en dépend .pas. 
Elle ne dépend pas non plus du paramètre E,. C'est pourquoi la 
section de diffusion coïncide avec la section pour des photons im- 
polarisés en l'absence de polarisation linéaire relativement à l'axe 
des x ou des y (£, =0), ou même en présence de polarisation par 
rapport à des directions formant 45° avec ces axes. | 

Les propriétés sont analogues pour la section de diffusion de 
photons impolarisés avec détection d’un photon polarisé. Cette sec- 
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Ne par do(ë')] se déduit de (88,12) si l'on y pose 


do(&")=+ 2 (&) F'do’, F'=F,+EF,. (88,16) 


On peut aussi déduire de la formule (88,12) la polarisation d’un 
photon secondaire en tant que tel; nous désignerons les paramètres 
de cette polarisation par &(), à la différence de la polarisation dé- 
tectée £’. En vertu des règles exposées au $ 66, les quantités Ef” 
sont égales aux quotients des coefficients de E; par le terme ne 
contenant pas E’: 


gps, gpfxe, gpfotluk, (88,17) 
Notamment, lors de la diffusion d’un photon impolarisé 
EP EP 0, Eh — ___ sin ÿ (88,18) 


&/&’+w’/w—sin? Ÿ ‘ 
Alors EŸ © 0, c’est-à-dire que le photon secondaire est polarisé 
perpendiculairement au plan de diffusion. Quant à la polarisation 
circulaire du photon secondaire, elle n'apparaît que si le photon 
primaire est circulairement polarisé: E{-£0 seulement si E, 0. 

Considérons le cas où le photon incident est à polarisation li- 
néaire totale (ë, —0, E?+E2— 1), et trouvons la section de diffusion 
où est aussi détectée une polarisation linéaire du photon secondaire. 
Exprimant les paramètres E; et E; d’après les composantes des vec- 
teurs polarisations des photons e et e’, on obtient l’expression sui- 
vante pour la section de diffusion: 

2 , ’ 
do= (Te) (a te—2+4c0s0) do’, (88,19) 
6 étant l’angle entre les directions des polarisations des photons 
incident et dififuse!. 

En vertu de cette formule, la section se comporte de façon 
essentiellement différente quand les polarisations e et e’ sont per- 
pendiculaires et quand elles sont contenues dans un même plan. 
Distinguant ces deux cas par les indices | et |, on a à la limite 
non relativiste (0<£m, w’ = &) 


do, =0, do, = r?cos’ 6do’ (88,20) 


1 La formule (88,19) elle-même aurait été obtenue plus simplement en po- 
sant dès le début dans l'amplitude de diffusion (87,3) e=—(0, e), e’ =(0, e’) et 
en faisant le calcul ultérieur de carré de l'amplitude sous forme tridimension- 
nelle (c'est-à-dire en séparant les composantes temporelles et spatiales des qua- 
drivecteurs). 

Prenant la moyenne de cos@ —(ee'}? sur les directions e et e” [à l’aide 
de (45,4a)] et doublant la section (passage à la sommation sur e’), on retrouve, 
bien entendu, (87,9). 
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en conformité avec les formules classiques. Dans le cas inverse ul- 
trarelativiste on a 6m, w = m'(1—cos d). Ici il faut distinguer 
les domaines des grands et des petits angles (w/w” est grand ou 
petit) : 


l +0, , 1 à mdo LR 
do, =doy =-+rd'e-r pour Û > 
do, —0, day rcos* 6 do’ pour Ÿ* ÉT. (88,21) 


On voit que dans le domaine des très petits angles la section de 
diffusion coïncide avec la section classique. Pour ce qui est de 
l'égalité do: = doy, pour les angles non trop petits elle signifie 
que, dans ce domaine, la diffusion de rayonnement n'est pas pola- 
risée dans le cas ultrarelativiste; soulignons, toutefois, que cette 
conclusion concerne précisément un photon incident linéairement 
polarisé : (88,17) montre que pour un photon circulairement pola- 
risé, dans le cas ultrarelativiste E{ & cos @ .E... 


Diffusion par des électrons polarisés 


Dans le cas d'électrons polarisés, le calcul des traces dans (88,10) 
s’alourdit considérablement, bien qu'en principe il ne présente pas 
de difficultés. Nous donnerons ici quelques résultats définitifs d'un 
tel calcul. 

Dans le cas général, la section dépend aussi bien des paramé- 
tres polarisatoires des photons initial et final 8 et £” que des po- 
larisations des électrons initial et final, caractérisées par les vecteurs 
Geté. La section est une fonction linéaire de chacun de ces para- 
mètres. Elle s'écrit 


do = do(s, #)+H (Se) do {fe + +eTE + eg TE 
+ Garbibe + ..f (86,22) 


Ici do(é, &’) est la section (88,12). Nous avons écrit tous les 
termes contenant les produits de deux paramètres de polarisation, 
et omis les termes contenant les produits de trois ou quatre para- 
mêtres; ceux-ci sont inessentiels si nous envisageons les corrélations 
entre les polarisations de deux particules seulement : ils disparais- 
sent dès qu’on annule les paramètres polarisatoires des deux autres 
particules. Nous donnons les valeurs de quelques-uns des coefficients 


1 On trouvera un résumé complet des résultats dans les articles originaux : 
F. Lipps. H. À. Tolhock, Phvsica 20, 85, 3% (1954). \'oir également 
les articles panoramiques : H. À. Tolhoek, Rev. Mod. Phys. 28, 277 (1956); 
W. H. McMaster, Rev. Mod. Rhys. 33, 8 (1961). 
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dans le référentiel du laboratoire : 


f—— (I — cos Ÿ) (k cos D -- k”), 
| (88,23) 
f=——(1—cos 8) (&-+k' cos b), 


g=— (1 cos0)[(kcos D + ke) —(1 + 0080) ES (8) |, 


0)— 0)" + 2m 


g'=—1(1—cos0) |U+R'" cos 8) —(1 L cos 0e 4 —#)| 

On n'a pas de terme de la forme G& dans la section (88,22); 
cela signifie que la polarisation de l'électron n'influe pas sur la 
section de diffusion totale (sommée sur £’ et &’) des photons non 
polarisés. On n'a pas non plus de terme de la forme G'’£’; cela 
signifie que lors de la diffusion de photons impolarisés l'électron 
de recul n'est pas polarise. 

On voit de même que seuls les paramètres E£,, &: correspondant 
à la polarisation circulaire du photon figurent dans les termes bili- 
néaires suivant les polarisations de l’électron et du photon. Quant 
aux vecteurs polarisations des électrons à et &”, ils figurent sous 
forme de produits scalaires f£, ..., ne conteriant que les projec- 
tions de ces vecteurs sur le plan de diffusion. C’est pourquoi, par 
exemple, la section de diffusion d'un photon polarisé par un élec- 
tron polarisé 


da (#, à) da (E)+ re o | E,.fédo! (88,24) 
ne diffère de do (£) que dans le cas où le photon possède une pola- 
risation circulaire, et où la projection du spin moyen des électrons 
sur le plan de diffusion est non nulle. Pour cette même raison, 
-l’électron de recul n'est polarisé que si le photon est doué de pola- 
‘risation circulaire; quant au vecteur de la polarisation de l'électron 
‘apparue, il est alors contenu dans le plan de diffusion : 


+ 


En LE. (88,25) 


Relations de symétrie 


En conclusion, indiquons que les propriétes qualitatives des 
effets polarisatoires lors de la diffusion de photons par des électrons 
résultent déjà d’exigences de symétrie générales. 

Le paramètre &. de la polarisation circulaire est un pseudosca- 
laire (cf. $ 8). Ceci étant, en vertu de l'exigence de la P-invariance, 
les termes de la forme © £. (ou © Ë.) dans la section de diffusion 
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ne pourraient apparaître qu'en tant que produit de £, par quelque 
pseudoscalaire formé avec les vecteurs À et k’ à notre disposition !. 
Or, on ne peut former un pseudoscalaire avec deux vecteurs polai- 
res. Il en résulte que lesdits termes ne sauraient figurer dans la 
section. 

Les paramètres de polarisation linéaire £, et £, sont liés aux 
composantes du tenseur symétrique bidimensionnel (dans le plan 
perpendiculaire à À) 


(y) (v) I + Es Er 
Sas — —(p£ + Ph) = L( ë, | 


ë 
ZE 


Dans le cas donné, l’un des axes de polarisation est pris suivant 
le vecteur v -k::k#k", et l’autre est situe dans le plan k, À’ (suivant 
le vecteur kXv ou k’xv pour l’un ou l’autre photon). Les termes 
 £, ne pourraient apparaître dans la section qu'en tant que pro- 


duits S,.,v, (k’Xv), (ou, ce qui est la même chose, S,.v kB), etc. 
Or, v étant un vecteur axial, À un vecteur polaire, et S,, un vrai 
tenseur, de tels produits ne sont pas invariants vis-à-vis’ de l'in- 
version. Partant, la section ne saurait non plus contenir de termes 
 E, (ou © EË;). Quant aux termes ©E, (ou « E;), ils apparaissent 
en tant que produits S,.v,v., etc., et ne sont pas interdits par des 
considérations de symétrie. ‘ 

Les termes dans la section proportionnels à la polarisation 
électronique à ne sont pas interdits par parité : de tels termes pour- 
raient être formes en tant que produits de deux vecteurs axiaux : &v. 
Néanmoins, ils doivent être absents à la première approximation 
non évanescente envisagée de la théorie des perturbations, en tant 
que conséquence de l’hermiticité de la matrice de diffusion à cette 
approximation ($ 72). 

En vertu de cette hermiticité, le carré de l’amplitude de diffu- 
sion (et la section avec) ne change pas quand on permute les états 
initial et final. Dans le même temps, la section doit être invariante 
vis-à-vis de l'inversion du temps—de la permutation des états ini- 
tial et final avec changement simultane du signe des vecteurs 
impulsions et moments de toutes les particules (pour ce qui est des 
paramètres de Stokes &,, &., &., ils restent alors inchangés, cf. $ 8). 
Combinant ces deux exigences, on conclut que, à l’approximation 
envisagée, la section ne doit pas changer quand on change simul- 
tanément le signe de toutes les impulsions et de tous les moments, 
sans permuter les états initial et final, c'est-à-dire lors de la trans- 


1 Nous considérons le processus dans le référentiel du laboratoire, où p —0, 

"=k—k". Il est Cvident que les conséquences envisagées des exigences de 

symétrie (présence ou absence de tels termes dans la section) ne dépendent pas 
du choix du référentiel. 


14"** 


424 INTERACTION DES ÉLECTRONS AVEC DES PHOTONS 


formation 
R— —k, k'— —k', E— —&, L'— -—E, (88.26) 


les paramètres &, &’ étant inchanges. 

La transformation (88,26) changeant le signe du produit £v, de 
tels termes ne sauraient figurer dans la section. Soulignons toutefois 
que cette interdiction ne résulte pas d’exigences de symétrie strictes, 
si bien qu'elle peut être violée aux approximations suivantes de la 
théorie des perturbations. 

Parmi les termes de double corrélation entre polarisations de 
photons seuls sont interdits par la symétrie suivant la parité les 
termes de la forme £.Ë, et E.E,, la corrélation de photons avec des 
électrons n'interdisant aucun terme. Toutefois, tous les termes de 
la forme EE, E.6, E.Ë sont interdits à la première approximation 
par l'exigence d’invariance vis-à-vis de la transformation (88,26). 
Ainsi, les termes de la forme E.Ë. et EG pourraient être formés 
(quant à l'observation de la parité) en tant que scalaires, par exemple 


ES, Rav ; et (S, fax. ) (8%); mais ces combinaisons changent de signe 
vis-à-vis de (882 6). 

Les termes corrélatifs permis de la forme E.û peuvent être for- 
més en tant que produits du type £.(8k). Les vecteurs polarisations 
des électrons n'y figurent que sous forme de projections sur le plan 
de diffusion. 

Enfin, plusieurs relations entre coefficients dans les termes permis 
apparaissent en raison des exigences de l'universalité du croisement. 
Les canaux de réaction qui se distinguent par la permutation des 
photons initial et final correspondent à un même processus —à Îa 
diffusion d’un photon par un électron. De ce fait, le carré du mo- 
dule de l’amplitude et, avec lui, la section de diffusion doivent 
être invariants vis-à-vis de la transformation exprimant le passage 
d'un de ces canaux à l’autre, 


Re —Rk!, ee'*, 


impulsions et polarisations des électrons restant inchangées. Sous 
forme tridimensionnelle cette transformation exprime les substi- 
tutions : 
O —0", ke —k%, 

PS CO D (88,27) 
Le changement du signe du paramètre £, résulte aussitôt de l’ex- 
pression E,—i(e-e*)n, où le vecteur exXe* change de signe lors 
de la substitution ee*, le vecteur 27 —k;w restant inchangé lors 
de la substitution k— —2%, w+> —w. N'affectant pas les impulsions 
des électrons, la transformation (88,27) laisse tel quel le référentiel 
du laboratoire. Ceci étant, la section (88,22) ne doit pas changer 
de forme dans cette transformation; les formules (88,12), (88,22-23) 
vérifient effectivement cette condition. 
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$S 89. Annihilation biphotonique d’une paire électronique 


L'annihilation d'un électron et d’un positron (de 4-impulsions 
p_ et p.) avec formation de deux photons (k, et k.) est represen- 
tée par les diagrammes : 


UNE DUO 
89,1 
ke p, * K-<— p, (0 


Ils diffèrent des diagrammes de diffusion d’un photon par un élec- 
tron par la substitution 


P-—pP-, pP —-—p;, kR——k,, k'—Rk.. (89,2) 
Les deux processus sont deux canaux de croisement d’une seule et 


même réaction (généralisée). Après la substitution (89,2), les inva- 
riants cinématiques (87,2) prennent le sens suivant : 


S—(p-—k,), 
t —-(p_+p,} -(kR. +k.), (89,3) 
u.:(p_—k,). 


Si la diffusion du photon était un canal s, l’annihilation est un 
canal t. 

Pour l'annihilation, le carré | M,;[f (médié sur les polarisations des 
électrons et sommé sur les polarisations des photons), exprimé au moven 
des invariants s, u, coïncide avec la quantité analogue pour la diffu- 
sion, seule changeant la signification des invariants!. Pour ce qui 
est de la formule de la section (65,23), on devra faire dans les 
facteurs de [M},;f° la ni s»{, et nous aurons maintenant 
pour /, d'après (65,15a), et (f—4me). Effectuant les change- 
ments correspondants dans la formule (87,6), on obtient au total 
la section d'annihilation 


mids ff m? , om \?, / m? .  m° 
do —Bnré (rte) ++) — 
lé s—m , u—m° 
4 \ u—m T1 s—m:® ) È Es 


Le domaine physique du canal d'annihilation est 11 sur la fig. 9. 
Pour { donne (energie donnée dans le référentiel du centre d’iner- 


1 Etant alors tenu compte du fait que les photons ct les électrons ont le 
mème nombre (deux) de polarisations indépendantes, on peut prendre indifié- 
remment la moyenne de | M};;]* sur les unes et sommer sur les autres, ou 
vice versa. 
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tie) l'intervalle de variation de s est déterminé par l'équation de 
la frontière su —m*. Avec la relation s+/-|-u _=-2m*, cela donne 


— 25 TU Am) sms + SVT An). (89,5) 
L'intégration de (89,4) est élémentaire; le résultat devra encore 


être divisé par 2, compte tenu de l'identité des deux particules 
finales (photons). De sorte qu'on obtient 


ge fre 468) in PEL 4) GS |. 


7 (T—4) Vr-VT—-1 
(89,6) 
où tT--{;m° (P.A.M. Dirac, 1930). 
On en déduit à la limite non relativiste (t — 4) 
nré 
O — 7 (89,7) 
et dans le cas ultrarelativiste (t — co) 
2nré 
GE (Int —1). (89,8) 


Dans le référentiel du laboratoire, où l’une des particules (di- 
sons l’électron) était au repos avant la collision, l'invariant v est 


T-2(1+%), v-+. (89,9) 


Les formules (89,6-8) donnent la dépendance de la section totale 
par rapport à l'énergie du positron incident : 
are [y+1y +1 HO SET. y--3 
PS nG + VF) == | (89, 10) 


Notamment, à la limite non relativiste! 
o-- ZE, (non relat.) (89,11) 


+ 


v, étant la vitesse du positron. 
Dans le référentiel du centre d'inertie l'électron, le positron 
et les deux photons ont les mêmes énergies e =. Invariants: 


mi—s_2e(e—|plcos 8), m°—u=2e(e+|pl|cos 0), 
{ _. 4e*, (89,12) 


6 étant l'angle entre les impulsions de l’électron et de l'un des 


1 Mais cette formule cesse de s'appliquer lorsque dv, <@. et on ne saurait 
négliger l'interaction coulombienne des composantes de la paire (comp. fin $ 93). 
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photons. Substituant dans (89,4); on obtient la distribution angu- 
laire des photons d’annihilation 


_ rêm® [e*+p*(l-Lsin*0) _  2ptsint0 
is #e]pl | e* —p* cos* U (£° — p* cos° | do. (89,13) 


Dans le cas ultrarelativiste elle présente des maxima symétriques 
dans les directions 0-0 et O0 -n. Au voisinage de OU —0 


æ C2 
rem” do 


do = DE (UE mie) : (ultrarelat.) (89,14) 
La section totale se déduit de (89,6) : 
so l—v [3—ùt I 
on | E In 2 (2—0 | (89,15) 


u—|pl/e-—} e*—m*;e étant la vitesse des particules en collision. 

Nous ne traiterons pas ici en détail les effets polarisatoires lors 
de l’annihilation '. Nous ne nous arrêterons que sur quelques parti- 
cularités qualitatives de ces effets dans les cas limites où les vites- 
ses v des particules en collision sont grandes ou petites. Nous 
nous placerons dans le référentiel du centre d'inertie. 

A la limite u—-0, seul apporte une contribution non nulle 
à la section l’état de moment orbital du mouvement relatif / - O. 
Or, l'état S du système «électron + positron» a une parité néga- 
tive (cf. prob. $ 27). Dans les états impairs d'un système de deux 
photons leurs polarisations étant orthogonales ($ 9), les photons 
d'annihilation devront donc eux aussi posséder cette propriété dans 
le cas non relativiste. 

Si l'électron et le positron sont polarises, on peut affirmer dans 
le même cas non relativiste que leur annihilation n'est possible 
que si les spins sont antiparalléles. En effet, l’annihilation avant 
lieu dans l'état S, le moment total du système coïncide avec le 
spin total des particules, égal à 1 lorsque les spins sont parallèles. 
Or, un système de deux photons ne saurait avoir d'états de mo- 
ment total 1 ($ 9). 

À la limite ultrarelativiste (v—- 1) l'annihilation d'un électron 
et d’un positron longitudinalement polarises (doués d’hélicité) n'est 
possible que si les signes des hélicités sont différents’. À cette 
limite les particules douées d’hélicité se comportent comme le neu- 
trino (cf. fin & 81), si bien qu'un électron et un positron qui 
s’annihilent doivent être analogues au neutrino et à l’antineu- 
trino, d’où résulte notre affirmation. 


1 Cf. L. A. Page, Phys. Rev. 106, 394 (1957); W. H. McMaster, Rev. 
Mod. Phys. 33, 8 (1961). 

* Puisque dans le même temps sont contraires (dans le reéfcrentiel du 
centre d'inertie) les directions des impulsions des particules, à des hélicités 
différant par le signe correspondent des spins parallèles. 
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Quant à l’annihilation d'un électron et d’un positron ayant 
les mêmes hélicites, elle n'apparaît dans le cas ultrarelativiste que 
si l’on tient compte des termes contenant m. En ce qui concerne 
l'ordre de grandeur, l'amplitude de ce processus diffère par le fac- 
teur m/e de l'amplitude d’annihilation d’une paire à spins paral- 
lèles; la section, elle, diffère respectivement par le facteur (m/e)°. 


Probleme 


Trouver la section de la formation d'une paire électronique par collision 
de deux photons (G. Breit, J. À. Wheeler, 1934). 

Solutiun. Ce processus est l'inverse de l’annihilation biphotonique d'une 
paire électronique. Les carrés des amplitudes des deux processus sont égaux, 
et leur lien avec la section diffère seulement du fait qu'à present 7° —=(k,k.)* —1°;4. 
Des lors, 

{— 4m* 
dOftorm = dOannin Top 


Dans le référentiel du centre d'inertie (1 — 4e* — 4u*) 
dOtorm = VdOsnnin 


v étant la vitesse des composantes de la paire. Integrant pour trouver la sec- 
tion totale, on aura en vue que, les deux particules finales étant non identi- 
ques (électron et positron), on n'aura pas à diviser le résultat par 2, comme 
dans le cas de l’annihilation. Dès lors (dans le référentiel du centre d'inertie) 


, nré : . I+u 4 
Otorm = 20 snnih = 5 (1—v°) (3—v4) In FÈT 20 @—w)| . (1) 
Dans un référentiel arbitraire A où les deux photons k, et k, sont lancés 
l’un contre l'autre, on a (par suite de l'invariance de k,k.) 
WW — 0°, 


w étant l'énergie des photons dans le référentiel du centre d'inertie. Etant 
donné que dans ce référentiel les énergies des photons et des composantes de 


la paire sont égales, on a w—e—m/Y 1—v°. En conséquence, pour passer dans 
le référentiel X, il faudra poser dans (1) 


m° 
u— V l — : 
WU) 


$S 90. Annihilation du positronium 


En vertu de la conservation de l'impulsion, l’annihilation de 
l'électron et du positron dans le positronium doit être accompagnée 
par l'émission de deux photons au moins. Une telle désintégration 
n'est toutefois possible (dans l’état fondamental) que pour le para- 
positronium. Îl a été montré au $ 9 que le moment total d’un 
système de deux photons ne saurait être égal à 1. C’est pourquoi 
l’orthopositronium se trouvant dans l’état *S, ne peut se désinté- 
grer en deux photons. Qui plus est, dans l’état *S, le positronium 
étant un systéme à parité de charge négative (ci. prob. $ 27), en 


ANNIHILATION DU POSITRONIUM 429 


vertu du théorème de Furrÿ ($ 80). il ne peut d'aucune manière 
se désintègrer en un nombre pair quelconque de photons. Par contre, 
dans l'état !S, le positronium est à parité de charge positive, si 
bien qu'est interdite la désintégration du parapositronium en un 
nombre impair quelconque de photons. 

Le processus fondamental déterminant le temps de vie du posi- 
tronium est, de la sorte, l’annihilation à deux photons dans le cas 
du parapositronium, et l'annihilation à trois photons dans le cas 
de l’orthopositronium (/. Pomérantchouk, 1948). La probabilité de 
désintégration peut être reliée à la section d’annihilation d'une 
paire libre. 

Les impulsions de l'électron et du positron dans le positronium 
me jh, c'est-à-dire qu'elles sont petites devant mc. De ce fait, 
calculant la probabilité d'annihilation, on peut passer à la limite 
où les deux particules sont au repos à l'origine des coo:données. 
Soit O,- la section de l’annihilation biphotonique d’une paire libre, 
médiée sur les directions des spins des deux particules. À la limite 
non relativiste, en vertu de (89,11)!, 

al d) 


- NE E 
6. 1 er) +, (90,1) 


v étant la vitesse relative des particules. On obtient la probabilité 


d'annihilation un. en multipliant o.. par la densité du flux, égale 
à v|#(0). Ici Y(r) est la fonction d'onde, normalisée à l'unité, 
de l'état fondamental du positronium 


Be (90,2) 
aa 


me” 


UE 


(le rayon bohrien a du positronium est deux fois plus grand que 
le rayon de l'atome d'hydrogène, étant donné que sa masse rè- 
duite est deux fois moindre). Cette probabilité, toutefois, corres- 
pond à l'état initial médié sur les spins. Or, dans le positronium, 
des quatre états de spin possibles du système de deux particules, 
un seul (de spin total 0) est capable d’annihilation biphotonique. 
Aussi la probabilité moyenne de désintégration &.. est-elle liée à la 
probabilité de désintégration w, du parapositronium par la relation 
w. -w,/4. De la sorte, 


Un — 4 | Ÿ (0) (° (00...) De (90,3) 


Substituant les valeurs données par (90,1-2), on obtient pour la 
durée de vie du parapositronium 
2h 


0 me 


-1,23.10-19 s. (90,4) 


1 Les formules (90,1-7) ont été écrites en unités ordinaires. 
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Notons que la largeur du niveau F,— A7, est petite par rap- 
port à son énergie 
mes « 
| Esona | — 4h — MOT : 
C'est précisément ce fait qui permet de considérer le positronium 
comme un systéme quasi stationnaire. 

On trouve de façon analogue que la probabilité de deésintégra- 
tion de l'orthopositronium est liée à la section, médiée sur les 
spins, de l’annihilation à trois photons d'une paire libre par la 
relation 


un an = GO) (GG) (90,5) 


(3/4 est le poids statistique de l’état de spin 1). Anticipant, indi- 
quons que 


— 4 (7° —9)c e \° 
Ou, = EE a (| : (90,6) 
De sorte que la durée de vie de l’orthopositronium 
t, BR 1 4.10-"s (90,7) 


2x (n° —9) mc 


L'inégalité TP, <<]£E,4] dans ce cas est, bien entendu, vérifiée à un 
degré encore plus élevé que pour le parapositronium. 

Faisons à présent le calcul de la section de l’annihilation à trois 
photons d'une paire libre (A. Ore, J. L. Powell, 1949)1. 

D'après (65,18), la section du processus envisagé dans le réfé- 
rentiel du centre d'inertie s'exprime au moyen du carré de fl'am- 
plitude par la formule 


(2x)* | M si | 
do, = ——— 5(k+8k,+Rk, )Ô (w, + w. + 6, —2m) x 


d'k,d'k,dSk, 
(2x)? 20, - 20, -2w, ? (90,8) 


où, d’après (65,16), [2m 0: m°v, vu étant la vitesse relative du 


positron et de l’électron (supposée petite); k,, k.. k, et w,, &., ©, 
sont les vecteurs d'ondes et les fréquences des photons apparus; 
les fonctions ô expriment les lois de conservation de l'énergie et 
de l'impulsion. En vertu de ces lois, les trois fréquences w,, w., w, 


doivent être représentées par les trois côtés d'un triangle de péri- 
mètre 2m. En d'autres termes, les grandeurs des impulsions k,, k., 


1 Un autre canal de la mème réaction est l'effet Compton double : e-+y —+ 
—e-+ y+7y [pour la section de ce processus, cf. F.Mandli, T. H.R.Squir- 
me, Proc. Roy. Soc. À 215, 497 (1952)]. 
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k, et les angles entre elles sont complètement déterminés par la 
donnée de deux fréquences. 
Il correspond à l’annihilation triphotonique le diagramme 


K, --—-- 2. 


Ko — 


ks ?, 


et encore 5 diagrammes qui s’obtiennent en permutant les photons 
R,, k., k;. Nous écrirons l'amplitude correspondante sous la forme 


My= (ny reel (—p,) Qu (p). (90.9) . 
où 
ee Bu VG(k;—p+)v"G(p_—k;)Y", (90,10) 


la somme mettant en jeu toutes les permutations des numéros des 
photons 1, 2, 3 avec simultanément de telles permutations des indi- 
ces tensoriels correspondants uv. Le carré du module de l’ampli- 
tude médié sur les polarisations de l'électron et du positron et sommé 
sur les polarisations des photons est : 


I | ; | : 
_ > MF = An}Tr {p,Qp_Q.!, (90,11) 
polar 
où 
l 7. > l ;- 
D- 3 (p- + m), pas Z(P, —m). 


Les matrices Q‘r* diffèrent des Q*r par l'inversion de l'ordre des 
facteurs dans chaque terme de la somme. Dans le cas limite envi- 
sagé où les vitesses de l'électron et du positron sont petites, on peut 
poser leurs 3-impulsions p_ et p, égales à zéro, c'est-à-dire poser 
p- -p, :(m, U). Alors les fonctions de Green électroniques 


G(p-—k;) pre. re —k,:-m(y"—1) 


(p—R}—=m — 2m, ? 


etc., et les matrices densités se réduisent à 
pr = (v +). 


Lorsqu'on fait les produits dans (90,11) un grand nombre de termes 
apparaissent. Cependant, on peut réduire considérablement le nombre 
de termes à calculer en utilisant au maximum la symétrie par rapport 
à la permutation des photons. Ainsi, il suffit de multiplier six ter- 


mes dans Q'r (90,10) par un seul terme quelconque dans Q,.. 
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Dans les six traces qui restent alors, on peut de même distinguer 
certaines parties se transformant l'une dans l'autre par diverses per- 
mutations des photons. Les produits des 4-vecteurs p, k,, k., k, qui 
apparaissent lorsqu'on développe les traces s'expriment tous au moven 
des fréquences w,, w., w.,. Comme p = (m, 0), on a pk, -mw,, ... 
Quant aux produits kk,, ..., ils sont déterminés par l'équation de 
la conservation de la 4- impulsion : 2p -- ,*: +R, k,:; ainsi, recopiant 
cette égalité sous la forme 2p—k, k HR, et l'élevant au carré, 
il vient 

kRk, -2m(m—w.), ... (90,12) 


On obtient à la suite d’un calcul assez long 


7 D IM;F--(4n)e".16 [E = + (+ as"). 


\ O4) tn Ua | 
polar 3 / 123 / | 


Substituant cette expression dans (90,8) on obtient la section dif- 
férentielle d’annihilation à trois photons : 
RE m — b), M — Ws m—wa\*|. 
do:  Hmv L( RTS ÿ+ W 03 + | jü)e | x 
d'kid'k, dk 


Wu De 


XÔ(k, + k, + k.) 6 (w, + w. es @,— 2m) (90,13) 

Ici il faut encore éliminer les fonctions ô. On élimine la pre- 
mière en intégrant sur d'k,, puis on remplace les autres différen- 
tielles : 


d'k,d'k. —- 4noi do, - 2x5 d (cos 6.) du. , 
8,. étant l’angle entre À, et k.: il est sous-entendu qu'on a déjà 
intégré sur les directions À, et sur l'azimut de &. par rapport à &.. 
Différentiant l'égalité 
@, = | ot Lo + 26,0, COS 0., 
on trouve 
d cos 0, — 


En intégrant sur do. on élimine la deuxième fonction ô. Au total, 
on obtient la section pour l'annihilation avec création de photons 
à énergies données sous la forme 

do, _ l 8e? (a) +(® — (0) } + (2 a j | du, dw, (90, 14) 


6 vm° |\ ww. WU / 


(ayant en vue l'intégration ultérieure sur les fréquences, nous avons 
introduit ici le facteur 1/6 tenant compte de l'identité des photons, 
cf. nota p. 296). 

Chacune des fréquences w,, w., w, peut parcourir ses valeurs entre 
O0 et m (la valeur "” est atteinte par deux fréquences quand la troi- 
sième est nulle). Pour w, donnée, w, varie entre m—uw, et m. Inté- 
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grant (90,14) sur dw. entre ces limites, on obtient la distribution 
spectrale des photons de désintégration : 


do, 


37 uns 


1) do,, 


F (w,) = 6), (M — 0)) nn 2m —u, ne 
(2m — u, )* OP 


2m (m —14,) : 2m (m—1,)? | In M — (0) 


on (2m —w,) m 


Fig. 16 


La fonction F(w,) est monotone croissante de 0, pour «w, —0, 
1, pour w,—m (fig. 16). 
La section totale d'’annihilation s'obtient en intégrant (90,14) sur 
les deux fréquences : 
= 4e# 3 [ (wo, Los — m)* du, du... 


2 2 
: G)1U)e 


L'intégrale figurant ici étant égale à (x*—9)/3, on retrouve la for- 
mule déjà donnée (90,6). 


S 91. Rayonnement de freinage d’un électron par un noyau. 
Cas non relativiste 


Ce paragraphe et les suivants sont consacrés à l'important phé- 
nomêne qu'est le rayonnement de freinage, lequel accompagne la 
collision de particules. Nous commencerons par la collision non re- 
lativiste d’un électron et d’un noyau. Nous supposerons le noyau 
fixe, c'est-à-dire que nous considérerons le rayonnement lors de Îa 
diffusion de l’électron dans le champ coulombien d’un centre fixe 
(A. Sommerfeld, 1931). 
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Nous partirons de la formule (45,5) pour la probabilité du rayon- 
nement dipolaire 


[CIE L 
ds — 2 |e* dy; [F dos. (91,1) 


Dans le cas donné, les états initial et final de l’électron relè\ent 
du spectre continu, et la fréquence du photon 


© — 2 (p—p'), (91,2) 


p=mo et p -m® étant les impulsions initiale et finale de l’élec- 
tron. Si les fonctions d'ondes initiale et finale de l’électron sont 
normalisées «à une particule dans le volume V — 1», l'expression 
(91,1) multipliée par d'p’:(2n) et divisée par la densité du flux 
incident, vV — v, donne la section do,, du rayonnement d’un pho- 
ton À dans l'angle solide do, avec diffusion de l’électron dans 
l'intervalle d'états d'p'. Remplaçant l'élément de matrice du moment 
dipolaire d -er par l'élément de matrice de l’impulsion : 


L e 
di—— io m m Pi 


nous écrirons l'expression de ie section sous la forme: 


dOpp — |e*p,: |* dos d'p, (91,3) 


EN mp 
où 


pr=tipt de il ir; dx. 


Il faudra prendre pour #; et #, les fonctions d'ondes exactes 
dans le champ d'attraction coulombien, et, qui plus est, des fonctions 
qui contiennent asyÿmptotiquement des ondes plane et sphérique ; 
dans #, l'onde sphérique doit être convergente, et dans ,, diver- 
gente (ci. III, $ 134). Ces fonctions s’écrivent 


= Aeirr F{iv, 1, i(pr—pr)), x— ra (91,4) 
d,= AjePrF(— iv, 1, — i(p'r +p'r)), ve 
avec des coefficients de normalisation * 
A;=ew?T(l—iv), A,=en2P (1 iv). (91,5) 


1 On pose dans ce paragraphe p=—|pl}, p°:=|p"|. 
. : à te Ru à la densité unité au lieu de la normalisation à d (p) dans 
HI, SI 
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Notant que 
FF(iv, 1, iQor—pr))= i(pL—p)F =— 
nous écrirons le gradient Vw, sous la forme 


nr . P [OF\ 
VŸ; 7. ip; — À;e'P " \ Gp). 


P “9F 
r \op / À 


Après multiplication par 1; et intégration, le premier terme s’an- 
nule du fait que #; et 1, sont orthogonales. Si bien qu'on a pour 
l'élément de matrice p,;, 


: OJ 
Pyi — iA;AÀ,;p PL (91,6) 
J désignant l'intégrale 
a 


r 


Fix”, 1, ê(p'r-Lp'r)F{(iv, 1, i(pr—pr))dx, (91,7) 
q =p—p. 
Nous avons sorti 0'0p de dessous l'intégrale ayant en vue que pendant 
la dérivation de J les quantités v, v’, q doivent être considérées 
comme des paramètres indépendants, et c'est seulement après avoir 
dérivé qu'on doit exprimer v et g en fonction de p. 
L'intégrale se calcule en remplaçant chacune des fonctions hy- 


pergéométriques dégénérées par des intégrales de contour. Nous 
nous bornerons ici à donner le résultat ! : 


J — BFiiv', iv, 1, 2), 
B _ 4ne-w\(—qg°—2qp)"" (g* —2qp') " (GP EEE, 
_o (pp +pp')—2(ap) (gp) 
tee (g*—2qp')(g* +2qp) EE) 
Ici F(iv”, iv, 1, z) est la fonction hypergéométrique complète. 
Après avoir dérivé dans (91,6), on peut poser q —p'—p; alors 


22, gt - (p—p'} (1 —2) (91,9) 


(2 < 0). Notons de même que 
—d—2qp -q—2qp :p—p*> 0. 
On trouve finalement pour l'élément de matrice l'expression défi- 
nitive : 
_ À. Brie” RSS, 
Pi AA Gp TP PP L 
X(1—2} C4 [ivpgF (2)4+(1—2) F'(2) (p'p—pp')], (91,10) 


l Pour les calculs, ci. A. Nordsieck, Phys. Rev. 93, 785 (1954). 
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où on a posé pour abréger 
F(2)=Fiv", iv, 1, 2). (91,11) 


La section s'obtient en substituant (91,10) dans (91,3), mais la 
formule générale est lourde et difficilement embrassable. Aussi 
passerons-nous immédiatement au calcul de la distribution spectrale 
du rayonnement, c'est-à-dire que nous intégrerons la section sur 
les directions du photon et de l’électron final. 

L'intégration sur do, et la sommation sur les polarisations du 
photon reviennent à prendre la moyenne sur toutes les directions 
de e et à multiplier par 2-4x, c -à-dire à faire la substitution 


eez dog — = 0. 


Après quoi, la section 


4e d' : 
dope lp EE = pal dudos. (91,12) 
On calcule le carré |p,;[* en utilisant (91,9-11) et en notant que 
| F (1— iv) + 
On obtient 
” 327 (Ze*)° m3 
PF = 


c(p+p'}(p—p'}(1—e" UN 
IFR —2l FH — F*F') |. (81,13) 


Pour intégrer la section (91,12) sur do, - 2x sin Üdû nous pas- 
serons de la variable Ÿ (angle de diffusion) à la variable 


Pr LR ;(1—cos Ÿ), do, — 


ap PT 4, 
(p—p'} pp" | 


Pour calculer l’intégrale sur dz, transformons l'expression entre 
accolades dans (91,13). En vertu de l'équation différentielle des 
fonctions hypergéométriques [cf. 111 (e,2)], on a 


Z(1—2) F4 [1—(ltiv Li) z] F4 x "F0, 

2(1—2) FH TI—(—iv— iv) 2] FE FE O0. 
Multipliant ces deux équations respectivement par F* et F et ajou- 
tant, il vient 

(1— 2) Ê 2(F'F$ FF) — 22 F'F+ 


HELP —F F*) + [FI] =0 = 
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Ceci montre que l'expression entre accolades dans (91,13) est égale à 


pt = —<<22(FFS+ FES) (91,14) 


et s’integre directement. 

Regroupant les formules déduites, on trouve l'expression défini- 
tive de la section de rayonnement de freinage dans l'intervalle de 
fréquences du! 


ous m°c° p ; que 
do, — = —— 7: “ar: (p— p GE p (1— e7 A") (eW\ — 7 es £l F (Ë) | Ar 
(91,195) 
où | 
__ Zamc  Ze* , __ Ze* rl pi : 
= se, Vers Pp'=Vp 2mhw, 
e ? LU LA 4 j 
F (ë) =F (Ev s LV, I, ë), S— DS F 


La formule quantique (91,15) doit se réduire au résultat de la 
théorie classique (cf. IT, $ 70) dans le cas limite où “SI et 
fw<p®,2m (la première de ces inégalités est la condition de 
quasi-classicisme du mouvement de l'électron dans le champ 
coulombien, la seconde, celle de quasi-classicisme de l'élément de 
matrice de transition). Pour passer à la limite, il faudrait déduire les 
expressions asymptotiques de la fonction hypergéométrique pour les 
grandes valeurs de l'argument et des paramètres, mais nous passe- 
rons là-dessus. 

Envisageons le cas limite où les deux vitesses v et v” sont si 
grandes que v<£1, v’<£1 (mais certes, comme auparavant, v<<]I, 
de sorte que Za<v<<1; ceci n'est possible que pour Z petit). 
Pour calculer dans ce cas la dérivée F’(E), nous nous servirons de 
la formule 


LF(a. B, Y; 2) ÆF(a+1, B +1, y +1, 2), 


qui s'obtient aisément par simple dérivation de la série hypergéo- 
metrique. On a 


F'Æ)æiviv'F(1, 1, 2, Ë) © In (1 —t) 
(la dernière égalité résulte de façon évidente du rapprochement 


direct des séries correspondantes). Pour la fonction F (E) elle-même, 
on a simplement 


FE)£SF (0, 0,55) = 1: 


1 Nous écrivons les formules (9115-19) en unités ordinaires. 
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On trouve finalement dates (91,15) 


e €, v—+v du 
do,, — À Z'ar: — In — — 
" Cut  v—v w ? 


2e . (91,16) 


La petitesse de v et v” est précisément la condition d’application 
de l'approximation de Born dans le cas de l'interaction coulom- 
bienne. De ce fait, il est plus simple de déduire la formule (91,16) 
elle-même directement par la théorie des perturbations (cf. prob. 1). 

Soit à présent un électron rapide (v<£1) perdant par rayonne- 
ment une grande partie de son énergie, de sorte que v’<&v et v” 
peut n'être pas petit. Alors 


ee <t F(E)Z=F(i", 0 , 1, &) Il, 
F)=—xvF( ti", 1,2, D =—vv, 


et la section 


= Zrars (LL | | dw 
do, — Zur: tn a (91,17) 
Ze . Ze: 
hu <1: ho’ | 


Pour v'<£1 cette formule donne la même expression limite 


C0. du) 
dos = + Z'ar é2S 
que la formule (91,16) pour v’<£v. De sorle que les formules 
(91,16-17) recouvrent ensemble (pour v<£1) toute la plage des 
valeurs de v’. 
Lorsque w —-w, (où ho, - mv°;2) la vitesse uv” —0 et v’ — 00. 
A cette limite, (91,17) donne 


do == = = L'air: Le Ado (91,18) 


\v,' mi 


De la sorte, do, 'dw tend, lorsque w —-w,, vers une limite finie. 
Cette circonstance peut être justifiée sous forme générale par des 
considérations analogues à celles exposées au tome III, $ 144. Phy- 
siquement,. elle est due à ce que w w, n’est frontière que pour le 
spectre de freinage continu. L'électron peut aussi rayonner une 
fréquence w >: w,, en passant dans un état lié. Or, des états liés for- 
tement excités dans un champ coulombien diffèrent peu, quant à 
leurs propriétés, des états libres voisins de leur frontière. Aussi la 
limite entre spectres discret et continu n'est pas en fait un point 
physiquement distingué. 


RAYONNEMENT DE FREINAGE. CAS NON RELATIVISTE 439 


Toutes les formules écrites eoncernent le champ d'attraction 
coulombien. La section du rayonnement dans le champ répulsif se 
déduit de (91,15) par la substitution : v ——v, v’—-— 1". En parti- 
culier, la formule limite de Born (91,16) reste alors inchangée. 
Pour ce qui est de la limite v<£1, v’ —- oc, on obtient au lieu de 
(91.18) 


do, —- 2 Z'ar: (£) exp V 2mc°aZn Le 

| o V À (wy —w), di 
c'est-à-dire que la section différentielle s’annule exponentiellement 
lorsque w — w,. Résultat tout aussi naturel : dans le champ répulsif 


les états liés sont absents et la fréquence & - w, est une vraie fron- 
tière pour le spectre de rayonnement. 


, (91,19) 


Problemes 


1. Trouver à l’approximation de Born la section du rayonnement de freinage 
lors de la collision non relativiste de deux particules avec différents rapports em". 

Solution. Le moment dipolaire de deux particules de charges e,, e, et 
de masses m,, m. est dans le rélérentiel de leur centre d'inertie 


Î Ps \ 
= {L: — =—— | Fr: 
\ Ma y. 
MM ” 
où | nan. r=fr—fr:. D'où 
D PR AT dE D 
M, Ms) er \ a) Vr 
L'élément de matrice 
p°— p'® 
dép 7 pr ps SET 


(p—uo. p’—uo étant les impulsions du mouvement relatif) se calcule d'après 
les ondes planes ! 


Ÿp De e'Pr, Vo — etPr 
à l’aide de la formule 


"ee es \? 0° u° du) 
dEgp = (—— ne (eq) (e*q) = dop-dog. 


Après sommation sur les polarisations, la distribution angulaire du rayon- 
nement est donnée par le facteur sin° 8, 6 étant l'angle entre la direction du 
photon À et le vecteur qg contenu dans le plan de diffusion [cf. (45,4a)|]. 

Après intégration sur les directions du PE 


_16 ::/ e CA _ dw sin 6 dû 
v © v® + v'® — 2cv’ cos Ü° 


1 Le remplacement de deux particules par une seule de masse rèduite n'est 
admissible, bien entendu, que dans le cas non relativiste. 
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6 étant l'angle de diffusion. Enfin, l'intégration sur dÜ donne 


16 :-/e, es \3 1! v+v” du 
do = (A) mou 


Pour le rayonnement dans le champ d'un centre coulombien fixe cette formule 
coïncide avec (91,16). 

2. Trouver à l'approximation de Born la section du rayonnement de freinage 
lors de la collision non relativiste de deux électrons !. 

Solution. Le rayonnement dipolaire est dans ce cas absent, si bien qu'il 
faut envisager le rayonnement quadrupolaire. En théorie classique la distribution 
spectrale de l'intensité totale du rayonnement quadrupolaire est donnée par la 
formule 


LP 2 
= (Dix) 


Dir= Die (8xixe —r°65p) étant le tenseur moment quadrupolaire du système de 
charges *. Pour deux électrons dans le référentiel de leur centre d'inertie 


e > 
Dirk = (Bxixe —rV;r), Fr = ri —Fra. 


Lorsqu'on passe à la théorie quantique, les composantes de Fourier doivent 
être remplacées par les éléments de matrice (comparer avec ce qui a été dit au 
$ 45 sur le rayonnement dipolaire), et on obtient par une normalisation conve- 
nable des fonctions d'ondes (ondes planes) — après avoir divisé par l'énergie du 
photon w—la section du rayonnement avec diffusion des électrons dans l'in- 
tervalle d'états d‘p' : 

| ' …. MT d°p’ 


u—2p/m étant la vitesse initiale du mouvement relatif; la fréquence rayonnée 
W = (p* — p'*);m. L 
L'opérateur D;, se calcule en commutant trois fois D;4 avec l’hamiltonien 


ie 
Dre 


et est égal à ° 
2e X; X; [x x 
su L (CS petpae) +6 à Pi Pi æ)- 


a / XiXRXI XX pX) [Xi XL 
9 [rs Pet Pis dk 73 Pet Pr >5 ) - 


' La vitesse de collision v satisfait aux conditions a <e*/hv<1. Le cas 
classique (e*/ Av S> 1) est examiné en problème dans 11, $ 71. 
. * Cette formule se déduit de 11 (71,5) de la même façon que 11 (67,11) de 
1 (67.8). 

3 Cette expression est analogue à la formule classique 
" 4e | .x; Xk XiXk 1 
D;x = | FsPk +6 APi— Pl oxpr | , 


D ‘k 


qui serait obtenue en dérivant D;, en mème temps qu'on tient comipte de l'équa- 
tion du mouvement classique 
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Eu égard à l'identité des deux particules (électrons), les éléments de matrice 
se calculent d'après les fonctions d'ondes 


ipr ipr 
Pt +e Pr), Vs 


(eiPr " e7iPT), 


les signes + et — correspondant aux spins totaux des électrons 0 et 1 (à la 
permutation des électrons correspond la substitution r —-—r). 
Des calculs fastidieux ! conduisent à la formule suivante pour la distribu- 
tion spectrale du rayonnement : 
: 3x D(2—_ pv} — 7 (2— x)? x — vd 
dos ei 3x = LG = IC x) 3x" 
15 | (2—.x)* (2— x)5 Vi—x 


Ù l— x 
X Arch \ 4 dx, 
Vxi x 
où x=u/e, et e—p"/m étant l'énergie initiale du mouvement relatif des élec- 
trons ; la section a été médice sur les valeurs du spin total des électrons. La 
section de la perte d'énergie pour le rayonnement : 
4 


] 2 
Fa ( L) do,, = 8,lare. 
0 


3. Déterminer l'énergie du rayonnement émis quand un noyau cjecte un 
électron non relativiste dans l'état s. 

Solution. La fonction d'onde de l'électron émis par le noyau est une 
onde sphérique divergente s normalisée au flux total égal à l'unité : 


1 elpr 
y r 
{cf. 111 (33,12)]. Nous prendrons Le fonction d'onde de l'état final (après 
émission d'un photon) de l'électron l'onde plane 
ser. 


L'élément de matrice 
Pi =(p;p)° — ( tipt,dx) = 


_— és 
P__ | e-iprrior ÊE V 41 _P = — 4 LL La 

V 4 - ? Re è 
[l'intégrale est calculée conformément à (57,6a)]. L'énergie de rayonnement se 
déduit de la formule (45,8) multipliée par d*p’;(2x})* et intégrée sur les direc- 
tions p’ (ce qui revient à multiplier par 4x). On obtient finalement la distri- 
bution spectrale de l'énergie rayonnée 


U 


Lorsque w —+ 0 la vitesse finale de l'électron v’ — v, et cette formule coïncide, 
comme il se doit, avec la limite non relativiste du résultat classique (cf. prob. 
dans II, $ 69). L'énergie totale rayonnée (en unités ordinaires) 


4 u \° 
E=-a (2) €, 


e = mu°/2 étant l'énergie initiale de l'électron. 


1 Pour les calculs, cf. B. Féduchine. JPET 22, 140, 1952. 
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4. Déterminer l'énergie du rayonnement qui apparait lorsqu'un électron non 
relativiste est réfléchi par une «barrière de potentiel» infiniment haute. 

Solution. Supposons que l'électron se meuve normalement à la bar- 
rière. Bien que le photon puisse étre émis dans n'importe quelle direction, 
étant donné que dans le cas non relativiste l'impulsion du photon est petite 
devant celle de l'électron, on peut considérer que l'électron réfléchi se meut, 
lui aussi, normalement au plan de la barrière. Soit la barrière située en x—0, 
l'électron se mouvant du côté des x > 0. Les fonctions d'ondes des états sta- 
tionnaires du mouvement unidimensionnel normalistes à Ô (p) (p=p,x) sont des 
ondes stationnaires (cf. 111, $ 21): 


PE Va vs 

, — F Nes = Fe , 

=} — Sin px, =] — Sin p'x 
L'élément de matrice de l'opérateur p=p,! 
œ 

2i TR D 1. _ À pp’ 
pn=—+\ sin p’x + Sin px dx = — — \ Sin p'X COS PX dx — Am pe" 

0 u 


L'énergie ravonnée pour une réflexion unique de l'électron se déduit de 
(45,8) en multipliant par dp° = duw/v’ et divisant par v/2x (la densité du flux 
de l'onde progressant vers la barrière dans la fonction initiale 4;): 


4uw“e* ,2d0 8 . , 
ds ns lPnf = uv dw. (1) 


Aux petites fréquences (w << e —mv=;2) on a v’ &v et (1) se réduit à la formule 
Der Lu 11 (69,5) (qu'il faut intégrer sur les angles et noter que v — Avu/2. Av 
étant la variation de la vitesse de l'électron lors de la réflexion): il devait en 
être bien ainsi, puisque lors de la réflexion per la barrière la condition que 
la duréé de collision 11 (69,1) soit petite est certainement observée. La formule 
quantique (1) permet, toutefois, de trouver également l'énergie totale rayonnée : 


as 

P dE, 16 
E— | Lo do 04 HTC 

9 


(en unités ordinaires). 


$S 92. Rayonnement de freinage de l’électron par un noyau. 
Cas relativiste 


Venons-en au rayonnement de freinage de l'électron par un 
noyau dans le cas où l’électron possède une vitesse relativiste*. 
Nous supposerons alors remplie la condition d'application de l’ap- 
proximation de Born, c'est-à-dire qu'on a pour les vitesses initiale 


1 Les intégrales de cette forme doivent être interprétées en tant que limite 
our Ü—+0 de la valeur qui s'obtient en introduisant dans l'expression sous 
e signe somme le facteur e-"x. 

* La plupart des résultats exposes dans la suite ont été obtenus par 

H. À. Bethe, W. Heiller (1934), et indépendamment par F. Sauter (1934). 
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(v) et finale (v’) de l'électron: Ze‘hv<1, Ze’hv'<1. Par 
ailleurs, en tout cas, la charge du noyau ne doit pas être trop gran- 
de: Za<£ |. 

Ainsi qu’au paragraphe précédent, nous omettrons le recul du 
noyau, celui-ci ne jouant que le rôle de source de champ extérieur 
(pour la justification d'une telle omission. cf. $ 95). 

En vertu de (65,25), o section du processus 


do=|M,,|° 5 (e—e"—w) PTE 


EC 


Ici p, e et p’, €’ sont les impulsions et les énergies initiales et 

finales de l’électron ; À, w sont l'impulsion et l'énergie du photon. 

La fonction Ô s'élimine en intégrant sur de’; p' et k étant des 

variables indépendantes, l'élimination est très simple. Notant que 
d‘p' —|p'le’de’ do’, d'kh--w*dwdos, 

il faut simplement substituer 


Ô (e—Ee’— 0) d'p" d'k —- w°]|p’|e’ dos do’ do. 
Alors 


l « À s , 
do = sl Mal “LE L du, dv’ do. (92,2) 

À la première approximation non nulle, à l’élément de matrice 
M; correspondent deux diagrammes : 


kK\ 9 g\ ’'k 
Ÿù F \ 


b 4 } 92,3 
/ f' \ 5 f À ) 
D’ P p' P 


L'extrémité libre qg correspond au champ extérieur, de sorte que 

g—p'—p+k est le 4-vecteur transfert d’impulsion au noyau. 

L'omission du recul signifie que la composante temporelle g" 0. 
D'après les diagrammes (92,3), on a 


My=— A5 (q)} 4neiu (y te Ê+ Ps + VA Es, w) u. (92,4) 
Les 4-impulsions intermédiaires f — p—k, f — p’+k; introduisons 
les notations : 

Ê—m=—2kp=—2x0, fm -2kp = 2%x'w. (92,5) 


4$” est le potentiel scalaire du champ extérieur; pour un champ 
purement coulombien, 


A? (g ) = . (92,6) 
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Substituant dans (92,2), il vient pour la section 


do = Jp'lo en ex (u'Qu u)(uQ* u”) do, do’ do, 


An Tp]q* 
où 
fm Î+ m 
Q=vr ET L cn à 02 LE 
_ FÉ r. 
Q=vQ+v =v Éb jo—p Ém v°. 


Ignorant les effets de polarisation, prenons la moyenne sur les di- 
rections du spin de l'électron initial et faisons la somme sur les 
polarisations de l’électron final et du photon. Ceci se ramène à la 
substitution 


* ur, 7, ’ 2: Pur 
eue, (u'Qru) (Qu) —- —- Tr Q, (p + m)Qr(p° + m). 


La trace se calcule d’après les formules standard ($ 22). On sim- 
plifie quelque peu les calculs en utilisant l'égalité 


V'PY"=P, 

où p(e, —p}), si p=(e, p). En outre, on peut réduire le nombre 
des termes à calculer en notant la symétrie vis-à-vis de la substi- 
tution pp", k——k, q ——q (une telle substitution n'entrainant 
que la permutation circulaire des facteurs dans le produit des ma- 
trices, elle ne change pas la trace). 

On obtient finalement l'expression suivante de la section diffé- 
rentielle du rayonnement de freinage avec émission d’un photon de 


fréquence et direction données et projection de l’électron secondaire 
dans une direction donnée : : 


do Z'aré p'm* 2% dodo’ | 


dat pq w \xx"m° (2e° + 2e? — 9°) + 
sil 1 \: e eg” \* 
Lo Crau à Ps Con D 
24°, F4 | 20 [4x , 
TE ms) (E+E PE \, (92,7) 


H=Ee—np, x -e —np'(n=k;v), q-p'+k—p. 
Par une transformation simple, on peut mettre cette formule 


1 Jci et dans la suite de ce paragraphe p, p’. g désigneront les valeurs 
gbsolues des vecteurs tridimensionnels : p=|p}|, p'=|p"], yg=|g|. 
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sous une forme quelque peu plus commode pour l'étude : 


An Z ar? dw pm m° 


Tr w pi sin 8 dB sin 8’dÜ’dp *< 


K (re (4e° — q°) sin° 9° + La (4e”* — g°) sin° 0 + 


= 2 (p° sin 0 + p'* sin 8") — —=- PP (28° + 2e —q°) sinbsin 8"cos pl . 


(92,8) 
où 
#4 -e—pcos0, x’ -e’—p'cos’, 
g®  p°+ pv —2pw cos 0 + 2p'w cos 0’ — 
— 2pp' (cos 8 cos 0° + sin 0 sin 0” cos q) ; 


6 et 6” sont les angles entre À et respectivement p et p’: ®@ est 
l’angle entre les plans (k, p) et (k, p'). 

L'intégration (92,8) sur les directions du photon et de l’électron 
secondaire est assez laborieuse. Elle conduit à la formule suivante 
pour la distribution spectrale du cpu e 

ar 0,2 [4 0 PER elle RS 
do, -- Z'ar: {- 2ee' PTE + me (ii pee me )+ 


! 8es 1e va 
+LÉE+ Per — (e*e"* + D°p * HAT 


ms [ee + pi _pee=pr\]\ 
F2pp |! p° p'i )]} (92,9) 


L= In RER 


ee’ — pp —m° 


D. join, 
E—p E"—p 


Notons que les valeurs permises des fréquences dans les formules 
déduites ne sont limitées que par la condition imposée à la vitesse 
finale de l’électron (Ze’,v’ <£1): l’électron ne doit pas perdre la 
quasi-totalité de son énergie. Lorsque w —- 0 la section du rayon- 
nement diverge comme dw;w; c'est là l'expression d’une régle gé- 
nérale qui sera étudiée au $ 96. 


1 L'intégration sur les directions du seul électron secondaire peut elle aussi 
être faite . forme analvtique—cf. R. L. Gluckstern., M H. Hull! 
Phys. Rev. 1030 (1953). 

d dicuons ‘de même l’article panoramique : H. W. Koch, J. W. Motz, 
Rev. Mod. Phvs. 31, 920 (1959), où sont donnés les graphiques des formules 
du rayonnement de freinage. 
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A la limite non relativiste (p<&m), l'impulsion du photon est 
petite devant celle de l’électron, étant donne que 
0) PE  p. 


Ceci étant, g° =(p'—p}). he dans (92,8) se -e’—m et 
négligeant tous les p, p’, w par rapport à m, on obtient 


do À — L'ar ee Le sin 0 d8 sin 0’db’dœ :: 
>: (p° sin* Tv +- p'° sin® 0" —2pp" sin Ü sin 0’ cos p), 


ou 
do. ÉÉE (n <q} dote du (92,10) 


g* (n) 
en conformité avec la formule déduite à l’approximation de Born 
au problème 1, $ 91. En conséquence, on obtient aussi pour la dis- 
tribution spectrale du rayonnement le résultat déjà connu (91,16). 
Dans le cas ultrarelativiste, quand sont grandes l'énergie initia- 
le et l'énergie finale de l'électron (e, e 5m), la distribution angu- 
laire des photons et des électrons secondaires a un caractère très 
spécifique. Aux petits angles D, 0”, les quantités x, x’ figurant aux 
dénominateurs de (92,8) sont égales à 
ÉMIS ESS PR SL 
Ze Lie), es (0%) (92,11) 
et elles deviennent très petites dans le domaine des 0< me. Dans 
ce domaine la grandeur du vecteur g(q — m) est, elle aussi, petite. 
De la sorte, dans le cas ultrarelativiste le photon et l'électron 
secondaire sont projetés en avant dans un cône étroit d'angle — me. 
La formule quantitative pour la distribution angulaire dans le 
cas ultrarelativiste se déduit aisément de (92,8) en substituant à 
x, x’ leurs expressions (92,11), en remplaçant partout ailleurs p, 
p' par €, €” et en négligeant g* devant e*. Introduisant les nota- 
tions commodes : 


b 220, 6-20 (92,12) 
m 


m 


nous mettrons cette formule sous la forme 


À 0 
do area M 645.548" dp * 
7 eg* 
“rl re (HO) De M 15 


fee) tee. 
te): a 


1 Toutefois, la déduction de cette formule par passage à la limite dans 
(92.9) présente certaines difficultés, étant donné que certains termes se rédui- 
sent entre eux. 
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Ecrivant g°-:(n7:q) + (nq)ÿ (nr -k'o), on trouve facilement 
qu'aux petits angles 
L (Ô* — 8°* — 260’ cos) -:- m° ( HR à 


m° _ 2e 2€ } 


(92, 14) 


Lorsque ô — 8’ — 1, le second terme ici est petit devant le premier. 
Les deux termes deviennent comparables dans le domaine des an- 
gles encore plus petits, où Ô = m/e. Bien qu'ici g devienne parti- 
culièrement petit (g — m°e<£m), la contribution intégrale apportée 
par ce domaine à la section est quand même petite devant la con- 
tribution du domaine tout entier ôÆ 1 (comme il est facile de le 
voir, dans le rapport m°;e*). Mais q peut aussi bien atteindre des 
valeurs g = m°;/e lorsque ô — 8’ — 1, si alors 


[ô—5'1<T, p<T. (92,15) 


La contribution de ce domaine est du même ordre de grandeur que 
toute la section intégrale (voire prédominante dans cette section, 
cf. plus loin). 

L'intégration de la formule (92,13) sur d et dô’ donne la dis- 
tribution angulaire des photons (de fréquence donnée) indépendam- 
ment des directions des électrons secondaires ! : 

d-dù 


CPP dur e’ 7 
do —- 8Z are E (1 + 0°): CAN 


fe ,e 4 | 2ee” 5 |+ , € ____ 160° | 
| Ë Te (1 +). In mu 2 |e' Tor (+0) F 
(92,16) 


Intégrant sur dô, on trouve la distribution spectrale du rayon- 
nement dans le cas ultrarelativiste : 


so due  fE e’ 2\ /, 2ee’ I 
do, —= AZQré — gs (e Ve) ne) (92,17) 
[cette formule peut évidemment se déduire directement de (92,9)]. 
Notons la présence dans (92,16) et (92,17) du logarithme d’une 


quantité grande (même si o« —e, le rapport _— r>1) . Sielle 


est si grande que même son logarithme l'est aussi, dans ces for- 
mules les termes contenant les logarithmes deviennent fondamentaux. 
Notons que ce logarithme provient de l’intégration dans le domaine 


1 On intègre d’abord sur dœ (entre 0 et 2x). Il est commode de remplacer 
l'intégration sur dô’ par une intégration sur la différence | A]=]5 —Ô] en 
divisant son domaine en deux: de O à un certain A,, et de À, à l'infini, 4 
vérifiant les inégalités m'e-& A, -<1. Dans chaque domaine on peut faire les 
abstractions correspondantes dans l'expression sous le signe d'intégration. 
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(92,15). De sorte qu'à l’approximation logarithmique (c'est-à-dire 
quand on néglige les termes ne contenant pas un grand logarithme) 
l'électron secondaire est lancé sous un angle = (m/e)* par rapport 
à la direction d'incidence. 

Enfin, donnons la formule limite pour le domaine au voisinage 
de la frontière rigide du spectre, alors que l’électron ultrarelativiste 
rayonne presque toute son énergie : w = e Se”. On déduit sans peine 
de (92,9) 

k ae "+ p' me’ 28 +p"_æe| 
do, = 2Z°a e \p* Na Tr In en pe (92,18) 
Notons que les formules (92,17-18) recouvrent tout l'intervalle des 
valeurs de « pour l'électron initial ultrarelativiste: lorsque w & € >> 
Se’ > m, les deux formules coïncident. Si l'électron secondaire est 
non relativiste (p’<&/m), on a 
do,, -: 2Z*ar® 3m (eu) do (92,19) 


m E 


Effets polarisatoires 


Les effets polarisatoires dans le rayonnement de freinage peuvent 
être traités par la même méthode générale qui a été décrite au $ 66. 
La question du choix des 4-vecteurs e‘!”, et?’ est dans le cas donné 
particulièrement simple. Puisqu'en fait le processus s'étudie com- 
modément dans un seul référentiel déterminé (de repos du noyau), 
il suffit de poser e‘!’—(0, e'!!), et — (0, e‘°), où e‘!!, e‘*? sont des 
vecteurs unités perpendiculaires à &, l'un d'eux étant contenu dans 
le plan (k, p), et l'autre étant perpendiculaire à ce plan. 

Nous ne ferons pas ici les calculs assez laborieux et nous ne 
donnerons pas non plus leurs résultats quantitatifs’. Nous indique- 
rons simplement quelques propriétés qualitatives des effets polari- 
satoires. Ces propriétés peuvent être déduites à l’aide de différentes 


1 On peut s'en assurer aisément en considérant un domaine d'intégration 
où q et A = Ôd’—0 satisfont aux conditions: m/E-< A, g-K 1. Dans ce domaine 
q°; m° & à A°+-g°6*, ct l'accolade dans (92,13) contient des termes proportionnels 
à æ* ou 4° (pour g—0 ou A=:0 clic s'annule). Or. les intégrales de la forme 


\ q* dq dA cu A° dq dA 
DEEE JA ST 


sont à divergence logarithmique ; leur e découpage» s'opère aux frontières du 
domaine indiqué des valeurs des variables. 

# Cf. à ce sujet les articles originaux : R.L. Gluckstern., M H. Hull, 
G. Breit, Phys. Rev. 90, 1026, 1030 (1953); G. Vyssotski, A. Kresnine, 
L. Rosenzweig, JPET 32, 1078 (1957); K. McVoyw. Phys. Rev. 106, 828, 
1957; 111,.1333 (1958); H. Bancerice, Phys. Rev. 111, 532 (1958); C. Frons. 
dal, H. Überall, Phys. Rev. 111, 580 (1958). (Dans ces mêmes articles sont 
données des références circonstanciées.) Cf. de mème l'article panoramique de 
W.H. McMaster, Rev. Mod. Phys. 33, 8 (1961). 
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relations de symétrie, de la même façon que nous avons opéré au 
$ 88 pour l'effet Compton. 

La théorie exposée correspond à la première approximation non 
évanescente de la théorie des perturbations. À cette approximation 
la section ne peut contenir de terme proportionnel au seul \ecteur 
polarisation de l’électron initial (£) ou de l’électron final (£’). L'ab- 
sence de terme « & signifie que la section totale (sommée sur les 
polarisations du photon et de l’électron secondaire) du rayonnement 
est indépendante de la polarisation de l’électron incident. 

Du nombre des termes proportionnels aux seuls paramètres po- 
larisatoires du photon (E,, E., E;) est absent le terme æE:. Cela 
signifie qu’un photon émis par un électron non polarisé est sans 
polarisation rotatoire. Toutefois, on a ici une différence par rap- 
port au résultat analogue pour l'effet Compton. Dans le dernier cas 
de tels termes étaient interdits par la parité d'espace du fait de 
l'impossibilité de former un pseudoscalaire avec les deux seuls vec- 
teurs indépendants en notre possession k, R’. Dans le cas du ravon- 
nement de freinage, par contre, nous disposons de trois impul- 
sions indépendantes (p, p’, k), lesquelles suffisent à former un pseu- 
doscalaire : k(px<p'). Le terme de la forme Ek(pXp') ne contre- 
dit pas la parité d'espace, et c'est pour cela que, à strictement 
parler, il est non nul. Mais n'étant pas invariant vis-à-vis du chan- 
gement des signes de toutes les impulsions [cf. (88,26)|, il est ab- 
sent à la première approximation de Born. 

L'existence du pseudoscalaire k(p xp") entraîne que, en mème 
temps que le terme ©E,, se trouve aussi permis dans la section 
un terme @EË; (contrairement à la situation dans l'effet Compton). 
Ce terme apparaît en tant que produit de la forme 


Se, v,(RXV), [&(p Xp°)] 


(où v = k:p}), lequel produit est invariant vis-à-vis de l’inversion 
d’espace ainsi que du changement du signe de toutes les impulsions. 
De sorte que le photon émis est doué de polarisation linéaire des 
deux espèces (aussi bien dans les directions des axes e'!? et e!°’ que 
dans les directions « diagonales », sous 45° avec ces axes). Toutefois 
ceci ne concerne que les conditions où est aussi enregistrée la direc- 
tion du lancement de l'électron secondaire. Quand on intègre sur 
toutes les directions de p’ le terme ©Ë; dans la section s’annule. 
On le voit a priori par raison de symétrie: après integration, les 
deux directions «diagonales» non coïncidantes deviennent équiva- 
lentes, si bien qu’une polarisation preférentielle suivant l’une (’el- 
les (ainsi qu'il en est lorsque £, 0) est impossible. 

Le degré de polarisation linéaire est indépendant de l'etat pola- 
risatoire de l’électron incident : les termes correlatifs dans la sec- 
tion de la forme E; et EÈ sont interdits à la première approxima- 
tion de Born. Quant au terme E,ü, il est permis, «de sorte qu’un 
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photon émis par un électron polarisé est doué de polarisation rota- 
toire (J. Zeldovitch, 1952). 


Blindage 


Les formules déduites plus haut sont vraies pour un champ 
purement coulombien. Mais s'il s’agit du rayonnement lors de la 
collision non pas avec un noyau «nu», mais avec un atome, on doit 
alors tenir compte de l'effet de blindage du champ du noyau par 
les électrons, réduisant la section. Pour cela, il faut introduire 
dans le potentiel du champ extérieur A'*(q) le facteur de forme 
atomique F(q) (cf. IIF, $ 137). En vertu de 111 (137,2), on v arrive 
en remplaçant Z par Z—F(q). Trouvons les conditions où l'effet 
de blindage est essentiel. 

A une valeur déterminée de g dans le facteur de forme corres- 
pondent des distances r — l'q dans la distribution spatiale des charges 
électroniques dans l’atome. Le facteur de forme se rapproche de 1a 
valeur Z (blindage total) lorsque g< 1/a, a représentant les dimen- 
sions de l'atome. 

Par ailleurs, dans le cas ultrarelativiste, on a vu plus haut 
qu’une contribution essentielle était apportée à la section de rayon- 
nement par le domaine des valeurs de q au voisinage de la valeur 
minimum que q peut avoir en général pour les énergies initiale et 
finale données de l’électron. Dans le cas ultrarelativiste 


Qmin=p—p—0 = eme m—(E—e) = D 
Le blindage est essentiel Si Qmin< 1;/a, ou 
te” a 
mo ? T/m° (92,20) 


Cette condition est en tout cas réalisée pour des énergies suffisam- 
ment grandes de l’électron incident. 

Si Qmin E l'a («blindage total»), on peut écrire d'emblée, à la 
précision logarithmique, la réponse pour la distribution spectrale 
du rayonnement. En effet, dans (92,17), on a précisément sous le 
logarithme le premier membre de l'inégalité &e’/mw > ma. Lorsque 
cette inégalité est observée, l'intégrale sur dq qui donne ce loga- 
rithme est tronquée sur une valeur de l’ordre de grandeur du second 
membre de l’inégalité. D’après le modèle de Thomas-Fermi a=—a,Z-1;, 
où a, — l/me* est le rayon de Bohr (cf. III, $ 70); alors am — l'aZ':3, 
Ainsi donc, en blindage total le logarithme dans (92,17) doit être 
remplacé par In(l/xZ1/3)1. 


1 Pour un exposé plus détaillé de la question, cf. H. A. Beth, 
W. Heïtler, Proc. Roy. Soc. À 146, 83 (1934); H. À. Bethe, Proc. Camb. 
Phil. Soc. 30, 524 (1934). 
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Perte d'énergie 


La perte d'énergie de rayonnement par l’électron est caractéri- 
sée par le «freinage efficace » : 


Lray = \ © d GO. (92,21) 
0 


Le calcul de l’intégrale, où do, est donné par (92,17), conduit au 
résultat suivant !: 


gens, NI2E+4mÈ, ep  (8e+6p)m°, .e+p 4 
Log = PO À Gen Mn pe m3 
2m° L {2p(e+p) 
rad (22) , (92,22) 


F(x) ayant pour définition 
FO —= \ EE dy. 
0 


Pour les x petits 


, 3 À 
F(X)=x—T +52 +... 


Pour les x grands on peut utiliser la formule exacte 


F (x) RE + intx—F o | 


Dans le cas non relativiste (92,22) se réduit à 


16 ,,, 
ray = 3 Z'Arem. (92,23) 
Cette formule peut certes se déduire directement en intégrant la 
formule de Born non relativiste (91,16). 

Dans le cas ultrarelativiste : 


— AZ'orte (nes) (92,24) 


Ge 3 


ray 

Le rapport %x,,,e s'appelle également section de perte d'énergie 
pour le ravonnement. Pour les grands & il est à croissance loga- 
rithmique. Mais cette croissance disparaît quand on tient compte 
du blindage. Lorsque le blindage est total, x,,./e tend vers une 
limité constante = 4Z*ariin(l/aZ":). 


1 Bien que la formule (92,17) soit inapplicable au voisinage de la limite 
supérieure, cette circonstance est rendue inessentielle par |la convergence de 
l'intégrale. 
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Pour la collision avec un atome ïl faut encore avoir en vue 
que, outre le rayonnement dù à la collision avec le noyau, une 
partie du rayonnement résulte de la collision avec les electrons. 
Nous verrons plus loin ($ 95) que dans le cas ultrarelativiste la 
section du rayonnement d'impact d’un électron sur un électron ne 
diffère de la section du rayonnement d'impact sur un noyau que 
par l’absence du facteur Z?. Ceci étant, on peut approximativement 
tenir compte de la présence de Z électrons atomiques en remplaçant 
Z* par Z(Z +1). 


$S 93. Formation de paires par un photon dans le champ du noyau 


La formation d’une paire eélectron-positron lors de la collision 
d’un photon avec un noyau (Z2-+y—-Z--e-—<e*) est un autre ca- 
nal de croisement de la mème réaction à laquelle se rapporte le 
rayonnement de freinage de l'impact d’un électron sur un noyau 
(Z+e-—Z+e- 7). Aussi l'amplitude M}; de ce processus se 
déduit-elle simplement de l’amplitude du rayonnement de freinage 
en faisant la substitution 


E, P——E,,—P,, €’, p—+e_, p_, ww, kR—--0,—k (931) 


(les indices -: et — concernent le positron et l’électron). En ter- 
minologie des grandeurs absolues et des angles, la transformation 
des impulsions est 


D—pP,,;, p° — p-, 6—r—0,, 0" —0., P—p—1, 


0. étant les angles entre p. et k; œç est l'angle entre les plans 
(k, p.,) et (k, p-). 
La section s'exprime maintenant au moyen de M}; par la for- 


mule 
| 


Bwe _e, 


d“p , dp_ 
(21)° 


[au lieu de (92,1)], ou après élimination de la fonction 6 


do = sl Myil'do,do_de.. 
(Dans ce paragraphe, p, —|p,:{|, g—{|g|.) Rapprochant de (92,2), 
on voit que pour déduire la section de la formation d’une paire de 
Ja section du rayonnement de freinage, il faut faire dans cette der- 
nière la substitution (93,1), la multipliant par 


pres, (93,2) 


et remplacer do’do, par do,do_. 
De cette façon, on déduit de (92,8) l'expression suivante pour 
la section différentielle de la formation d'une paire par un photon 


do -|M},;F Ô(O—E, —e._) 
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impolarisé, médiée sur les polarisations des composantes de la 
paire ! : 
Lars m°p.p-de. 
no 2x og" 


sin0,d6,-sin0_d0_do;: 


2e PE (4e? —_ 92) sin°0, -: LE (4e —g°) sin° 8 — 
x x° 


— 2 (pe sint 0, -- p£ sint 0.) — 

+ — 

—P2p- (2e + 2e? — 9°) sin 0, sin 0_ cos qi , (93,3) 
+ —_ 


#4 =Ee:—p;CoS0., g—(p, +p-—Rk},e,+e_=0o 


(H. À. Bethe, W. Heitler, 1934). 
Par une transformation analogue, on déduit de (92,9) la distri- 
bution en énergies des composantes de la paire: 


wo 3 2 


Hem, 1,1 . ) Rs 
Pp- P+ 


P+P- 
Lis 
b | Sp+P- " pr pe 


e 2 2 
m°vo El. — D} Est —p> 
2p+p- ( F pt p}. J 
E+E_ + p+p-—+m* pi 
=) £, 
E+E-—p+p- rm EL PL 


8e,;e_ . ou 


—— 


(eie + pipi —mfe,e_)— 


L=in 


(93.4) 


Les formules déduites étant fondées sur l’approximation de 
Born, elles sont vraies pour Ze’/v, << 1. Notons que la symétrie 
des formules (93,3-4) vis-à-vis de l’électron et du positron est pré- 
cisément une conséquence de l’approximation de Born; elle dispa- 
raîtrait aux approximations plus élevées. 

Dans le cas ultrarelativiste (e: 5m) l’électron et le positron 
sont projetés sous des angles 8, = m/e, avec la direction du pho- 
ton incident. La distribution angulaire est donnée par une formule 
analogue à (92,13) 


8 me ,E_ Ô° 5° 
do = — Z'ar == d a us 
7 wgs + 1H) (14-82) 
wo? 05 +02 +(E: = 8. 0- cos p 


dese_ (1+62)(14+82)  Ve_ es /(1+0)(1+0) 


E_ E+ 
x 6,.6_-dô,d5_.dp, (93,5) 

1 Pour ce qui cst des effets polarisatoires lors de la formation de paires 
par un photon, voir la littérature déjä indiquée au $ 92 pour le rayonnement 
de freinage. | 
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avec 


D 6e +62 + 28,6 cos q + mr (EN D) (93,6) 


La Pr suivant les énergies est dans ce cas: 


do — 4Z*art + (et -|- €? +$ese.|{ (In né \(uitrarelat.). (93,7) 

L'intégration de cette expression sur de, (de "17 à w) donne la 
section totale de la formation de paires par un photon d'énergie 
donnée ! : 


28 2 109" 
=F rar (ne— , > M. (93,8) 


Ainsi que pour le rayonnement de freinage, le terme logari- 
thmique dans la section, dans le cas ultrarelativiste, provient du do- 
maine des valeurs g — m“;e. À ceci correspondent maintenant des 
angles pour lesquels 


[84 —81<T, 1n—pl<T 


[au lieu de @<m/e dans (92,15)]. De la sorte, à l’approximation 
logarithmique, les directions de l’électron et du positron forment 
avec la direction du photon des angles inversement proportionnels 
aux énergies des particules et sont situées presque dans un même 
plan avec elle, mais de part et d'autre. 

Au voisinage du seuil de réaction (© —+ 2m), l'approximation de 
Born est inapplicable. La déduction de la formule quantitative dans 
ce cas exigerait qu'on tienne exactement compte de l'interaction 
coulombienne des trois particules chargées qu’on a dans l’état final 
(du noyau et de la paire). La symétrie vis-à-vis de l’électron (attiré 
par le noyau) et du positron (repoussé par le noyau) disparait 
ae bien sûr. 

i 


Zu LE} “TT EI, (93,9) 


l’approximation de Born s'applique encore. Aux énergies non rela- 
tivistes de la paire 6 Æ 2m p., et de ce fait g = w. Dans (93,3) 
on peut partout poser &: = x: -: m, w —2m, après quoi cette for- 
mule se réduit à l'expression 


2 2 
do. PE P+P= (p3 sin® 0, + p® sin® 0_)do,do_de,. (93,10) 


1 L'intégrale convergeant aux deux limites, l’inapplicabilité de la formule 
(93,7) pour les e, —m petits est inessentielle. 
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Après intégration sur les angles, * 


lu. + P+p- (pi +p°) 
do = + Zfare =. UE. = 
_ Pari 
3m 


(o— 2m) F'(e, —m)(e- —m)de.. (93,11) 


Enfin, intégrant sur de, (entre m et w—m), on obtient la section 
totale 
TI 


1») — 9 3 
0-7 Z'or! (—) | (93,12) 


Si la vitesse relative (v,) des composantes de la paire créée est 
petite, il faudra tenir compte de leur interaction coulombienne 
(4. Sakharov, 1948). Cette interaction devient importante quand v, 
est de l’ordre de grandeur (ou est inférieure à) des vitesses de la 
particule dans l'état lié de l’électron et du positron (positronium) : 


v, <a. (93,13) 


Considérons le processus dans le référentiel du centre d’inertie de 
la paire. Sur les diagrammes représentant le processus dans ce réfé- 
rentiel sont essentielles les impulsions virtuelles =m. En d’autres 
termes, sont essentielles les distances entre l'électron et le posi- 
tron —l/m. Or, la fonction d'onde de leur mouvement relatif (7) 
ne varie notablement que sur des distances r = l'mv, — l/ma, 
c'est-à-dire sur des distances grandes devant 1m. Aussi la conside- 
ration de l'interaction des particules fait-elle apparaître dans l'ele- 
ment de matrice de transition le facteur #*(0). La section diffe- 
rentielle est respectivement multipliée par |f(0)|*, c'est-à-dire 

272/to 


PE (93,14) 


[cf. 111 (134,11)]. La vitesse relative des deux particules est la vitesse 
de l’une dans le référentiel où l’autre est au repos. En rapprochant 
les valeurs de l'invariant p,,p" dans ce référentiel et dans celui 
du laboratoire (référentiel de repos du noyau), on obtient 

m° 


} 14% DU ne 


d'où l’on peut déduire &,. Si p, el p_ sont voisins en grandeur et 
direction, on obtient pour v, la formule approchee 


8 — pot + (PPT (93,15) 


€” 


(applicable pour v, << 1); ici p=(p,; +p_)2, e=(e, +e-),2, 8 est 
l’angle entre p, et p…. 


15° 
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La correction apportée à la section par les formules (93,14-15) 
fait apparaître une anomalie dans la corrélation entre les impulsions 
de l'électron et du positron créés : un maximum aigu pour p,=p-. 


S 94. Théorie exacte de la création de paires et du 
rayonnement de freinage dans le cas ultrarelativiste 


Dans les deux paragraphes précédents, le rayonnement. de frei- 
nage et la création de paires par un photon dans le domaine rela- 
tiviste ont été étudiés à partir de l’approximation de Born, ce qui 
exigeait Za<£1. Le présent paragraphe expose la théorie de ces 
processus exempte de cette restriction, c'est-à-dire vraie pour Za—I 
aussi (H. À. Bethe, L. Maximon, 1954). Il sera alors supposé que 
les deux particules (l’électron initial et final ou les composantes de 
la paire) sont ultrarelativistes; leur énergie e > m. 

Nous avons vu que dans le cas ultrarelativiste les deux parti- 
cules sont projetées sous de petits angles (6, 8° ou 6,, 6-) par 
rapport à la direction du photon: 86<m/e. Cette propriété subsis- 
tant dans la théorie exacte (suivant Za), nous envisagerons préci- 
sément ce domaine des angles. 

Le transfert d’impulsion au noyau dans ce domaine q = m. Cela 
signifie que dans les fonctions d'ondes sont essentiels les paramè- 
tres d'impact p = 1l;q = 1/m, c'est-à-dire les «grandes» distances. 
A “à distances on peut se servir de la fonction d'onde déduite au 
$ 39. 

Création de paires 


La section de creation d’une paire a une forme analogue à celle 
de la section de l'effet photo [comp. (56,1-2] : 


do -2n|el "4x = Mafô(o—e.—e) TE : (94,1) 


My = Les (ae)etrpt), _, dix. (94,2) 


Ici p{=,_ est la fonction d'onde d'électron, 1°), _,, étant la fonc- 


tion d'onde d'energie négative (—e.) et d’impulsion —p.. 

La fonction #£_,_ se rapportant à la particule dans l'état final 
doit contenir dans son expression asymptotique (en même temps 
qu'une onde plane) une onde sphérique convergente: ce fait est 
noté en affectant la fonction par (—) en indice supérieur. En vertu 
de (39,10), une telle fonction d'onde! 

Ct-) , TA | 
OISE) Fi, 1 —i(p-r +p-r)u(p). 
(94,3) 


Ci) env2T (14 iv), v = Zo. 
1 Dans ce paragraphe p, —|p. |, g=1q|. 
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Quant à la fonction ÿ#%,_,,, elle doit contenir dans son ex- 
pression asymptotique une onde sphérique divergente [indice supé- 
rieur (+)], puisque d'après son sens elle est fonction d'onde de 
l’xétat initial d'énergie négative». En ce qui concerne la fonction 
d'onde du positron (formée à partir de 4! _,.), elle contient une 
onde convergente dans l'expression asymptotique, ainsi qu'il doit 
en être pour une particule finale. D'après (39,11), une telle fonction 


(+) ’ l ; ; : 
pe, ee + e-ip+r ( on. F(—iv, 1, i(prr + p:r))u(—p,), 
+ 
C'# = er (1 + iv). (94,4) 


Notons que la nécessité de tenir compte des termes =1/e dans 
(94,3-4) est liée à la structure matricielle de M}; (94,2). L'élément 
de matrice (a),; est un vecteur de direction Voisine de k. C'est 
pourquoi le terme fondamental dans (œe),; est petit, et les termes 
correctifs sont du mème ordre de grandeur que lui. 

Substituant (94,3-4) dans (94,2) et négligeant les termes —1l'e,e_, 
on trouve 


M; = Tarn u* (p_) {(ea) 1+(ea) (a«l,:)--(œf_) (ea)} u (—p+), (94,5) 
æ +T— 
où 
N=CHCD = (94,6) 
sh 1v ? : 
1= \ e-iarF°F;,d"x, 
Leg (eivFsFdx, Lg (e-nr(tF tr. dx, (94,7 


q=p++p-—k 


[F- et F, sont les notations abrégées des fonctions hypergéométri- 
ques figurant dans (94,3) et (94,4)]. Notons d'emblée que les inté- 
urales /, 1,, 1_ sont reliées entre elles par une identité: de 


Ü vte-'#rF2F,) dix —0 


on déduit 
ql+-2e,l, 5 2e I :- 0. (94,8) 
On prend la moyenne de | M,;[* sur les polarisations du photon 


incident et on somme sur les directions des spins de l'électron et 
du positron'. Pour ce faire, on substitue au tenseur : 


: ] k 
Eh — + (Oix —nittx), R= 


1 Pour le calcul où il est tenu compte de la polarisation de toutes les par- 
ticules, cf. H. Olsen, L. Maximon, Phys. Rev. 114, 887 (1959). 
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et aux produits des bispineurs : 
u.-u, —2p: =(e.v—p;Y4T m). 
Faisant également la substitution æ =", on trouve 
IMPR {Spp-QP-Q—Spp_(nQ)p+ (RQ). 
Q=vi—- VO) OI). 
Q = —% (2) y (0). 
Ecrivons d'emblée le résultat qui s'obtient après les abstractions 


appropriées pour le cas ultrarelativiste envisagé dans le domaine 
des angles petits 


4 —<1. (94,9) 
Introduisons les vecteurs auxiliaires : 
il E 
(UPS = —(P+); Ôe== ——0. (94,10) 


(l'indice | désigne la composante perpendiculaire à k). A l’aide 
de ces vecteurs la réponse s'écrit sous la forme 


N? 2° ; S 
real}. eu 


MF Te. +-2 


4 | 2° €° 


< . . . € 3 
Nous avons pris en considération ici que 7/-—/4— _ 12 
[ainsi qu'il ressort de (94,8)], et avons omis les termes d'ordre plus 
élevé en m'E. 

Les intégrales 7: peuvent se mettre sous la forme 


1=| Fix, 1, itpar per) Fix, L, i(per+per))dôx. 


r 

(94,12) 

L'intégrale J s'exprime au moyen de la fonction hypergéométrique 
complete !: 

J'= = LES | FA iv, iv, 1, 2), 
g \g—<p-4;, 94 
3 -2T(P:P-—pip-)--2(p.q){p-0) ( 13) 
(g9* —-2p;:q)(4* —2p-q) | 
La dérivalion par rapport à p+ devra se faire à paramètre qg donné, 
et c'est seulement après qu'on pourra poser g:-:p;-p_—k. Nous 


1 Pour ics calculs, cf. l’article de À. NWordsieck, mentionné page 435. 
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donnons le résultat sous la forme où ont déjà été faites les abstractions 
correspondant au cas ultrarelativiste et aux conditions (94,9) : 


EP E (Es 


le (EE) dvaseF (+ HF (2) QE —mb)|. (04,14) 


L] 


Nous avons introduit ici les notations abrégées : 


> PTE _de - 
Si — €: - l mm S+Ss 


ES (94,15) 
F(2)-F(—iv, iv, 1,2 


|[F (2) est une fonction réelle]. Après quoi l'intégrale / se calcule 
directement à partir de (94,8). 

Substituant les valeurs des intégrales dans (94,11), puis dans 
(94,1), on trouve la section différentielle cherchée. On a la formule 
définitive : 

4 / nv 


do= | 


2 4 
L n Z'ari Re 5.d6, -6_dB_-dp de: -{F* (2) 
x [—2r 4e (Ô2E2 < O2E*) Lt (55 L O2 )E,E_ + 
ete 
SE FE (2) x 
x [—2e.e- (BEEE JÔE) Lot (1-L8H6:)E,E — 
—2 (ei +e!)ô,0-E,5- cosp]!. (94,16) 


4 
4-2(e5+e)6,6_8,8 cos p] + à 


Lorsque v — 0, 


71V 
sh 7v 


— 1, F(2—1, F2) = v —-0. 


L'expression (94,16) se réduit alors, comme il se doit, à la formule 
de Bethe-Heitler (93,5) correspondant à l'approximation de Born. 
Elle se réduit à la même formule aussi bien pour v arbitraire, si 
les angles de projection de la paire vérifient les conditions 


4 —6[EI, [n—pl<1. 


En effet, on a alors g<£m, de sorte que le second terme entre 
accolades dans (94,16) peut être omis du fait qu'il contient en plus 
(par rapport au premier terme) le facteur (g'm)*. On a dans le pre- 
mier terme [notant que (1—2) — qg*'m<1]! 
_ . _ l __shav 

F(2)— F(D=F(—iv, à, 1, D - FAN (94,17) 
et il s'ensuit la réduction du facteur analogue devant les accolades. 

Passons à l'intégration de la section sur les directions de la 
projection de la paire. 


1 Cette valeur de la fonction peut se déduire de la formule III (e,7) qui 
lie les fonctions hypergéométriques de z et 1 —2. 


460 INTERACTION DES ÉLECTRONS AVEC DES PHOTONS 


Nous diviserons l'intégration sur les angles en deux domaines, 
I et II, où l’on a respectivement 


1) 1—2> 1—2,, I) 1—2z<1—2,, 


z, étant une valeur pour laquelle 15 1—z, 5 (m/e). Comme dans 
Il on a l—z<1, g*<<m°, en vertu de ce qui a été dit plus haut, 
on a ici do = dos —=do|,..,, où dog est la section à l’approximation 
de Born. De sorte qu’on a pour l'intégrale sur les angles : 


do, = | do =\ do+ (. do, 0 = (de, )s + ( (do—dol,.v), (94,18) 


(doe.)s étant la section de Born (93,7) intégrée sur les angles. 
On a dans I 


À & 6: + 6? + 25,5_ cos p. 
Nous allons passer des variables ô,, 6_, @ aux variables E,, E_, z. 
Le calcul direct du jacobien de la transformation donne 
e,e_ dé+ dë- do 
6:d6,-5_dô_-dp— nr sn 
1—2= EE  -E,+ 5 204,6 +9 V E,8 (1 —E,)(1—EL) cos q. 


Tirant d'ici cos et sin et substituant le tout dans (94,16), il 
vient à l'issue de transformations algébriques simples 


do — À de + EE  —_ —_" — X 
[2 (1—2)—(1—2) (8++85-—1)7—2(6,; —E5-)l"': 


X (ie [(ei + ei )(1 — 2) + 2e,e_ (Ë+ —E_)*] Fe 
Fe [(ei na e* ) pa + 2e,e_ (Es + E_ —1ÿ}| | 
nv \°Z'aré 
À = ( ) 


sh x7v 210 


Enfin, introduisons au lieu de £,, Ë_ les nouvelles variables « sphéri- 
ques» %, Ÿ comme il suit: 


&++E_—1 =}/zsinxcos Ÿ: 
E4—E_ =} 1—zsinysin,; 
0Lx<T, 0<p<2n 

248 + dé- — V z(1—2) sin y cos y dy dy. 


Les intervalles de variation de #% et ÿ indiqués correspondent à £ 


S+) 


£_ variant de 0 à 1, c’est-à-dire à 6,, ô_ (ou, ce qui revient au 
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même, à 6,, 0_) variant de 0 à l'infini: la convergence rapide de 
l'intégrale admet un tel élargissement du domaine de variation des 
angles. Aprés la transformation, le radical au dénominateur se réduit à 


V z2(1—z)cos 4; l'intégration sur dy db est élémentaire et donne 


do - 2A.2n dz (et Le L Fes) ES @) Sr 27 Le (| de. 


Nous avons introduit ici le facteur 2 qui tient compte du fait que 
l'intégration sur dz sera faite de 0 à z,, alors que quand l’azimut 


varie de 0 à x et de x à 2x, chaque valeur de z est parcourue deux 
fois. 


On intègre sur dz à l'aide de la formule (91,14), qui, pour 
v’-— v [et respectivement pour F (2) réelle], a la forme 


2 d , 
te EE (ZFF). 


= 


L'intégrale de cette expression est égale à z,F(2,)F’(z,)/v?. La 
valeur z,F(2z,)& F(1) est tirée de (94,17), l'expression limite pour 
F'(2, — 1) étant donnée par la formule ! 


LF'()-F(—is, 14,2, 2) æ—[In(l—2) +2 (I, 


1 On pourra trouver la déduction de ces formules dans !l'Appendice de 
l'article: H. Davies, H. A. Bethe, L. C. Maximon, Phys. Rev. 98, 
788 (1954). 
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où 
] Se 2 LU LA 2 \° I 
F(\) =-<{[V( + iv) + ÿ(I — iv) —2 I (1)] ER Nr ITEM (94, 19) 
d n=1t 
W(z)- L'(2,T (2). 
Substituant toutes les expressions trouvées dans (94,18), on obtient 


la formule définitiv e : 


dos. = AZari (ei + et Lee, E_ \ [In ne +—f(a2) 


se 
3 


eo | 
(94,20) 
Section totale de la formation d'une paire par un photon d’ener- 
gie G) : 


2058 2e 109 
6 À Z'ort [in mg —/(a2)| - (94,21) 
On voit que dans ces formules les variations s'expriment par le fait 
que du logarithme est retranchée la fonction universelle du numéro 
atomique /(«Z). On a représenté sur la fig. 17 le graphique de cette 
fonction. Pour v<£1 on a f(v) = 1,2v*. 


Rayonnement de freinage 
Elément de matrice du processus de rayonnement de freinage : 


MT [pi (ue)e-trpis dix; (94,22) 


les fonctions d'ondes de l’électron initial (e, p) et final (e”, p’) con- 
tiennent asymptotiquement des ondes sphériques respectivement 
divergente et convergente. Le calcul de cette intégrale est analogue 
au calcul de l'élément de matrice (94,2). Toutefois, nous ne nous 
arrêterons pas sur ce calcul. 

En revanche, nous exposerons une autre méthode de calcul de la 
section du rayonnement de freinage, basée sur le caractère quasi 
classique du problème et n'utilisant pas explicitement les fonctions 
d'ondes de l’électron dans le champ du noyau (et, en ce sens, non liée 
à la forme exacte du potentiel du champ). 

Lors du processus de rayonnement de freinage par le noyau 
l'impulsion qg -p’-:-kR—p est transmise à l’électron et au photon. 
Comme plus haut (au problème de la création de paires), il faudra 
distinguer deux domaines de valeurs de transfert transverse (par 
rapport à p) de g.: 

om 


Dm>È>qg >—, Il) qi mm. (94,23) 
Il est clair a priori que ee le domaine 1 la section du rayonne- 
ment coïncide avec celle de Born. Le fait est que pour de tels g, 


1 La déduction exposée ci-dessous appartient à V. Bayer ct V. Katkov (1968). 
Autre méthode de calcul quasi classique. cf. H. Olsen, L. Maximon, 
H. Wergeland, Phys. Rev. 106, 27 (1957). 
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le recul de l’électron émettant le photon n'est pas essentiel [ceci 
sera démontré en détail au $ 96, cf. déduction de la condition 
(96,10)]. C'est pourquoi dans le domaine Î la section du processus 
se décompose en le produit de la section de diffusion exacte de 
l'électron dans le champ du noyau par la probabilité de rayonne- 
ment indépendante de la forme du champ. Mais comme en vertu de 
(81,10) la section de diffusion exacte d’angles petits dans un champ 
coulombien coïncide avec la section de Born, la section totale du 
processus dans le domaine I coïncide elle aussi avec la section de 
Born. 

Ainsi donc, il suffit de considérer le domaine I]. Dans le cas 
de petits transferts d’impulsion l'électron passe près du novau avec 
de grands paramètres d'impact : p — 1/g, — e/m*. Mais à de telles 
distances le mouvement de l'électron est certainement quasi classique 
[on pourra aussi s’en assurer sans difficulté, en appliquant directe- 
ment la condition usuelle de quasi-classicisme 111 (46,7) à l'équation 
ultrarelativiste (39,5)|]. 

Le mouvement étant quasi classique, on pourra utiliser la mé- 
thode déjà appliquée au $ 59 au rayonnement de freinage magnéti- 
que. La probabilité d'émission du photon est donnée par l'intégrale 
(59,9) [Q étant pris dans (59,13)]; en l'occurrence, on aura là la 
probabilité de rayonnement pour un seul passage d’électron près du 
noyau. 

Ainsi qu’au $ 59, il faudra avant tout calculer la quantité L 
définie par (59,15). La différence n'est que dans la forme de la 
trajectoire classique de l’électron r —r(f). Aux grands paramètres 
d'impact le mouvement a lieu dans le domaine où le champ U (r) 
du noyau peut être considéré comme faible. À l’approximation zéro 
la trajectoire est une droite passant à la distance p du centre. 

A l'approximation suivante on a l'équation du mouvement 
(comp. I $ 20): 


p étant un vecteur du plan xy perpendiculaire à l'impulsion initiale 
de l'électron, et r au second membre devant être interprété comme 
fonction de l’approximation zéro 


ræeV prof z pt Lr. 
D'où 
la 


PE)—P)=—p (TT (04.24) 


l 
La vitesse est æ({)--p(f)/e, l'énergie e [qui ne dépend que de la 
grandeur de p({), mais non de sa direction] pouvant être considérée, 
avec la précision requise, comme constante. Ceci étant, une nouvelle 
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integration donne : 
t, ©! 
| dU di’ 
r()—r()=ot(t)— Ed \TT.  (04,25) 
{ 


li 


Par la suite nous poserons /,—:—o, de sorte que les quantités 
p=p(— oc) et v :2(— œ) seront l'impulsion et la vitesse initia- 
les de l'électron. 

Cette formule a même structure que (59,17): le premier terme 
est parallèle, et le second perpendiculaire à ©, le coefficient dans 
le second terme contenant l'e. C'est pourquoi l’on obtient pour L 
l'expression antérieure (59, 18), avec (94,25) pour r({.)—r (f,). 

Utilisant cette expression, nous mettrons la probabilité (59,9) 
sous la forme 


. d'k 
do — | a (ep) [° PETE : (94,26) 
où 


a(p)=e = | R(t)exp li — [of — kr (t)] \ dt, (94,27) 


_ ep 
R(t) - Va ae —— ee 
où tous les facteurs dans l'expression sous le signe d'intégration 
peuvent être considérés comme des quantités classiques, c'est-à-dire 
qu'on peut faire abstraction de leur non-commutativité !. 
Rappelons que dans (94,27) 


e —e—o, p'(t)=p(t) —k. 


La fonction classique p(f), elle, est donnée par (94,24). Interpré- 
tant p comme l'impulsion initiale de la particule, il vient pour le 


champ coulombien (ÙU —— vr, v = Za): 
P()=p—"% + | 
Alors, 
r (t) = Li IVe +E il 
Introduisant la variation de l’impulsion en diffusion classique : 
A=p(oo)—p(—ce)=—127, (94,28) 


1 Comme au $ 59, la possibilité d’une telle abstraction est assurée par 
l'inégalité © > w,, où w, est la fréquence caractéristique du mouvement. Dans 
le présent cas w, — v/p<K<m, et w — &. 
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recopions ces formules sous la forme : 


DU UE : 7 a 1]: (94,29) 
ro=(p+3): rte Verre 


Utilisant à présent la formule (59,19) pour R(f) et les expres- 
sions (94,29) pour p({) et r(f), on peut calculer dans (94,27) l’in- 
tégrale par rapport au temps. Pour intégrer, on fait le changement 
de variable 


&=——[of—kr(t)] 
et on utilise la formule 


EE ok 
NÉS: 


(K, étant la fonction de Macdonald). Toutefois, on n’a pas à faire 
complètement ces calculs. Le fait est que nous aurons besoin de 
l'expression de a(p) seulement pour les petites valeurs de À (A<£m) 
(considéré dans le calcul comme un paramètre indépendant). Alors 
on obtient pour a(p) une expression de la forme : 


a (p) =w;Dw;-Ayx-K, (L), (94,30) 
avec 


x =p + (1—n), 


où 2--k/w, et D étant fonction de p, e, k (mais déjà plus de p): 
la forme de cette fonction ne nous servira pas'. Etant donné que 
dans le cas ultrarelativiste le photon est émis sous un faible angle 8 
par rapport à la direction de la vitesse de l'électron, on a 


ou 
= : 0 
X 7 P See (1 +8), =. (94,31) 


Nous avons déjà dit que (94,26) esl la probabilité d'émission 
pour un seul passage d’électron de paramètre d'impact p. Quant à 
la section du processus de rayonnement d’un photon de fréquence 
el direction données, elle s'obtient en multipliant par v-'dp,dp,= 


1 Notons que pendant l'inlégralion les spineurs w;, w, peuvent être consi- 
dèrés comme constants, c'est-à-dire qu'on peut négliger la variation de la pola- 
risation & de l'électron dans son mouvement a classique. On peut 
s'en convaincre à partir des équations déduites au $ 41. 
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æ dp,dp,= d'p et en intégrant sur les paramètres d'impact : 
dk à da 
do - \ | a (p) l°d’p. (94,32) 


Toutefois, il ne faut pas croire que, sans intégration sur d'a, cette 
formule donnerait également la distribution en directions des élec- 
trons finaux. Le fait est que la déviation de l'électron en mouve- 
ment sur sa trajectoire classique ne coïncide pas avec sa déviation 
quantique indéterminée [si bien que la limite p’() de la fonction 
classique p’(f) ne coïncide pas non plus avec l'impulsion finale de 
l’électron p’]. Ceci étant, pour obtenir la distribution angulaire des 
électrons, on devra redécomposer leur fonction d’onde en ondes 
planes, de la même façon que dans III $ 127. 

La formule (94,32) montre que a(p) est l'amplitude du rayon- 
nement du photon lorsque l’électron est lancé avec un paramètre 
d'impact p. Les expressions (94,26-27) déterminent toutelois cette 
amplitude à un facteur de phase près. Il est facile de voir que ce 
facteur est égal à e-'*. En effet, étant donnée la présence dans 
r(t) de la partie perpendiculaire à p indépendante du temps 
ri (—o)--p, un tel facteur constant est déjà contenu dans l’ex- 
pression de V,;(#). On peut le sortir du signe d'intégration par rap- 
port au temps, et, vu son caractère non opératoriel, il n’est pas 
concerné par le processus de commutation des opérateurs. De la 
sorte, l'amplitude du processus de rayonnement est 


e‘*Pa (p), (94,33) 


a(p) étant défini par (94,30). 

Supposons maintenant que. lorsque Z2—-—, l'électron soit 
décrit par une onde plane d'impulsion p dirigée le long de l’axe 
des z. Cela veut dire que, lorsque 2—-—, la fonction d'onde 
de-l'électron se réduit dans le plan x, y à une constante indépen- 
dante de p, que l’on peut poser égale à 1. Nous omettrons les 
amplitudes bispinorielles sañs importance dans les raisonnements 
ultérieurs. Alors, en vertu de III (127,2), la fonction d'onde de 
l'électron qui traverse le champ s'écrira, lorsque z2—, à un 
facteur de phase près indépendant de p!: 


@ 


#(oo) -exp — i \ U (x, y, z)dz | = S (p). (94,34) 


1 Nous référant à la formule 111 (127.2), nous avons en vue l’analouie enlic 
l'équation (39,5), où nous avons posé p* Æ #*, et l'équation non relaliviste de 
Schrôdinger (39,5a). Tenant comple de la différence dans la signification des 
coefficients dans ces équations, il est facile de voir que, dans notre cas, les 
conditions d'application 111 (127,1) de la formule III (127.2) sont effectivement 
vérifiées. Le fait que cette formule ne s'applique pas pour les 2 arbitrairement 
grands est sans importance, pour les mèmes raisons que dans 111 $ 127. 


LE CAS ULTRARELATIVISTE 467 


D'après la signification même de l'amplitude de transition 
(94,33), la fonction d'onde de l'électron qui a traversé le champ 
et émis un quantum est 


e-"#Pa (p) S (p). (94,35) 


Alors, l'amplitude de rayonnement avec transition de l'’électron 
vers un état d’impulsion déterminée p” est donnée par la compo- 
sante de Fourier correspondante de (94,35), c'est-à-dire, d’après III 
(127,3-4), par l'expression : 


a(g1) = À e-ipre-ttea (p) S(p) d'p = 
= [e-*L'a(e) S(p)dp, (94,36) 


q. étant la composante perpendiculaire de l'impulsion transmise 
par le noyau. 
La section de diffusion pour le transfert g, donné est : 
, Ok d°q, | É 
do -[a(q1)F Gas Ga (94,37) 


Calculons S(p). Dans le cas qui ‘nous intéresse du champ coulom- 
bien, l'intégrale dans l'exponentielle diverge, ce qui traduit le fait 
que dans la diffusion coulombienne la phase est infinie. Aussi 
devra-t-on d’abord calculer l'intégrale entre des limites finies : 


R R 
t  ___ dz LL'DE LR Le 
usa nn) R° +p')—Inp|= 


&s—2vIn2R--2vinp 
(Rp). Le premier terme constant est inessentiel, de sorte que 
S (p) _e-2inp p2iv, (94,38) 
Substituant (94,30) et (94,38) dans (94,36) et effectuant l'intégration 
sur les directions de p dans le plan x, y, on obtient : 


a(qi)— v ( pr K;:(x)J(q1p)pdp, (94,39) 
0 


J, élant la fonction de Bessel. Nous n'avons pas écrit ici les fac- 
teurs qui ne contiennent pas v- Za. 

On voit que la dépendance de l'amplitude a(q:) [et donc aussi 
de la section (94,37) elle-même] par rapport à v est contenue dans 
un facteur séparé. 

Par ailleurs, lorsque v —-0 Îa section doit se réduire à son 
expression de Born. 

Il en résulte a priori que la section ne différera de la section 
de Born que par un facteur, et, ce facteur étant indépendant de 
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la polarisation de l’électron, il n'affecte pas les effets polarisatoires. 
L'intégrale (94,39) s'exprime au moyen de la fonction hypergéo- 
métrique par la formule : 


{. VA K, (ax) J, (bx) xdx — 


eJ) 


0 
À À 
MORE) pistes ire p° } 


Da 
Ceci donne : 
a(guyov(+)" Ai L2(1— iv) F(iv, 1—iv, 2, 2), (94,40) 


où , 
Dj me mes (1 +6), 8 ©. (94,41) 
Nous avons noté ici que, dans le domaine II des valeurs de g,, 
Ja composante de q parallèle à p est : 
m%o° 


qu = — qi & re O + 6}. 


Il est facile de s'en assurer en notant que, dans ce domaine, les 
angles entre les impulsions p, p” et k vérifient les conditions (92,15). 

La fonction hypergéométrique dans (94,40) peut être ramenée à 
la fonction F(z) d'expression (94,15) au moven de la formule : 


Ne r 
re  F (a, b, c, 2). 


F(a, b+1, c+l, 2)=——F (a, b, c, z)+ 


Le résultat définitif est : 
do = dos pq [+ SF 0]. (94,43) 


dogs étant la section de Born (92,13). Pour g > m*/e on a 2Z&l, 
et le facteur de dog tout entier se réduit à 1 [en ce sens, la for- 
mule (94,43) déduite pour le domaine II, s'applique automatique- 
ment pour tous les g<&mJ]. Rappelons que pour qg<1m°/e, seul cas 
où le facteur correctif dans (94,43) est different de 1, les vecteurs 
P, p', k sont quasi coplanaires, et les quantités Ô et 6” quasi 
égales; cette circonstance a déjà été utilisée dans (94,42). Ceci 
noté, le carré T dans l'expression (94,41) de z peut s'écrire : 


j Re m°v° si 
L — 0° + 0’:— 200 cos p+ rx (] -- Ô*}, (94,44) 
c'est-à-dire qu'on peut poser $ -- 6’ dans le second terme de (92,14) 
[mais non dans le premier, qui ne contient pas de petit cocfficient 
(— m°/e°)]. 
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Pour trouver la section intégrale (suivant les angles) on n'a pas 
à refaire l'intégration. On peut trouver la réponse par analogie 
avec le problème de la formation de paires en revenant à l'élément 
de matrice de transition sous la forme (94,22) et en faisant le 
raisonnement suivant FH. Olsen (1955). 

Les diverses directions p” (pour une énergie donnée e’) corres- 
pondent à la dégénérescence de l'état final de l'électron. Il est 
evident que le résultat de la sommation sur les états concernant 
un niveau dégénéré est indépendant de la façon dont sera préci- 
sement fait le choix complet de ces états. Aussi peut-on se servir 
pour la sommation sur les directions p’ du système de fonctions 
4 au lieu du système #{} (nécessaire pour calculer la section 
différentielle), c'est-à-dire définir l'élément de matrice du rayonne- 
ment de _, comme suit : 


ein CU (met) er dx 


Il est facile de voir que cette intégrale coïncide avec l'intégrale 
(MP ")s, si l'on remplace dans cette dernière les paramètres des 
fonctions d'ondes comme suit : 

P+; P+, Es ——p, —p, —E; p_, p_,e-—p, pe; kR——k 


(et si l’on change les variables d'intégration : r ——r). 

Ceci montre clairement que la section intégrale (sur les angles) 
du rayonnement de freinage peut se déduire de la section intégrale 
de la création d'une paire (94,20) en multipliant celle-ci par 


Oo du wo du 
in. "4 


Re 
pi de + Care de + 


[comp. (93,2)] et en faisant la substitution 8e, ——e, €e_ —.e”. 
On trouve ainsi 


du 


’ » ) L 9pe 
do cAZar (Et [Inde 
& E 3, 


lin 


. (94,45) 


On voit que les corrections aux formules de Born pour les sections 
intégrales du rayonnement de freinage et de la création d’une paire 
sont données par une seule et même fonction f (xZ). 


$S 95. Rayonnement de freinage d'un électron diffusé 
par un électron dans le cas ultrarelativiste 


Le rayonnement de freinage d'un électron diffusé par un électron 
est représente par huit diagrammes de Feynman: les quatre dia- 
grammes (95,1) et les quatre diagrammes « d'échange» qui se dédui- 
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sent de (95,1) en permutant p, et p;. Nous donnons ici les résultats 
des calculs pour le cas ultrarelativiste !. 


\K LK 
1 (] 
t 
DE — #7 — p, DE re — 2 — p, 
! l 
l ; l 
Ps 2e D, : PP, 3 (95,1a) 
P, Pin 4 Pie Pi 
! l 
? | ’ 
Re de à Pa ge le (051b) 
! l 
Ÿk Ÿk 


Dans le référentiel du laboratoire (référentiel de repos de l'un 
des électrons initiaux, par exemple, du second) la section intégrale 
du rayonnement dans les directions du photon peut être mise sous 
la forme do -- do‘! + dot“, où 


do £—w / € E — (0 2 \ ‘, 2e (E—0w) LS 
(1) LÉ RAR Pr une a SE 
do"? = Aur @ Par € 3 ! mu) 2 (99,2) 


L 4 2 De ù Sn 
PR te PARU SR dd Pue| 
do — D \\ w T1 {uw ; Im "uw 8 f 
m 
pour >= TS ‘ (95 ,3) 
à 2 dw é 0, e 4 2 * 4 du 
doit = Lors 81 ne 1 Et nie) x 
Th be M ‘mm;  &  : M, \ m ; 
QU mm, 3m 9 4u) 
TS [dus  2o? ! w Ton 
m* , 3m , 20 4u*| UT 
ii 4 mm | pour OL (95,4) 


(e est l'énergie initiale du premier électron). 

On fait abstraction dans ces formules des termes d'ordre rela- 
tif me. Avec cette précision, il se trouve que les contributions 
apportées à la section par divers diagrammes n'interférent pas, et 


1 Ces résultats sont obtenus dans les articles: V. Baver, V.Galitski, 
JPET 49, 661 (1965); V. Baver, V.Fadine, V. José, JPET 51, 1135 
(1966) ; 53, 2194 (1967). On remarquera dans ces articles l1 méthode d’'intégra- 
tion de la section différenticile basée sur l'introduction de variables invariantes ; 
l'usage de cette méthode simplifie considérablement les calculs. 
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en ce sens, do‘ et do'*’ correspondent au rayonnement de chacun 
des deux électrons —de l’électron rapide et de l’électron de recul 
[diagrammes (95,1a) et (95,1b)1. 

Les diagrammes du type d'échange contribuent à la section au 
même titre que les diagrammes «directs». En vertu de l'identité 
des électrons. la contribution totale des diagrammes directs et d’é- 
change doit être divisée par 2, dès lors on pourra se borner à con- 
sidérer la contribution des diagrammes directs et ignorer l'identité 
des particules. Pour ce qui est de la collision d’un électron et 
d’un positron, au lieu des diagrammes d'échange on a des diagram- 
mes d’annihilation. Leur contribution est toutefois d’ordre relatif m'e, 
c'est-à-dire négligeable. Ceci étant, avec la précision indiquée, les 
sections de rayonnement de freinage lors de la collision d’un électron 
avec un électron ou avec un positron sont égales. 

Pour w>m le rapport 

do!{?) 


m 
mn ff so 
any <! 


c'est-à-dire que le rayonnement de l’électron de recul est petit de- 
vant le rayonnement de l’électron rapide |lorsque ce rapport devient 
de l’ordre de m;e, la formule (95,3) n’a plus, bien entendu, de sens]. 
Par contre, pour w<£m, les deux parties de la section deviennent 
presque comparables : 


2e? 
do!) 1 In, 
3 eo) mu) 
9 16 an du J 
do? = + are — n _ , DE mM. (95,5) 


Pour que les formules (95,2-5) soient légitimes, il faut que l’un 
au moins des électrons reste ultrarelativiste après le rayonnement. 
Autrement dit, la fréquence du photon doit être suffisamment éloignée 
de la frontière rigide du spectre, c’est-à-dire de la fréquence maxi- 
mum &,.,, pouvant être émise. L'énergie finale des électrons est 
minimum, et celle du photon maximum, quand les deux électrons 
se meuvent après le rayonnement dans la direction du photon et 
ont la même vitesse. Les lois de conservation donnent alors 

Em = Omax F 22" lP| = Omax Ÿ 2 |p° |. 
Eliminant de là e” et p’, on obtient 
(e a M — Ornax) —( |p | — Omax)* - 4m, 
d'où 
Dans © RTE - (95,6) 


Pour em on a w,,, €. Ainsi donc, les formules (95,2-4) sont 
légitimes sous la condition 


Onax — 0 © E—0 ÈS M. (95,7) 
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La section du rayonnement par un électron rapide (95,2) coïncide 
exactement avec la section du rayonnement de l’électron heurtant 
un noyau avec Z — 1 [formule (92,17)]. Cette coïncidence n'est pas 
fortuite, et ses raisons sont expliquées par l’analyse du rôle du recul 
dans le processus du rayonnement. 

Lors de la déduction de la formule (92,17) nous avons négligé 
le recul de la particule fixe (du noyau) —nous l'avons remplacé par 
un champ extérieur constant. Ceci revient à négliger la composante 
temporelle du 4-vecteur transfert d’impulsion q — p°—p+k (l'énergie 
de recul). Nous allons montrer que dans le cas ultrarelativiste une 
telle abstraction est possible non seulement quand l’électron rayonne 
en heurtant un noyau, maïs aussi quand il heurte un électron. 

Ecrivons g? sous la forme 


—q@=—(e +o—e) +(p+o—py) +(p1—p1Y, (95,8) 


les indices inférieurs spécifiant les composantes des vecteurs p’ et p 
(impulsions initiale et finale de l'électron) parallèles et perpendi- 
culaires à la direction À du photon. Dans le cas ultrarelativiste les 
angles 6 et 6” (entre À et respectivement p et p’) sont petits: 

8< m/e, 0’ m/e’. En conséquence, 


[P11-—1p18-m, 


Pi 


>  p° 
pu lp 2% 5 (95,9) 


2e 2e ? 
et de même pour p., Pi: 
Lorsqu'on ne tient pas compte du recul on a e"+w—e = 0; 
la différence py+w—py — m°/e, de sorte que 


—g & (pipi) "me. (95,10) 
Energie de recul (diffusion par un électron) : 
QE +o—e- Le m. (95,11) 


On peut négliger la variation de Pi due à la variation de &’. De ce 
fait, les deux premiers termes dans (95,8) donnent la variation 
de g* lorsqu'on tient compte du recul; désignons-la par Ag°. Il vient 
en utilisant (95,9) 


Ag=(e tele LEA AT AE m7. 


Rapprochant de (95,10), on voit que Ag*<]gq°|, ce qui justifie 
l’abstraction du recul !. 


1 Certes, cette conclusion est d'autant plus vraie pour le rayonnement d'un 
électron qui heurte un noyau, auquel cas l'énergie de recul 9,&4?/2M — m°?/M, M 
étant la masse du noyau. 
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Le fait qu’une particule rapide rayonne dans un cône aigu 
(d'angle — m/e) dans la direction de son mouvement permet d'obtenir 
la section du rayonnement dans le référentiel du centre d'inertie 
par une simple conversion de la section (95,2) faite à partir du 
référentiel du laboratoire !. 

Dans le référentiel du centre d'inertie les deux électrons ravon- 
nent identiquement, chacun dans la direction de son mouvement *. 
L'énergie Æ de l’électron ultrarelativiste dans le référentiel du 
centre d'inertie est liée à son énergie & dans le référentiel du la- 
boratoire par la relation 2E* - me, les fréquences Q et w du photon 
dans ces deux référentiels étant liées par la relation «w/e - Q'E 
Ices égalités se déduisent facilement en comparant les valeurs des 
invariants (p,p.) et (p,k) dans les deux systèmes]. Aussi obtient-on 
pour la section du rayonnement par chacun des électrons dans le 
référentiel du centre d'inertie 


do‘? — do‘* - 
.dQE—-QR/ E .E—Q 4E(E— 
— 4ar° ne (LE ES 2) | (in TO = EC (95,12) 
(G. Altarelli, F. Buccella, 1964). 

Pour que (95,12) soit applicable, il faut encore que la fréquence 
du photon ne soit pas voisine de la frontière du spectre. Pour une 
particule ultrarelativiste la transformation indiquée plus haut donne 
directement, en notant que w,,&E, 

Oran © Omar À E- (95,13) 
Ainsi donc, dans le référentiel du centre d'inertie les électrons ne 
sauraient rayonner que la moitié de leur énergie totale 2£. Le calcul 
direct de (,,, se fait sans peine en notant qu'après ravonnement 
d'un tel photon les électrons se meuvent (dans le même référentiel) 
avec les mêmes vitesses en sens contraire du photon. On a 


2È = PL) ARE 0 2|p°| = xs 
d’où 


Qu = ET, (95,14) 


et on a de nouveau dans le cas ultrarelativiste (95,13). De sorte que 
la formule (95,12) s'applique sous la condition 


Qunu—R-E-Q Dm. (95,15) 


1 Dans le cas général une telle conversion est impossible, étant donné que 
la contribution au spectre dans l'intervalle donné de fréquences dw provient 
de photons émis dans des directions essentiellement différentes. 

4 Notons que cette circonstance donne une explication intuitive de la raison 
pour laquelle les rayonnements des deux particules n'interfèrent pas. 
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.Nous allons donner maintenant les formules pour le rayonnement 
dans le référentiel du centre d'inertie dans l’autre cas limite, au 
voisinage de la frontière du spectre, alors que! 


Q.u—Q Em. (95,16) 


Le recul étant très important dans ce cas, les résultats différent du 
cas de la diffusion par un centre fixe et ils sont différents pour les 
diffusions électron-électron et électron-positron. 

Dans le cas de la diffusion d'un électron par un electron, outre 
les carrés des diagrammes (95,1), une contribution à la section de 
rayonnement au voisinage de la frontière du spectre est aussi apportée 
par les produits (termes interférentiels) des diagrammes directs et 
d'échange où rayonne une seule et même particule initiale, par 
exemple par le produit du second des diagrammes (95,1a) et du 
diagramme 

U: 

[ 
P, a 
P; td 


Ceci est dû à ce que. au voisinage de la frontière, les particules 
finales ont des impulsions voisines, et il nv a pas de raison à ce 
que les termes d'échange soient petits. Réponse définitive pour la 
section : 
do > 2er IE Cmax— ON? de (95.17) 
m ns 

Quand un électron est diffusé par un positron, une contribution 
logarithmiquement importante à la section de rayonnement est ap- 
portée par les carrés des diagrammes d'annihilation où rayonnent 

les particules initiales : ° 


ik ik 
-P, A e— P._ -P, PRES EE P. 
, 95,18 
-p} tm D! -P, <——\#— p! ) 


A l’approximation non logarithmique les carrés des autres diagram- 
mes sont également importants. Les termes interférentiels, eux, sont 
petits. Réponse définitive : 


_ 0m? lE (Omar — 0) 7 /, 2E | ,\ de 
do -- 2ar° _ In + 1) Ga (95,19) 
l Bien entendu, le résultat déduit à l'approximation de Born vaut, comme 


d'ordinaire, tant que la vitesse relative des électrons finaux est grande devant «. 
Sinon, il faut tenir compte de l'interaction des particules dans l'état final. 
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De la sorte, le rayonnement en diffusion électron-positron est loga- 
rithmiquement grand devant le rayonnement en diffusion électron- 
electron. 


S 96. Rayonnement de photons mous lors des collisions 


Soit do, la section d’un processus de diffusion de particules 
chargées, ce processus pouvant se dérouler avec rayonnement d’un 
nombre déterminé de photons. Avec ce processus, nous considérerons 
concurremment un autre processus ne se distinguant du précédent 
que par l'émission d’un photon supplémentaire. Si la fréquence w 
de ce photon est suffisamment petite (les conditions correspondantes 
seront formulées plus bas), la section do du second processus est en 
relation simple avec do,. 

En effet, pour les petits w on peut négliger l’action réciproque 
de l'émission de ce quantum sur le processus de diffusion. En d'au- 
tres termes, la section do peut s'écrire sous forme du produit de deux 
facteurs indépendants: de la section do, et de la probabilité dw 
d'émission d'un photon lors de la collision. L'émission d’un photon 
mou est un processus quasi classique; aussi sa probabilité coin- 
cide-t-elle avec le nombre donné par un calcul classique de quanta 
émis lors de la collision, c’est-à-dire avec l'intensité classique 
(l'énergie totale) du rayonnement d/ divisée par w( - Aw). De la sorte, 


do -do, +. (96,1) 


Indiquons comment cette formule peut être déduite d’après les 
règles générales de la technique des diagrammes (J/. M. Jauch, 
F. Rohrlich, 1954). 

Les diagrammes du processus avec un photon supplémentaire se 
déduisent des diagrammes du processus fondamental en ajoutant une 
ligne photonique externe «dérivant» d’une ligne électronique quel- 
conque (externe ou interne), c'est-à-dire en remplaçant 


k x 
NN 
Œ————— Dar tm frs (96,2) 
P P-k p 


Il est facile de voir que le rôle fondamental sera joué par les dia- 
grammes qui se déduisent par une telle substitution dans les lignes 
électroniques externes. En effet, si p est l'impulsion d’une ligne 
externe (p*--m*), pour les petits k on aura aussi (p—k}° = m°, 
c'est-à-dire que le facteur G(p—k) qui s'ajoute dans le diagramme 
se trouve au voisinage de son pôle. 
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Pour la ligne d’électron initial p la substitution (96,2) se réduit 
à la substitution dans l’amplitude de réaction : 


Fa * FA p—hk+ 5° 
u(p)}— eV 4x G(p—k)e u(p) - eV 4x DE e‘u(p) = 
eV tn à 
= —e| ET e‘u (p) 
(le premier facteur e est la charge). 
Notant que pe*—2pe*—e* p et que pu(p) = mu(p), on obtient a 
règle de substitution sous la forme 
eva) 3 
u(p)——e} 4 u (p). (96,3) 


De façon analogue, pour la ligne d'électron final p” le remplace- 
ment sur le diagramme de 


EE 
p’ p' p' + K 


signifie la substitution dans l'amplitude : 


RE VAE 12 (p'e°) 
u(p)—eVau (pe. (96,4) 

Dans toutes les autres parties du diagramme, on pourra négliger 
les variations des impulsions des lignes liées à l'émission du pho- 
ton k. Il est alors sous-entendu que l'énergie du photon w est en 
tout cas petite devant les énergies de toutes les particules partici- 
pant à la réaction (y compris devant les énergies des photons durs 
ravonnés, s’il en existe). 

Supposons, pour fixer les idées, que la section do, se rapporte 
à la diffusion d'un électron par un novau fixe (avec rayonnement 
éventuel de photons durs). L’amplitude de ce processus, que nous 
conviendrons d'appeler «élastique», s'écrit 


MiE = u (p°) Mu (p). 
En v faisant tantot la substitution (96,3), tantôt la substitution 


(96,4) et ajoutant les résultats, on obtient l'amplitude du ravon- 
nement de freinage des mêmes photons durs et du photon mou k :: 


Mi = MiFteV'än (2 FU) (96,5) 


! Notons que l'apparition de la différence dans cette formule est le résultat 
naturel de l'invariance de jauge: l'amplitude de la réaction ne doit pas changer 
quand on remplace le 4-vecteur polarisation e— e+ const-k4. 
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Respectivement, la section 


L s[pe_pel® __d'R 
do — do, -4xe + | 21 2 à (96,6) 
Sommant sur les polarisations du photon k, on obtient 
L «| p° p |: d'R = 
do -- —e | Les do. (96,7) 


Exprimée en fonction des quantités tridimensionnelles, cette 
formule a la forme! 


{ v'Xn oxn \: dudo, 
do (Tr Ton) ru do 508) 


où #2 — k/w, © et vo’ etant les vitesses initiale et finale de l’électron. 
On voit que l'expression figurant devant do, coïncide effectivement 
avec l'intensité classique (divisée par w) du rayonnement [comp. Il 
(69,4)], chose stipulée dans la formule (96,1). 

La condition d'application des formules déduites exige que le 
transfert d’impulsion au noyau g soit grand devant sa variation 
ôg due à l’émission du photon mou. On a 


ôq—(p"—p—k)—(p"—p)lu=0 :ôp —k, 
avec |ôp'|— “1p1 
non relativiste (v<£1) la condition 


tr l. (96,9) 


() L ; 
o — , et [Æ|--w. Aussi obtient-on dans le cas 


Comme par ailleurs |g| — 1/0 (p est le paramètre d’impact), cette 
condition peut aussi se mettre sous la forme wt<£ 1, où T — pv est 
le temps de collision caractéristique. 

Dans le cas ultrarelativiste les photons sont rayonnés principa- 
lement dans les directions voisines de © ou ©’ [ainsi qu'il ressort 
des dénominateurs dans (96,8)]. Si l’angle 6 de diffusion de l’électron 
est petit, les directions de tous les vecteurs p, p”, n sont entre elles 
voisines. Alors 

Qt" 


, I 
\ôq|=|ôp" |—181 = (1), 
et comme |g|—#eû, on obtient la condition 
DT. (26,10) 


ge + 


1 Pour la déduire, il est commode de revenir à (96,6), posant p=—(e, eo), 
ph=ew(l—v@n), ..., e=(0, e) et faisant à nouveau la sommation sur les pola- 
risations à l'aide de (45,4a). 


478 INTERACTION DES ÉLECTRONS AVEC DES PHOTONS 


Etant donné le caractère quasi classique des formules (96,5-8), 
elles sont légitimes pour le rayonnement par des particules chargées 
quelconques (non forcément par des électrons, pour lesquels la dé- 
duction a été faite). Dans le cas général où plusieurs de ces parti- 
cules participent à la réaction, la formule (96,5) doit être écrite 
sous la forme 

__ aglst 1/4 {p'e*  pe* 

M, Mie) DAS ES : (96,11) 
la sommation portant sur toutes les particules (de charges Ze); les 
formules (96,6-8) subissent les changements correspondants. 

En particulier, dans le cas non relativiste 


M, = Mi" AS S'Z(D'—v)e*. (96,12) 
Pour deux particules cette formule prend la forme 
las 47 /Z Z.e 
M}; = M; Dé qe) ge*, (96,13) 
q= mo) ME: 


æ et 9’ étant la vitesse relative des particules avant et après la 
collision. 

Les résultats obtenus s’étendent au cas du rayonnement simultané 
de plusieurs photons mous. Pour chacun des photons il s’ajoute à 
l'amplitude M,; un facteur de même forme que le facteur de Mi" 
dans (96,5). On peut s’en convaincre directement sans peine en 
prenant l'exemple de deux photons. Les lignes des deux photons 
émis doivent être ajoutées aux lignes électroniques externes, et ceci 
dans deux ordres différents, c'est-à-dire que le diagramme avec la 
ligne externe p est remplacé par deux diagrammes avec les lignes 


Ke Ki KiN_ KN 

N de SW 
EE ou 
P-kK-k: P-k p P-K;-Ke P-k2 P 


Chacun d'eux contient le facteur (dénominateurs des propagateurs 
électroniques) 

a 

2 (pk Dk:) 2pki né 2 (PR PA:) 2pRa 


Leur somme est 


l l 
2pR, 2pko ? 


RAYONNEMENT DE PHOTONS MOUS LORS DES COLLISIONS 479 


c’est-à-dire qu'elle contient le produit de deux facteurs indépendants 
correspondant au premier et au deuxième photon. Après quoi, dans 
la somme de tous les diagrammes on regroupe les termes en produit 
de différences (en vertu de l’invariance de jauge): 

(gap) (ges pe ) 

P'Rki  PR1/ \P'Re Phi] 

Conformément à la décomposition de l’amplitude en facteurs, la 
section du processus se décompose elle aussi en facteurs. De la sorte, 
les photons mous sont émis indépendamment. La section du pro- 
cessus avec émission de #7 photons mous peut se mettre sous Îla 
forme 


do —- do, dw, ... dw,, (96,14) 
dw,, dw., ... étant les probabilités d'émission isolée de photons 
k,,k., ... Intégrant cette formule dans un intervalle fini des valeurs 


des variables (de fréquences et de directions), le même pour tous 
les quanta, on doit introduire le facteur l'7! qui tient compte de 
l’identite des photons. 

Si l'on intègre la section de rayonnement (96,1) sur les fréquences 
dans un intervalle fini de w, à w., on obtient une expression de 
la forme 


do — a ln do, (96,15) 


[cf. (96,8)]. Il est alors entendu que les deux fréquences sont mol- 
les, de sorte que les valeurs possibles de w, sont limitées par la 
condition d'application de la méthode. Néanmoins, on peut poser 
à l'approximation logarithmique w, —e, e étant l'énergie initiale 
de la particule rayonnante. Quant aux valeurs de w,, elles ne sont 
limitées en rien inférieurement. Mais si l’on fait w, —-0, on voit 
que la section du rayonnement de tous les quanta mous possibles 
devient infinie. Dégageons le sens de cette situation, appelée catas- 
trophe infrarouge (F. Bloch, À. Nordsieck, 1937). 
Pour 


ain z>l (96,16) 


on aura do = do,. Mais cela signifie l’inapplication de la théorie des 
perturbations, l'impossibilité de calculer do en tant que petite quan- 
tité d'ordre supérieur à do,. En d’autres termes, on doit prendre 
pour paramètre d’infinitude non pas «, mais le produit æin(e:w.). 

De cette façon, la déduction des formules (96,5-8) à partir de 
la théorie des perturbations tombe en défaut aux fréquences suffi- 
samment petites. Par ailleurs, la formule classique pour l'intensité 
di [11 (69,4)] s'applique d'autant mieux que « est plus petit. 
Aussi la formule (96,1) reste-t-elle vraie si on lui donne une inter- 
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prétation tant soit peu plus classique. À savoir, (96,1) supposait 
l'émission d’un seul photon, alors l'énergie de rayonnement perdue 
par la particule coïncide avec w, et la «section de perte d'énergie 
relative» est donnée par l'expression w do/e, ou 

do, ei (96, 17) 
Mais en réalité, pour des «w suffisamment petits la probabilité de 
rayonnement n'est pas petite, et la probabilité de rayonnement de 
deux photons et plus n'est pas inférieure, mais supérieure à la 
probabilité de rayonnement d’un seul photon. Dans ces conditions 
l'expression (96,17) reste légitime, mais l'intensité classique d/ 
définit non pas la probabilité de rayonnement d'un photon, mais 
le nombre moyen de photons rayonnes 


da=T, (96,18) 
ou bien dans un intervalle de fréquences fini 

: LOTS dl 

Pl — Fr : (96,19) 


Les photons mous étant rayonnés de façon statistiquement indé- 
pendante (ceci est vrai à toutes les approximations de la théorie 
des perturbations), lorsque le nombre de photons rayonnés est grand, 
on peut appliquer la formule de Poisson: la probabilité &'(n) du 
rayonnement de x photons s'exprime au moyen du nombre moyen 


n par la formule : 
w (nr) Ter. (96,20) 
Mettons la section du processus de diffusion avec rayonnement 
de photons sous la forme 
do — do, -w(n). (96,21) 
Etant donné que 'w(n)—1, do, est la section totale de diffusion 
accompagnée par un rayonnement mou arbitraire. Cette circonstance 
ressort de l'étude classique; mais aux termes de la théorie des 
perturbations, do, est la section de diffusion purement élastique. 
Or la théorie des perturbations est ici inapplicable. La situation est 
telle que, calculée en théorie des perturbations en tant que section 
de diffusion élastique, do, tient compte en réalité du rayonnement 
de photons mous quelconques. Pour ce qui est de la section de 
diffusion purement élastique, elle est en réalité nulle: lorsque 
©, —+ 0, le nombre moyen ñ —+, et en vertu de (96,20) la pro- 
babilité de rayonnement de tout nombre fini de photons est nulle !. 


1 Nous reprendrons unc discussion plus détaillée de cette situation dans la 
deuxième partie du tome cn relation avec l'étude des corrections radiatives. 
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Problèmes ! 


l. Trouver la distribution spectrale du rayonnement de freinage de quanta 
mous par un électron ultrarelativiste heurtant un noyau. 
Solution. L'intégration de (96,8) sur do, donne 


do =nk (E) 2 do, (1) 
où 
2/1 %+1 ET -_IPl..8 
KO 64 VE D |. slinl o 


(p est l'impulsion, 0 l'angle de diffusion de l'électron). Dans le cas ultrarela- 
tiviste le rôle principal est joué par le domaine des angles 


me co eo 


ge 
[la frontière inférieure est la condition (96,10) ; quant à la frontière supérieure, 
vide infra]. Alors & + e0/2m< 1, si bien que 


D 8 L 2,1 
K (&) ETS 


et la section de diffusion élastique d’un électron par un noyau f[cf. (81,10)] 
2 m° do 
do, = 4Z°r, E 07 : (4) 
L'intégrale 
16, + du ( db 
3 ar Ü 
est à divergence logarithmique; on la coupe inférieurement aux angles 
0—mw/et; supérieurement aux 5 — 1, c'est-à-dire aux angles 0 — m/e (lorsque 


—+ ©, 


4 
3 —InEë, 
K Tins 


de sorte que l'intégrale converge). Ainsi, à l'approximation logarithmique, 


ds => Z'arë a In : (5) 


ce qui est conforme à la partie logarithmique de la formule (92,17) (dans laquel- 
le on doit poser eÆe&’). On ne peut atteindre la précision non logarithmique 
qu'en sortant des limites du domaine quasi classique. 

2. Trouver pour la collision de deux électrons ultrarclativistes (dans le ré- 
férentiel du centre d'inertie) la section d'émission simultanée de deux photons 
mous dans des directions opposées sous de petits angles par rapport aux 
impulsions des électrons. 

Solution. Les photons lances dans des directions opposées sont émis par 
des électrons différents, chaque électron émettant dans la direction de son mou- 
vement. Section de rayonnement simultanée 


do — do, "ak (E) ak (£) a E=sins (6) 


1 Les applications données ci-dessous de la formule (96,7) appartiennent à 
V. Bayer et V. Galitski (1964). 
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e étant l'énergie de chacun des électrons, 0 l'angle de diffusion dans le reféren- 
tiel du centre d'inertie, le mème pour les deux électrons (les photons étant èmis 
dans différentes directions, il n'y a pas lieu d'introduire le facteur 1/2 dans là 
section). La section de diffusion élastique des électrons aux petits angles dans 
le référentiel du centre d'inertie coïncide, dans le ras ultrarelativiste, avec (1) 
[cf. (82.11). À la différence de (1), la section (6) se conduit, lorsque D — 0, 
comme Od, de sorte que l'intégrale converge. D'une part, ceci permet de pous- 
ser l'intégration jusqu'à 0 —0 (sans se soucier de la violation eventuclle de la 
condition d'application de la méthode). D'autre part, la principale contribution 
à ln section intégrale est due à présent au domaine des 0 —-m'£ (ct non aux 
Ü < m'e), si bien qu'on doit se servir de l'expression exacte (2). Le résultat 
de l'intégration de la section sur les angles de diffusion est : 


2 TU e «du, dus 2 adu, dus 
dur = — 545 c | re C° TR + = 5,9re x° Ra 
(& est la fonction de Riemann: £ (3) — 1,202). 


S 97. Méthode des photons équivalents 


Comparons les deux processus décrits par les diagrammes : 


NV" 
(97,1) 
P 


Q 
q) k ë) kk 
P 


NN 


(on a convenu de représenter par des cercles toute la partie interne 
du diagramme). Le diagramme a) représente la collision d’un photon 
kR(k° 0) avec une certaine particule de 4-impulsion g (et de masse m ; 
g* -m°). À l'issue de la collision il se forme un système (particule 
ou groupe de particules) de 4-impulsion totale Q. Le diagramme 
b) représente la collision de la même particule g avec une autre 
particule de 4-impulsion p et de masse M (p° - M*). A l'issue de 
la collision celle-ci acquiert une 4-impulsion p” et il se forme le 
mème systeme Q. Le second processus peut être considéré comme 
la collision de la particule g avec un photon virtuel émis par la 
particule p, d’impulsion k— p—p'{(k? < 0). Si alors |k*| est petit, 
le photon virtuel diffère peu du photon réel. Il est évident que cette 
situation se présente lors de la collision de particules très rapides : 
le champ électromagnétique d’une particule chargée, lancée avec une 
vitesse vu Æ 1, étant presque transverse, il est voisin, quant à ses 
propriétés, du champ d’une onde lumineuse. Dans ces conditions, 
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la section du processus b) peut s'exprimer au moyen de la sec- 
tion de a)!. 

Ainsi, la particule M sera supposée ultrarelativiste : son énergie 
(dans le référentiel de repos de la particule m) e > M. Si les mas- 
ses des particules en collision m et M sont différentes, nous sup- 
poserons, pour fixer les idées, m < M. 

L'amplitude de a) (avec participation du photon réel) peut s'écrire 


MiP = —e) An(e,J'), (97,2) 


e, étant le 4-vecteur polarisation du photon, J/* le courant de tran- 
sition correspondant au sommet (cercle) du diagramme. Quant à 
l’amplitude de b), 


My Ze (j,J»), (97,3) 


j, étant le courant de transition de la particule "m (sommet inférieur 
du diagramme); Ze est la charge de cette particule. Le courant J 
étant fonction de k -Q—a, il est différent dans les deux cas : k° —0 
dans (97,2) et k°-=0 dans (97,3). Mais si dans le second cas 


FR <m?, (97,4) 


ici aussi on peut prendre J pour k*--0. 

La variation de l’impulsion de la particule M lors de l'émission 
du photon virtuel, p—p--k, est petite en comparaison de son im- 
pulsion initiale [p|Æe; ceci étant, dans le courant de transition j 
on peut poser p —p'. En d’autres termes, on considère que le mou- 
vement de la particule M est rectiligne et uniforme. Un tel mou- 
vement étant quasi classique, le courant correspondant ne dépend 
pas du spin de la particule *: 


je = 2pr: (97,5) 


La condition de transversalité du courant (jk—0) donne à pré- 
sent em—p,k,-=0, l'axe des x étant choisi suivant p. D'où 


O — UR,, (97,6) 
v—p,/e étant la vitesse de la particule M. Comme 
— ki —w0- kE LR & ot (1— 0) ki (97,7) 


1 La méthode exposte ci-dessous a été élaborée par K. Weizsäcker ct E. J. Wil- 
liams (1934) ; l'idée principale de cette méthode avait etc donnée par E. Fermi 
en 1924 

* Normalisant les fonctions d'ondes à une particule dans le volume unité, 
le courant j#— (1, ©), © étant la vitesse. Or, nous avons convenu ($ 65) d'omettre 
dans les fonctions d'ondes le facteur de normalisation 1/ W 2e. En conséquence, 


il faudra introduire dans j# le facteur supplémentaire 2e, et nous sommes con- 
duits à (97,5). 
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(k: est la composante de k transversale à l’axe des x), la condition 
(97,4) équivaut à l'inégalité [k, |-<m et à l'inégalité beaucoup plus 
faible pour w: w<<m;} 1-1. 
Puis, la condition de transversalité du courant J (Jk — 0) entraîne, 
lorsqu'on utilise (97,6), 
J, ses F1 . 


(9) 


Aussi a-t-on pour le produit scalaire jJ 
j 20e Jp) à 2 Ri HE). (97,8) 


Quant au produit Je dans (97,2), nous le développerons en 
prenant le 4-vecteur polarisation du photon rcel en jauge tridimen- 
sionnelle transversale : ek-: —ek- 0, d'où e. &—e,k;;w. Alors, 


k 
Je — —€., (ess) (97,9) 


Comparons les expressions (97,8) et (97,9). Il se trouve qu'elles 
sont proportionnelles si l'on peut négliger les seconds termes entre 
parenthèses. Comme le courant J/ se rapporte au nœud supérieur du 
diagramme (97,1b), il n'est pas lié à la direction p; ceci étant, 
J, et J, devront être considérés comme des quantités du même 
ordre. Des lors, pour qu'on puisse négliger les termes en question, 
il faut que soient observées les conditions La et w<<£e*|k, | M; 
ces conditions ne contredisent pas aux conditions précédentes déjà 
imposées à k, et w. 

Admettant que dans (97,9) le photon soit polarisé dans le plan 
x, k (de sorte que e, |kR;), et notant qu’en vertu des conditions 


posées ei æ e*=— 1, il vient à présent 


M, M Ze LA 2e 


En vertu de ce qui a été dit Fe on suppose alors vérifiées 
les conditions suivantes : 


R.|<o<my, (97,11) 
= lkil<m, (97,12) 


où nous avons posé pour abréger 
Ï 


£ 
TM Te 


On peut déduire d'ici le lien entre les sections correspondantes. 
Conformément à la formule générale (65,18), on a (dans le référen- 
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tiel de repos de la particule m): 
do, = | Mi? [° (276 (P,— P;) —— dos 
Sr |] d'p° 
do =|M,;f (22) 8% (P,—P) os TE d£o: 


les dp, étant les poids statistiques des particules Q. Eu égard à 
(97,10) et (97,7), il vient 


do =do,-n(k)d*p, (97,13) 
où 
Z'e ke, - 
n(R) == (97,14) 
w (#i+-r) 


Rappelons que do, est la section du processus a) dû à la collision 
du photon réel avec la particule au repos, alors qu'il se forme un 
système de particules Q d’impulsions contenues dans des intervalles 
déterminés. Quant à la section do, elle concerne le processus h) de 
formation du même système Q quand une particule rapide (de 
masse M) heurte la même particule au repos, la particule rapide 
perdant l'impulsion p—p" —k tout en restant dans l'intervalle d'p° 
des valeurs de p’. Le facteur n(k) dans (97,13) peut s’interpréter 
comme la densité (dans l'espace k) du nombre de photons auxquels 
équivaut le champ eélectromagnétique de la particule rapide. 
Intégrer sur d'’p’ équivaut à intégrer sur d'k—dwdk,. Intégrant 
sur d*Rk,, on obtient la section du processus dans laquelle l'énergie 
totale E du système de particules Q se situe dans un intervalle 
donné dE — dw (E—m—e—e":-w, où € et e” sont les énergies 
initiale et finale de la particule M). Intégrer sur les directions k, 
c'est prendre la moyenne sur les directions de la polarisation du 
photon incident (en même temps qu'on multiplie par 2x). Après 
quoi il vient 
do =n(w)do,dw, (97,15) 
où 
n(a)= | nb 2nt de 2e | 
zu) (a+) 
HE: à 


L'intégrale sur dk, diverge aux grands k,. Toutefois, la diver- 
gence n’est que logarithmique. Cette circonstance permet (dans les 
limites d'application de la méthode exposée) d'obtenir le résultat à 
l'approximation logarithmique : outre l'argument du logarithme, le 
logarithme lui-même est supposé grand. À cette approximation, il 
suffit de poser pour la limite d'intégration supérieure k: max — m, 
ce qui est la limite supérieure de l'inégalité (97,12). Faisant l'in- 


16 2460 
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tégration, on obtient pour la distribution spectrale des photons 
équivalents (en unités ordinaires) 


n (w) do -- 2 Zain ee . (97,16) 


L'approximation adoptée signifie que le coefficient numérique dans 
l'argument du logarithme reste indéterminé: introduire un tel 
coefficient, ce serait ajouter au logarithme, qui est grand, une 
quantité relativement petite (—1), excéder la précision admise. 


Problemes 


1. Trouver la section du rayonnement de freinage lors de la collision d'un 
électron rapide avec un noyau en partant de la section de diffusion de photons 
par l’électron. 

Solution. Dans le référentiel K, où l’électron était au repos avant la 
collision, on peut considérer le proressus comme la diffusion par l'électron des 
photons équivalents du champ du noyau!. D'après (87,10), la section de diffu- 
sion d'un photon par l'électron dans le réiérentiel K, 


dogs (os, w)=ars 1 Énican. Cri! (1) 


r wy  ( U} 0 y  (, 


w, et wi étant les énergies initiale et finale du photon dans ce système. Section 
du rayonnement de freinage dans K, : 


dO;ay (wi) — \ do -n (01) dogier (w,. ei), (2) 


n(o,) étant la fonction (97,16). Vu l'invariance de la section, le passage au 
référentiel K, où le noyau est au repos, se ramène à la transiormation de la 


fréquence wi. Les fréquences @1 ct w’ dans K, et X sont liées par la formule de 
Doppler 


, 4 l 
(G) = yo (1 — v cos 0,), VTVTE (3) 


F. ul l'angle de diffusion dans K,. Ce mème angle relie wy à w, d'après 
8) : 
I ] l 


ae nm mon (4) 
On déduit de (3) et (4) 
; £’ 
ut ie F4 (5) 


e— my et e” étant les énergies initiale et finale de l’électron dans le système 
K (e—e —=w’). Substituant (5) dans (1), on obtient 


Qmdw fe, 8  n°w*  2mw’ 
dosits = ar? Cure ) : 


‘ eu, ef UNE 


1 Quant à la diffusion de photons virtuels par le noyau (dans le référentiel 
où le noyau est au repos), elle est exclue par la grande masse de ce dernier : la 
section de diffusion tend vers zero lorsque la masse de la particule diffusante 
augmente. 
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Cette expression doit être substituée dans (2) et intégrée sur dw, pour w’ donne 
(c'est-à-dire pour e’ donné) entre les limites 


2ew” mu’ 


y max — me Oimin 9 


[ces valeurs se déduisent de (3) et (4) pour 0, --0 et 0, zx]. Etant donnéc la 
convergence rapide de l'intégrale pour les grands w,, la principale contribution 
à cette intéyrale est apportée par la région des w, au voisinage de la limite 
inférieure (c'est-à-dire qu'on peut poser Wimax —* ©). Calculant l'intégrale à la 
précision logarithmique !, on obtient 
+ do € /E€ ge’ 2 ee” 
dora = Area = — (+5) In nie 

Pour que ce résultat soit légitime, outre la condition £ >> m (électron ultra- 
relativiste) doit étre vérifiée la condition (97,11): les fréquences essentielles 
lors de l'intégration &, — &i min doivent être e. D'où r—e"—w" << ee’/m. 
Dans ces conditions, le résultat déduit coïncide, comme il se doit, à la précision 
logarithmique, avec (92,17). 

2. La méme chose pour le rayonnement de freinage d'un électron par un 
électron. 

Solutian. Dans ce cas le photon virtuel peut ètre diffusé ou bien par 
l'électron rapide, ou bien par l'électron de recul : les photons équivalant au 
champ d'un électron sont diffusés par l’autre, et vice versa. La diffusion des 


photons virtuels par l'électron rapide donne la section do!l}, coïncidant avec 


la section de rayonnement de l'électron par un noyau avec Z=:1. 
Pour ce qui est de la diffusion des photons virtuels par l'électron de recul, 
elle donne la section de diffusion 
do}, _ ( dw-n (©) doairs (uw, &w'), 
dogire(w, w’) ayant pour expression (1) (aux notations des fréquences près). 
On a pour le domaine des valeurs parcourues par w pour w’ donné [cf. (4)] 


m 
D'&WE © pOur &° > —); 


LA 
DEEE pour w’ < Lu 
m — 2w ER 


Pour &w° < m/2 l'intégration sur dw donne 
° 16, dw «)° uw’ £ 
do) rl — In = 
FaY 3 € ww À m + m° D" ? 
expression conforme à (95,4). Mais si &° > m'2, les cas w’ — met © —e5m 
sont à distinguer. Il vient dans le premier cas 


« 2 md’ / m m° e 
d (2) 2 
— zur rem 
Oray 3 ‘© w”- é u)”  4w”° ) JL m 


expression conforme à (95,3) (dans l'argument du logarithme nous avons rem- 
placé, avec la précision exigée, e/w” par r/m). Quant au cas où &° — e, la 
méthode des photons équivalents ne s'applique pas au calcul de dot}, La fré- 

1! Cela signifie que, par une seule intégration par parties, on met en évi- 
dence le terme contenant le grand logarithme, les autres termes étant négligés. Ceci 
revient à faire sortir le logarithme In (e/w,) de dessous le signe d'intégration 
pour la valeur w, =, min. 


16* 
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quence des photons virtuels w parcourt les valeurs à partir de w’, et pour 
wW—w" — £&, par conséquent, la condition (97,11) n'est pas vérifiée. 

3. Déterminer la section totale de la formation d'une paire lors de la col- 
lision d'un photon avec un noyau, en partant de la section de la format'on 
d'une paire lors de la collision de deux hotons 
Solution. L'énergie du photon dans le référentiel de repos du noyau 
(K}: w=—my. y 1. Passons dans le référentiel K, où le noyau se meut à la ren- 
contre du photon avec une vitesse v, telle que 


Ï 
V1i—c$ 
Dans ce système l'énergie du photon 


— Un 


d. 


Dh 
D — 2 l— V5 =m. 


[= 
La section cherchéc ao se calcule dans K, en tant que la section de la forma- 
tion d'une paire lors des collisions du photon incident w, avec les photons 
équivalents du noyau, dont nous désignerons les énergies par w’: 


oO — \ 0,1 (w”) du”, 


O7, étant la section de la formation d'une paire par deux photons; elle est don- 
née par la formule (1) déduite au $ 89, où on doit poser 


mm 


v=— V1- ,— en 


Passant à la variable v au lieu de &w”’, on a 
I 


o — 2r:aZ | vin{y(1—v°)] 130) In = 2e (2 -w)| dv. 


Si l'on tient compte de la convergence de l'intégrale à la limite supérieure, 
l'intégration s'étend au domaine tout entier du seuil de réaction w°’—m (v—0) 
jusqu'à &’— (v=—1) ct se fait avec la précision logarithmique (c'est-à-dire 
qu'on remplace le logarithme In[y(1—2*)] par sa valeur pour v—0 et qu'on le 
sort de dessous le signe d'intégration). Il vient finalement 


28 ,, » 
o=— aZ"re In y. 
9 
expression conforme à (93,8); la formule est vraie pour In yÿ 1. 


$ 98. Formation de paires lors des collisions de particules 


La formation d'une paire électronique lors de la collision de 
deux particules chargées est décrite par des diagrammes de deux 
types : 


EE Pre 
l ! 
| i 
a — 9 EU e 9 
2 -P, P -p, Fe 


FORMATION DE PAIRES LORS DES COLLISIONS DE PARTICULES 489 


Les deux traits pleins supérieurs correspondent aux particules en 
collision, le trait inférieur, à la paire créée. 

Considérons dans le cas ultrarelativiste la collision de deux par- 
ticules lourdes (de noyaux). La variation de l'état de mouvement 
des particules elles-mêmes dans une telle collision peut être 
négligée, c'est-à-dire qu'elles peuvent être considérées comme des 
sources de champ extérieur. Ceci se traduit par deux diagrammes 
du premier type : 


(2) (1) 
g() g(2) g q 
(98,2 
a : a 
: 2 P —P,. P- P —P, 


g et g'* étant les «impulsions» des composantes de Fourier des 
champs des deux particules. 

La section de la formation d’une paire peut être déterminée 
dans ce cas à l'aide de la méthode des photons équivalents d'après 
la section, déjà connue, de la formation d’une paire par un photon 
heurtant un noyau. Le remplacement du champ de l’une des parti- 
cules (disons de la première) par le spectre des photons équivalents 
signifie que dans les diagrammes (98,2) les lignes g'! sont consi- 
dérées comme les lignes de photons réels. L'ensemble de ces deux 
diagrammes devient alors identique à l’ensemble des diagrammes 
correspondant à la formation d'une paire par un photon diffusé par 
le noyau 2. Pour €,, e_ 5m la section de ce dernier processus 
est donnée par la formule (93,7). Multipliant cette expression par 
le spectre (97,16) des photons équivalents du premier noyau, on 
obtient (à la précision logarithmique) la section différentielle de la 
formation d'une paire lors de la collision des particules 


8 » dE,dE_ Fe F > ” 
do To re (Z,2.4)° ET le: + ET +.) ne 
E+E— mm 


x In TESTS) 1 gre-7e ra (98,3) 


où y= 1 V1—v > 1. 
Il est supposé ici que 


mÉE+, E- <ÉmY; (98,4) 


l'inégalité supérieure est la condition d'application de la méthode 
des photons équivalents. Dans le même temps, le domaine déter- 
mine par les inégalités (98,4) coïncide avec le domaine des éner- 
£gies de l'électron et du positron essentielles lors de l'intégration 
de (98,3). Lorsqu'on intègre sur de, ou de_ à somme donnée 
ee, +e_ (5m) est essentiel le domaine du voisinage de la limite 
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supérieure; rejetant les termes sans grand logarithme, on obtient 


do - D r2 (Z, Z.a)° In in my de 


rs 


L'intégrale sur de étendue au domaine (98,4) diverge comme le cube 
du logarithme, et aux extremites de ce domaine, seulement comme 
le carré du logarithme. À l’approximation logarithmique par conse- 
quent (Iny>1), le domaine (98,4) est bien l'essentiel, et l’inte- 
grale peut être prise entre #1 et my. On a 


Ini(iny—Mi) 


de sorte que la section totale de la formation d’une paire 


o ré (ZiZ.2) In =— (98,5) 


— y" 
(L. Landau, E. Lifchitz, 1934). 

Considérons à présent le cas où les vitesses des noyaux en col- 
lision sont non relativistes. Dans ce cas devient essentielle la varia- 
tion du mouvement des noyaux par suite de l'influence de leur 
interaction, et la principale contribution à la section de formation 
de la paire est apportée par les diagrammes du second type dans 


(98,1). Ces diagrammes sont au nombre de quatre: les deux dia- 
grammes 


P, Don P, P, a P, 
( Î 
P: D, PB td (98,6) 
L: \k 
cafe marne 66e D CS 
P. -p, d P- P, 


et encore deux diagrammes analogues où le photon virtuel k (qui 
crée la paire) est émis par le premier noyau, et non par le seconi !: 
Nous supposerons que l'énergie de la paire est petite devant 
l'énergie cinétique du mouvement relatif des noyaux dans le réfé- 
eue de leur centre d'inertie : 
2 Mi 


FES Ter (98,7) 


L Notons qu'il correspond à la formation d'une paire lors de la collision 
de deux électrons en tout 36 diagrammes : 2! 3! — 12 diagrammes du type a), 
qui se déduisent l'un de l’autre par des permutations des deux électrons ini- 
tiaux ct des trois électrons finaux, plus 2-21 3!-:24 diagrammes du type b), 
qui se déduisent de la mème manière des deux diagranimes (98,6). 
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[o est la vitesse relative initiale, M--M,M.(M,+-M.) la masse 
réduite des noyaux]. On peut alors négliger l'influence réciproque 
de la création de la paire sur le mouvement des noyaux. Si dans 
les diagrammes (98,6) on enlève la ligne électron-positron, ce - qui 
reste de ces diagrammes représente l'émission par les particules 
en collision d’un photon virtuel de petite fréquence (w €. --e#_). 
Nous revenons de la sorte à la situation envisagée au $ 96 pour 
l'émission d’un photon réel mou, et nous pouvons nous servir de 
la formule (96,13) qui v a été déduite pour le cas non relativiste 


(à cela près que l’amplitude | 4xe* du photon réel est remplacée 
par le propagateur du photon virtuel'). Ainsi donc, l'amplitude du 
processus tout _—. de création d'une paire s'écrit sous la forme 


«no | Z Ze \ ; . 
Mi Me, (ue Ms À Din (R)[—ie(u-vru:)], (98,8) 


où g (0, g), g - M(D'—). 

Comme d'ordinaire, dans le cas non relativiste le propagateur 
de photon doit être pris en jauge (77,14). D'après l'amplitude 
(98,8) on trouve la section du processus : 


: fige Te d'p+ d'p_ 
do = done | — ) de, de (21 ut (0! — #7) À 
».(4n)*|u_yQu. |’, (98,9) 


@ —Ee,+e_, À--p;-p., Q — q—— k(qk): 


(Us 


dos est la section de diffusion élastique des noyaux l’un par 
l’autre (dans le référentiel du centre d'inertie). Elle est donnée par 
la formule de Rutherford ° 


dy dada g= 
eq 


(la dernière égalité suppose nn la déviation des noyaux par rap- 
port à la direction initiale de leur mouvement, prise suivant l'axe 


dou - 4(Z,Z.e°)" : Te & 4 (2.2.6) (98,10) 


1 Dans le cas non relativiste l'impulsion du photon est petite devant la 
variation de l'impulsion des particules rayonnantes (|ôp] — w:v). si bien qu'elle 
peut être négligée (devant ôp) mème là où l'énergie du photon n'est pas négli- 
gée. Ceci concerne d'autant plus, dans le cas envisagé, le photon virtuel, pour 
lequel le 4-carré k“=(p, + p_)* > 0. de sorte que | À] < w. Dans ces conditions, 
la différence entre photons réel et virtuel disparaît, ce qui justific l'utilisation 
de la formule (96.13). 

* Les diagrammes (98.6) sont représentés dans l'hypothtse de l'approxima: 
tion de Born pour la diffusion des noyaux. Mais comme la formule de Ruther- 
ford est exacte (pour l'interaction coulombienne), la legitimite des résultats 
déduits n'exige pas en réalité l'observation de la condition PÉPPMEMEIN de 
l'appraximation de Born. 
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des x). Substituant cette expression dans (98,9) et faisant comme 
d'ordinaire la sommation sur les polarisations de la paire, on obtient 


doe(Zzey (22 T5 + m)(yQ) (5: —m)yQ! *< 
Æ (aies) 5 (, “) P-+ YW)(P+ Ÿ f 
; d'p,+d°p -dq,dq: 
T 4nte,e - gt (0° — À°)* w° 


(98,11) 


Le calcul se poursuit à l’approximation où tous les logarithmes 
qui apparaissent lors de l'intégration sont supposés grands. Nous 
verrons qu'à cette précision le rôle principal est joué par les énergies 
de la paire e,, e_ jm et les angles 6 entre p; et p_ du domaine 


0€ 1. (98,12) 


En négligeant les termes correspondants, le calcul de la trace dans 
(98,11) donne 
a) + 


Let) = 16| (e.e-—p.p.) (a 


+ 
U)° 


2e,e_ 


+2(p.9)(p-9)+ = (ak) — (e.qp-+e-qp.)|, 


et on pourra poser : |p;|—e;, |p-|-e_. Au dénominateur 


(£+ tr) 
PE 


* 


D—k° Ze,e_0° 1m: 


Intégrant sur les directions de p+ et p_ pour un angle donné entre 
elles, on obtient 


32 n\e et 4 Z Za PA QU ' 
do = (Aie) 2e ar — mt. à (e* + et) desde x 
048 dg,dg: 
X “+ | « LL ee 
Les n m° | q° (98,13) 
ee 


La forme de la dépendance par rapport à 8 confirme l'hypothèse 
(98,12), et l’intégration sur d6 donne nu ——, Quant à l’inté- 
gration du dernier facteur dans (98,13), elle se fait de q, -q.—0 
à Vgi+qgi—1l;R, R étant de l'ordre de grandeur du rayon des 
noyaux (cette valeur correspond au paramètre d’impact minimum, 
cf. infra); cette intégration donne 


nin(gi+qi+ ai] & 27 ne. 


Par ailleurs, l'énergie totale de la paire, égale à la variation de 
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l’énérgie des novaux, est 
M a æ La 
e=(Ee;+e_) — nr] (9° — 0°) = Mu(v,—v,) = vq,, 


d’où g,=e/v. On trouve de la sorte 


en 64. ne Am / Zs Zi \teiter | vu | e.e_ 
do = (2:26!) (Me) EE In je In LE dede, 


M; M, me 
ét äprès intégration sur de, ou de_- à somme æe donnée : 
25 sen Zs Zu? ve de 
do — 3 (2,2.e*) Te (TE — #1) his. (98.14) 


so e peut être mise en correspondance avec le paramètre 
d’irüpact : p—v/e (l'énergie de la paire est de l'ordre de grandeur 
de la fréquence correspondant au temps de la collision). Ceci étant. 
la divergence logarithmique quand on intègre sur de dans (98.14) 
signifie la même divergence par rapport aux paramèêtres d'impact. 
C'est dire que sont essentiels les grands p |par là, à propos, est 
justifiée l’utilisation de la section de diffusion (98,10) dans le champ 
purement coulombien du noyau|. Respectivement, est essentiel le 
domaine des énergies : m<£e<£u;'R. L'intégration de (98,14) donne 
là section totale de la formation d'une paire; en définitive (en uni- 
tés ordinaires), 


« 


64 et C\/Zem Zum \®i. ho 
sm A2 (5) (Ge) Mar (98,15 
(E. Lifchitz, 1935) 


Probleme 


Ecrire l'expression de la section de la formation d'une paire lors de la 
collision de deux noyaux rapides dans le cas des diagrammes (98,2). 
= Solution. L'amplitude de la reaction 


4 = = 
Mise | si (p-) A‘ (p- —p) G (p) A (p4 + pju(—p+:)+ (122), 


AU (q) et A) (g) étant les champs extérieurs créés par le premier et le deuxie- 


me noyau; le terme non écrit se déduit du premier en permutant les numéros 
des noyaux. 


Le potentiel À*—(4,, À) créé par une particule classique en mouvement 
uniforme avec la vitesse © vérifie les équations 


Cj 45 =— 4nZeù (r— 01 — ro), 
[5 4=— 4nZevû (r—ot—ro). 


Sès composantes de Fourier 


81° Ze 


À9 (&, &W) — mer 


e71X7e6 (w — ko), 
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et de même pour A(R, w). Sous forme quadridimensionnelle 


Ab (9)=— _ ele Uy à (Ug), 


où Ü est la 4-vitesse de la particule, et où le 4-vecteur x, —(0, r,). Si le noyau 


I est au repos à l'origine des coordonnées (r4!=:0), p.:rf° cest le vecteur 
paramètre d'impact (dans le plan perpendiculaire à la direction du noyau 2). 
A présent l'amplitude 


M ji = 42;2Zseti (p-) Qu (—p+). 
Q= UM (HI ui UE (TI) Ut, 
Q=US (+ Im un EU ( LIn) Ü®, 
/, [étant les intégrales quadrivectoriclles : 
1 (r PAU (D PI 
—p} (p°+m°)(p: + p} | 
l'=— (,e p hide ES Qu à 6 FE (p- 
: (p- — p (p° + m°) (p+ + pf 

et /4, ln s'obtiennent en remplaçant sous le signe d'intégration p par mn. 


La probabilité de la formation d’une paire dans une collision de paramètre 
d' AA donné est 


— p)] dip, 


IMG E dip+ dp_ 
"2e ,2e- (27)? (21)° ? 


et après sommation sur les polarisations de la paire 


DE tr {(5 +m)Q(D+ —m) Q} Ep dp. 


LEE (2m)te 8 _ 


Quant à la section, elle s'obtient en intégrant dw sur d°p!. 


$S 99. Rayonnement d'un photon par un électron dans le champ 
d'une onde eélectromagnetique intense 


L'application de la theorie des perturbations aux processus d'in- 
teraction d’un électron avec un champ de rayonnement suppose (outre 
que la constante d'interaction « est petite) que l'intensité de ce champ 
est suffisamment faible. Si a est l’amplitude du 4-potentiel clas- 
sique du champ de l'onde électromagnétique, la quantité caracté- 
ristique en ce sens est le rapport invariant sans dimensions 

e V —a* 


m 


nt 
1 


(99,1) 


Nous allons considerer dans ce paragraphe les processus de 
rayonnement qui apparaissent lorsqu'un électron interagit avec Île 
champ d'une onde électromagnétique intense pour laquelle È peut 


! Pour la suite des calculs, ci. L. Landau, E. Lifchitz, Phys. Zs. 
Sowjet, 6, 244 (1934). 
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avoir une valeur quelconque. La méthode mise en œuvre est fondée 
sur la considération exacte de cette interaction; en ce qui concerne 
l'interaction de l’électron avec les photons nouvellement émis, on 
peut, comme auparavant, la traiter comme une petite perturbation !. 

Considérons une onde plane monochromatique, circulairement 
polarisée pour fixer les idées. Nous écrirons son 4-potentiel sous 
la forme 


A-—a,cosp+a.sinp, ®  kx, (99,2) 


ky - (w, k) étant le vecteur d'onde (k° 0), et les 4-amplitudes a, 
et a. étant de même grandeur et orthogonales : 


a? - ai =a*, aa, — 0. 


Nous supposerons le potentiel jaugé par la condition de Lorentz, 
de sorte que a,k-:a.k - 0. 

La fonction d'onde exacte pour l'électron dans le champ d’une 
onde électromagnétique plane quelconque a été déduite au $ 40 et 
est donnée par les formules (40,7-8). Toutefois, nous changerons 
sa normalisation : nous exigerons que 1, corresponde à une densité 
spatiale moyenne unité du nombre de particules, de même que nous 
normalisons les fonctions d'ondes de particules libres «à une par- 
ticule dans le volume unité». Etant donné que pour la fonction 


(40,7) la densité moyenne est égale à j,—q,/p,, pour avoir la nor- 
malisation requise il faut la multiplier par | pq © "est-à-dire qu'il 


faut remplacer. dans (40,7) le facteur 1/}°2p, par 1:} 24. Pour une 
onde de 4-potentiel de on a: e 


ss (&p) us, (GsP) |: 
X EXP | CAT TT Rp) Sin p-- 1e —— TT COS P Igx | (99,3) 

où | - 
re pee (99,4) 


En vertu de (40,14), le 4-vecteur g est la 4-impulsion cinétique 

moyenne de l'électron; nous l'appellerons sa quasi-impulsion. 
L'élément de matrice S pour la transition de l’électron de l’état 

w, dans l'état ÿ,. avec rayonnement d'un photon de 4-impulsion 


1 L'étude systématique de divers processus quantiques dans le champ d'une 
onde électromagnétique plane intense est faite dans les travaux : A. Nikichow,. 
V. Ritous. JPET 46, 776, 1768 (1964): 47, 1130 (1964): 52, 1707 (1967). 
N. Narojny, A. Nikichowv, V. Ritous. JPET 47, 930 (194). Dans ces 
travaux (que nous suivons dans notre exposé), on considère notamment le ravon- 
nement d'un photon et la formation d'une paire dans le champ de l'onde 
plane avec différentes polarisations. 
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kr’ —=(w’, k’) et de 4-vecteur polarisation e”: 


LS ik°x 
Sn=— ie | (re't,) - = d'x. (99,5) 


V 2 
L'expression sous le signe d'intégration dans (99,5) est une 
combinaison linéaire des quantités : 
erizx, sin q+iaz cos F, 


COS pe” ia, sin g+ia, cos #, 
sin pe fa sin (P + is COS ®, 


où 
… an _aip 
Fi kp  kp' ) ’ 
mp (asp op 
a,=e(— le (99.6) 


Avec le facteur exp [i(k’+p’—p)x], ces quantités expriment toute 
la dépendance de l’expression sous le signe d'intégration par 
rapport à x. 

Développons-les en séries de Fourier, en désignant les coefficients 
du développement respectivement par B,, B,,, B., ; par exemple: 


. CSC z 
ete, sin q+ia, cos q — 97! } My + as Sin (G-Fe) __ > B.e-ise, 
S=-> 


Ces coefficients s'expriment au moyen des fonctions de Bessel 
d’après les formules : 


B; — J, (2) ei, 


B;. = [es (2) CRISE le (z)efts- Dee], (99,7) 
B,. — _. [dos (z)e' Es mn (z}ets- Ds], 
où 
2 |’ &? + a: COS Py = =! $ sin =. 


Les fonctions B,, B,,, B. sont liées entre elles par la relation 
a Bis + a Bas =: SB,, (99,8) 
qui est une conséquence de la relation bien connue entre fonctions 
de Bessel : J,_,(2)+ J.+, (2) =: 25J,(2);z. 
Au total, l'élément de matrice (99,5) prend la forme 


NN ar St 21h 
S;; mn 2 M; (2n)ti6 8 (sk+ q—g'—k'), “bi 
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où 
ann ( Se a°(ke’) L_) 
Mjÿ = —e| au (p°) ; e Ep) 5) Ps + 
a ke! a) (Res Fe) \ 
(is 2 (kp') Li 2 (kp) Biste 2 (kp°) is 2 (kp) Bas u(p). 


(99,10) 


De sorte que l'élément de matrice S,; représente une somme 
infinie de termes à chacun desquels correspond la loi de conservation 


sk<q—qg +k. (99,11) 
Comme 
g’=g"-=m{(l+E)=mi (99, 12) 


[cf. (40,15)[, et que k° --k’* —0, l'égalité (99,11) n'est possible que 
pour s>1. Le siîme ferme de la somme décrit le rayonnement du 
photon k’ aux dépens de l’absorption dans l'onde de s photons de 
4-impulsions k. Il ressort de la forme de l'égalité (99,11) que 
toutes les relations cinématiques qui ont lieu pour l'effet Compton 
se rapporteront aux processus envisagés si l'on remplace les 
impulsions de l'électron par les quasi-impulsions q, et l'impulsion 
du photon incident, par le 4-vecteur sk. Notaniment, on a pour la 
fréquence du photon rayonné dans le référentiel où l'électron est 
en moyenne au repos (g -0, g, =m,) 


Su) 


@Ù = ——— \, (99,13) 
L + me (1 — cos 4) 


6 étant l'angle entre k et k’ [cf. (87,8)]. On peut dire que les 
fréquences w’ sont des harmoniques de w. 

Avec les notations que nous avons adoptées ($ 65), l'amplitude 

du processus de rayonnement du siîme harmonique coïncide avec 

#, et l'expression 

in 

dW . _ | Mi’ È d'k'dq 


a 504) où 
ENTREE TR (2n) tt (sk+q—q"—k") (99,14) 


donne la probabilité différentielle correspondante (rapportée au 
volume unité et à l'unité de temps) !. 

La structure des amplitudes (99,10) est analogue à la structure 
des amplitudes de diffusion avec des ondes planes. Ceci étant, les 
opérations de sommation sur les polarisations des particules se font 
elles aussi comme d'ordinaire. Après sommation sur les polarisations 


! Notons que la normalisation des fonctions 1, à la densité unité correspond 
à la normalisation à la fonction à «d'après l'échelle g» Icomp. (40,17), où le 
facteur g,/P, au second membre de l'égalité est à présent absent]. C'est préci- 
sément pour cela que le nombre d'états finaux de l'électron doit ètre mesuré 
par l'élément dÿg'. 
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de l’électron et du photon finaux et médiation sur les polarisations 
de l’électron initial, il vient 


fs DE D LG (sk + q—q—k')x 
T gugou 
(Rk°) 


" À —2/3()+ +É (+505 


Pour intégrer l’expression (99,15), nous remarquerons que, par 
suite de la symétrie axiale du champ de l'onde circulairement po- 
larisée, la probabilité différentielle ne dépend pas de l'angle géné- 
ral d’azimut @ autour de la direction À. Avec la présence de la 
fonction Ô, cette circonstance permet d'intégrer sur toutes les 
variables sauf une: nous prendrons pour cette dernière la quantité 
invariante u—(kk').(kp'). Alors, il vient après intégration sur 


Œ'kdpd (q0+ 0") 
dE (skR+g—g —k") 


) (Eu + JE —2J2)) . (99,15) 


d‘g'd'k' 27 du 
qow” (l+u) 


En effet, dans le référentiel du centre d'inertie (système où SR + 
+g—4q+k"—0) ladite intégration donne 2x|g | d cos 8; E,, où 
E, -su“+q,—uw"+q,, et où 6 est l'angle entre k et g’ [comp. 
ns lomation (65,12)]. Par ailleurs, en ce même référentiel, 
| D | E , du 
U == ———“— — |, dcos 0 =" , 
ÿo—|gq’|cosü |g'itl ay 
A l'intervalle —1 Scos0 < 1 correspond l'intervalle 


T£ 25 (kp) 
0OSu<u, 2 LS — | = TE 


(on aura en vue lors des transformations que kp = kg). 
Ainsi donc, on a pour la probabilité totale du rayonnement de 
l'unité de volume dans l'unité de temps! 


W — 5 W. _ Êm° + { du LR 
. 490 Z | u) 
KA—A)HE (2 + TE) UE + dis —279 À, (99,16) 
où * r 
(kk”) _ 9e (KP) : __& u / 
U= Tps Us = 2S L z = 2sm = | ER). (99,17) 


1 Cette formule a aussi ète deduite par /. Goldman (1964). 

? Pour calculer z, on notera d'abord que 2° =-(a,Q)? +(a:Q)° — a°Q*, où Q— 
= g/(kq)—q'/(kg'). On peut s'en convaincre facilement en prenant un réfèren- 
tiel où (a) =(ashn —0, les vecteurs @a,, a; R étant dirigées suivant les axes 
xt, x°, x3, et notant que, eu égard à RQ —0, on aura Q, = Qu. 
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Pour ëE<£ 1 (condition d'application de la théorie des perturba- 
ions) les expressions sous les signes d'intégration dans (99,16) 
peuvent être développées suivant les puissances de £. Ainsi, on 
obtient pour le premier terme du développement dans W, 


Em ye ( LOU gt y M ; 
W, — e||2+ 4 ii m)| du = 


l-u 


em sv. 4 8": | , 8 I 


4 


avec 4, = 2(kp};m°. Comme il se doit, ce résultat coïncide avec 
la formule de Klein-Nichina pour la diffusion d’un photon par un 
électron : posant dans (99,18) —a* -4n;w, E* - 4ne*:m°ow et divi- 
sant par la densité du flux incident (65,14), nous revenons à (87,16) 
(la section de diffusion intégrale ne dépend pas de la polarisation 
initiale du photon). 

Nous donnerons de mème l’expression de la probabilite d’emis- 
sion du second harmonique (premier terme du développement 
de W. pour £<< 1): 


Us 
» 221 . 14 \ ?® Le \ 
W ; e°-m s | du u I ti \ [2 l : 4 u 1 { | | 


Po (lu) ue \ Us T4 Us \ + 
RE Un 
Pa 12 Ju nu? uw  2(1-+2u) 
l 3 3 l 
—(———,————) 1in(l +204 | 1 99,19 
(ax Qui ui x) CERF) ) 


De façon générale, le terme principal dans W', (pour des s non 
trop grands) est en raison de E**. 

Arrétons-nous maintenant au cas opposé : £ > 1. On peut rendre 
le paramètre £ grand par exemple en réduisant la fréquence w, le 
champ étant fixé (il est évident que E =eFimuw, F étant l’ampli- 
tude du champ). Aussi est-il clair que le cas ES 1 se ramène en 
fait aux processus dans un champ uniforme constant, pour lequel 
E et Æ sont orthogonaux et de même grandeur (convenons d'appe- 
ler un tel champ croisé). La probabilité du rayonnement dans ce 
champ peut s'obtenir en passant à la limite £ —- oo, mais il est 
plus simple de faire directement le calcul pour un champ constant, 
en prenant lc 4-potentiel sous la forme 


Ar =arp, @=—Àkx, (ak) =0 (99,20) 
(de sorte que F,,—=k,a, —k,a, = const). La fonction d'onde exacte 


1 Ladite valeur de a? correspond à la normalisation du 4-potentiel «à un 
photon dans le volume unité». Pour la déterminer. il faut égaler w à l'énergie 
du champ classique de 4-potentiel {réel) (99,2). 
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de l'électron dans ce champ s'obtient en substituant (99,20) dans 
(40,7-8) : 


ka u (p) 
Vo [tes | Ya * 
X exp {ie D p° + ie? = _ p° — ipx| : (99,21) 


_ Le résultat qui s'obtient à l’aide de cette fonction est exact 
pour le rayonnement d’un électron dans un champ croisé quelle 
que soit l'énergie de l'électron. [1 est remarquable, toutefois, que 
dans le cas ultrarelativiste ce résultat (mis sous une forme conve- 
nable, cf. infra) intéresse le rayonnement de l’électron non seule- 
ment dans un champ croisé, mais aussi bien dans n’importe quel 
champ électromagnétique uniforme constant, en particulier dans un 
champ magnétique constant (envisagé au $ 59). 

Pour formuler cette assertion, notons que l’état d’une particule 
dans un champ uniforme constant arbitraire est déterminé par au- 
tant de nombres quantiques que l'état d'une particule libre, et 
ces nombres quantiques peuvent toujours être choisis de façon à se 
réduire aux nombres quantiques de la particule libre quand le 
champ s'évanouit, c'est-à-dire à sa 4-impulsion p“(p°=—m*). De 
sorte que l’état de la particule dans un champ constant sera dé- 
crit par un 4-vecteur constant p. 

Etant une quantité invariante, l'intensité totale du rayonne- 
ment ne dépend que des invariants qu’on peut former avec le 
4-tenseur constant F,, et le 4-vecteur constant p“'. Notant de 
même que F,, doit “figurer dans l'intensité seulement avec la 
charge e, on obtient trois invariants sans dimensions : 


x = — (PP = — £a (Rp), 
2 F | © ” 
Fe, gen PF, (99,22) 


Dans un champ croisé f-gæ0, alors que dans le cas général 
tous les trois invariants sont différents de zéro. Mais si l’électron 
est ultrarelativiste (5m), et que le vecteur p forme avec Îles 
champs Æ, H des angles 8 m/p,, alors 4° > f, g (en d’autres 
termes, pour une particule ultrarelativiste, pour presque toutes 
les directions de p n'importe quel champ constant se présente 
comme un champ croisé). Si de plus |E|, |H|<£m°/e( = m'cï;eh), 
on a ||, |g|<£1*. Dans ces conditions, l'intensité calculée pour 


1 Des raisonnements analogues peuvent être aussi faits pour l'intensité 
différentielle. 

2 Notons qu'alors on peut considérer, avec la même précision, que p est 
dans (F,,nY la 4-impulsion cinétique ordinaire de la particule. 
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le champ croisé et exprimée au moyen de l'invariant 4 intéressera 
aussi le rayonnement dans tout champ constant. 
L'invariant x a pour expression en fonction de E, H: 


x = © {(pXH + PE) —(pE)}. 
Pour un champ magnétique constant % coïncide avec la quantité 


(59,3) introduite au $ 59, de sorte que les considérations ici expo- 
sées permettent de retrouver autrement les resultats du $ 591. 


1 Pour les calculs faits par cette méthode cf. À. Nikichowv, Il. Ri- 
tous, JPET 46, 1769 (1964). 


APPENDICE : 


$ a. Opérateur de rotations finies 


Les opérateurs j*, carré du moment, ct j,, projection du mo- 
ment sur l’axe de coordonnée, commutent non seulement entre eux, 
mais aussi avec l'opérateur ;j,--j#z projection du moment sur une 
direction donnée #7 (axe des &) dans l’espace. Cette circonstance se 
vérifie facilement par un calcul direct, mais elle est évidente 
a priori. L'opérateur moment est lié à l'opérateur de rotation in- 
finitésimale, et le produit scalaire des deux vecteurs ÿ# est inva- 
riant par rapport aux rotations du système de coordonnées. 

Ainsi donc, des états sont possibles avec des valeurs détermi- 
nées des nombres j, j,—m et j, —m”, et la question se pose de la 
déduction des fonctions d’ondes correspondantes — des fonctions pro- 
pres communes des opérateurs j*, j., j. Rappelons que nous avons 
rencontré de tels états notamment lors de la quantification de la 
rotation d’un système à symétrie axiale considéré comme un corps 
solide (toupie symétrique); la direction # est alors celle de l’axe 
de la toupie (III, $ 103). 

Le problème de la recherche des fonctions 1, est mathéma- 
tiquement en liaison étroite avec la question de la transformation 
des fonctions propres du moment lors de rotations d’angles finis. 

Introduisons deux systèmes de coordonnées (tous deux dextror- 
sums) : l'un fixe, xyz, et l’autre «mobile», Ent, d’axe des & mené 
dans une direction arbitraire (variable) #7. Nous donnerons la rota- 
tion du système En£ par rapport à xyz par les trois angles d'Euler 
a, B, y définis comme suit: 1) rotation de l'angle 4(0<a< 2x) 
autour de l’axe des z, 2) rotation de l’angle B(0<B< 1x) autour 
de la nouvelle position (y’) de l’axe des y, 3) rotation de l'angle y 
(0<7y<27) autour de la position finalement obtenue (£) de l'axe 
des z *. Il est évident que les angles «fi coïncident avec les an- 


1 Les deux paragraphes de cet Appendice constituent le prolongement du 
chapitre XIV de la « Mécanique quantique », ces paragraphes devant faire suite 
au Ÿ 109. 

* Une telle définition des angles d'Euler diffère de celle utilisée dans I 
($ 35) et 111 ($ 58) par le fait que la seconde rotation est faite autour de l'axe 
des y’, et non des x’. Les angles &, B, y sont liés aux angles ç, 0, donnés 
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gles sphériques et U du nouvel axe à par rapport aux axes .xyz : 


a =. B — 6. 


Supposons que les fonctions w,, (#1=—j, ..., j) décrivent en 
coordonnées xyz un état avec une valeur déterminée de j, et les 
fonctions WŸ;. le même état par rapport à EN ; dans le premier 
cas m est la valeur de j,, et dans le second, m'--j.. Les unes et 
les autres fonctions sont liées entre elles par des relations linéaires, 
que nous écrirons sous la forme 


- Ÿ ;m a 2 Di!» (x, B. Y) Vin (a, 1) 


Les coefficients D‘, constituent (relativement aux indices m’m) 
une matrice de rang (2j+-1), la mafrice des rotations finies D‘. 
Ses éléments sont fonctions des angles «, B, y. 

Si l’on se représente les axes En «solidaires» du système phy- 
sique, les quantités 1; auront des valeurs déterminées indepen- 
dantes de l'orientation du système (notons-les #5). Quant aux 
formules (a,l), elles donneront la dépendance angulaire des fonc- 
tions Ÿ,. Supposons à présent que l'état jm ait aussi une valeur 
déterminée m”° de la projection du moment sur l'axe des £. Cela 
signifie que, de toutes les quantités Vies une seule est différente 
de zéro: celle avec la valeur donnée "m’. Alors la somme (a,l) se 
réduit à un seul terme : 


Ÿimm . Din (æ, p, Y). (a, 2) 


On voit que les éléments de matrice D{}}, déterminent la dépen- 
dance angulaire des um. Ainsi s'établit le lien, mentionné plus 
haut, entre la matrice des rotations finies et les fonctions d'ondes 
Y'imme. 

La construction de la matrice D‘! peut être réalisée à l'aide 
de la représentation spinorielle des fonctions 1,,. Rappelons dans 
ce but les formules de transformation des spineurs (cf. III, $ 58), 
en les écrivant avec la définition ici adoptée des angles d'Euler. 
Les composantes d’un spineur contravariant (f', Ÿ*) dans le syste- 
me xyz sont liées aux composantes (11, #2) dans le système Ent 
tourné par rapport à xyz des angles aBy, par les formules de trans- 


dans J et 111 (ne pas confondre avec les angles sphériques q, 0!) par : 


T 
rat, 0-8 $=v—-.. 


Dans cette définition de @&, fi, y nous suivons Edmonds (A. R. Edmon ds 
Angular momentum in quantum mechanics, Princeton, 1957). 
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formation 
{ î 
, ——(2+Y) ; (ty) 
dt =vi'e : COS Ê pre E sin £, 
i î 
: —(2-7) É ° — (2+9) 
g—v'e? sin À + pre: cos À. (a, 3) 


Quant aux composantes d’un spineur covariant (W,, .), elles se 
transforment par la loi conjuguée complexe. 

Pour j=:!'/. les deux fonctions 1 (m—+';,) constituent 
précisément un spineur covariant de rang 1 (cf. 111, $ 58). Ceci 
permet d'écrire d'emblée la matrice de transformation (a,l): 


Dh — ein vd: (Bhei"z, 


où la matrice 


dm'm = LE cos F sin L . (a, 4) 


Lorsque j est arbitraire, les fonctions %,, (m1: j, j—1, ..., —;) 
peuvent être mises en correspondance avec les composantes d'un 
Spineur symétrique de rang 2j d'après la formule III (58,1): 


| 
Ÿ jm VÜrm) Um) Fat. on .…. 
1+m jm 

La matrice de transformation des composantes du spineur de rang 
2j est le produit de 2j matrices D, dont chacune agit sur l’un 
des indices spinoriels. Effectuant la multiplication et revenant à 
nouveau aux fonctions #,,, nous obtenons la transformation de cel- 
les-ci sous la forme 


D}, (a, B, Y) 22 eimvdl}, (B) eima (a, à) 


avec des fonctions déterminées d!/,,(B)'. (Nous n’écrirons pas ici 
le résultat obtenu par cette voie, car une expression plus commode 
des d/}, peut être écrite à partir d’autres considérations, cf. infra.) 


1 Voir le livre plus haut mentionné d'Edmonds (la définition ici adoptée 


des fonctions Dl}n(æ«, B, y) diffère de celle d'Edmonds par la permutation de 
a et y). 
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La matrice D}, est, en tant que matrice de transformation 
de rotation, unitaire. En même temps qu'elle, est aussi unitaire 
la matrice d!/,. En outre, cette dernière est réelle [ainsi qu'il ré- 
sulte de (a, 4) et de la généralisation future pour des j arbitraires]. 
La transformation inverse s’obtenant en changeant le signe de «By, 
la condition d’unitarite donne 


dim (—B) = dim (B)- (a, 6) 
Puis, on a les égalités suivantes : 
détm (B) = dm. -m°(B), (a, 7) 
dm (A) = (1 ne. me dit (7) = (IN Ève 2m 
dim (0) = mm - (a, 8) 


Lorsque j - 1/2, elles résultent de (a, 4), et leur généralisation pour 
les j arbitraires résulte aussitôt du procède décrit plus haut de 
construction de la matrice de transformation. 

Faisons une rotation de x—$ en faisant tourner successivement 
de x et —B: 


dE (x — ) = > d'En-(1) dE (—P) (—1)-7 dr (—P) 


ou, en utilisant (a, 6), 
de (tr —$) A (—1)i "ds. -m° (B). (a. 9) 


Le résultat de deux rotations autour d’un axe est indépendant de 
leur ordre. Aussi aurons-nous le même résultat en faisant les rota- 
tions des angles —$ et x dans l'ordre inverse. Ce faisant et éga- 
lant la réponse à (a, 9), on obtient la relation 


dif (B) =(— 0-7 d ne. _m (PB). (a, 10) 
Il résulte de (a, 10) et (a, 7) que 
dim (B) = (—1)" "din (B). (a, 11) 


En vertu de (a,6-11), on peut écrire différentes propriétés de 
symétrie des éléments de matrice totaux D}, Notons, en particu- 
lier, l'expression de l'élément conjugué complexe : 


Din (@, B, Ÿ) És Din (—, B, —Ÿ) =(—1)}-rDS,,. -m (x, p, Ÿ)- 
(a, 12) 
Au point de vue mathématique, les matrices D‘/' réalisent des 


représentations irréductibles unitaires du groupe des rotations de 
dimension 2j+]1. Il en résulte aussitôt les relations d'orthogona- 
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lité et de normalisation pour ces matrices: 


dw 


: : ] 
\ D ur (æ, p, Ÿ) D‘: a. (œ, B, Va = Êhiis Dam Dim : 5 TT » (a, 13) 


où do -:SinB da df dy, de sorte que (do — 8x°.' 
L'orthogonalité des fonctions sur les indices m et m’ est assu- 


rée-par le facteur e“"**". Pour ce qui est de l'orthogonalité sur 
l'indice j, elle est liée aux fonctions d‘/?,, pour lesquelles on à 


n 
| dia, me (a, 14) 
0 

Nous avons dit au début du paragraphe que nous avons eu af- 
faire au problème des états avec des valeurs déterminées de jmm' 
lors de la quantification de la toupie symétrique. La dépendance 
angulaire des fonctions d'ondes de ces états était déterminée par la for- 
mule 111 (103,10). Utilisant ce résultat et changeant adéquatement 
la notation des variables et la normalisation des fonctions, on obtient 


| G+m')! ‘ — 
) El COS 2 
Mn (B)< UCI à eus 6) 


m'—1m 
d 


x (1—cosB) 2. ess) . [(1 + cos B}/*" (L—cos B)/-" 1]. (a, 15) 


Lors de la déduction de cette formule dans le problème de la tou- 

pie nous avions en vue des j entiers, mais en réalité cette formule 

exprime les propriétés générales des représentations irréductibles du 

groupe des rotations, et elle est vraie pour des ; quelconques. 
Notamment, on a pour j :1: | 


gd =L(i+eosf) du cop, di di, = (1—cosf) 
dy =— di - di, =— di = sin. (a. 16) 


! Une telle relation pour les représentations du groupe continu est une gé- 
néralisation directe des relations d'orthogonalité pour les représentations des 


groupes finis 
: > GE Gin = — dima; 


lcf. 111 (94.9): œ. B sont les numéros des représentations, f, leurs dimensions, 
g l'ordre du groupe]. 

L'intéuration sur dw est ce qu'on appelle l'intégration invariante sur un 
groupe : l'élément d'intégration est pris de sorte que, soumis à tous les clé- 
ments du groupe. il donne à nouveau un élément d'intégration. 
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Lorsque j = { est entier et que m”’_-0, la formule (a; 15) devient 
ATEEIT] 
db, (B)-(—1}" JE 


(+ 1m)! 
On peut suivre facilement l'origine de cette formule à partir de la 
définition initiale (a, 1). Supposons que #,, soit fonction propre du 
moment orbital, c'est-à-dire une fonction sphérique Ÿ,,(B, «) (fonc- 
tion des angles sphériques q = «&, 0 =); quant aux valeurs de Y» 


au second membre de (a,l), nous les rapporterons à l'axe des &. 
Utilisant (7,2a), on déduit de (a, 1) 


P? (cos B). (a, 17) 


21 


Ve ——— 
Y 4m (b, a) 7 i! }” - re D:?, (x, B, v), (a, 18) 


ce qui équivaut à (a, 17). 
Une expression simple pour les fonctions dt}, a êté déduite au 
$ 16 [cf. (16,24). 


$S b. Eléments de matrice pour la toupie 


L'opérateur de transformation lors de la rotation des produits 
de deux fonctions propres du moment (ÿ,,1;..) est le produit des 
matrices D''D%. Par ailleurs, d’après la formule d'addition des 
moments 


. + pin _. 
PIRATES L > Cons Ÿ jm ou CY x 
! 


(les Chi, étant les coefficients de Clebsch-Gordan; m.:m,—m.), 
ces produits sont liés par la matrice unitaire C aux fonctions w,,, 
transformées par la martice D‘ lors de la rotation. Il s'ensuit que 


D'ADY = C+DYC, 
ou sous forme développée | 
D“) (o) D (wo) = S° CC D!;}!,, (w) Cr S (b,1) 


mit, dt MS 
i 


(avec m-m,+m., m'-m,+m,, et w est la notation abrégée de 
l'ensemble des angles &, fi, y). Exprimée d'après les symboles 3j, 
cette formule devient 


Dir, (@) Din, (0) -< (2j + 1x 


i 
S/ J J': J Î l': Î ‘pre 
«(ne m, Le de m. In)0%% -m (0) (b,2) 


[nous nous sommes également servis ici de (a, 12). 
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- Multipliant cette relation de part et d'autre par D}. _,(w) et 
intégrant sur dw à l’aide de la formule (a, 13), on obtient 
VD («) D‘? () D: (w) = 


mnt MMS mans 
Ju Ja  Js Ju Ja Ja 
= (he &: m3) Co où mi) Piel 
(pour plus de symétrie, nous avons fait ici un changement évident 
dé notation des indices) !. 

Cette formule est fondamentale pour le calcul des éléments de 
matrice de grandeurs physiques caractérisant des systèmes du type 
toupie symétrique. 

Soit f:,: un tenseur sphérique d'ordre À caractérisant une toupie 
däns les axes de coordonnées En£ qui lui sont liés (axe des & est 
dirigé suivant l’axè de la toupie); ce tenseur peut être, par exem- 
ple, le tenseur moment électrique ou magnétique multipolaire. Soient 
l,9 les composantes de ce même tenseur par rapport au système 


de coordonnées fixe xyz. Les /,,. sont des constantes, indépendantes 
dé la rotation de la toupie, les f,, sont des fonctions des angles «, 
B. y, qui déterminent l'orientation de la toupie. Le lien entre les 
unès et les autres est donné par la matrice des rotations finies : 


Ê # 2 Dj, (0) for. (b, 4) 


Les fonctions d’ondes de la toupie ne différent des fonctions DS (w) 


què par la normalisation (J est le moment total de la toupie, Q sa 
projection sur l’axe de la toupie, M la projection sur l'axe des z 
fixe) * : 


Gras (o)= 8-2 / HET DE} (w). (b, 5) 


Cälculant d’après ces fonctions l'élément de matrice de (b,4), à 
l’aide de la formule (b,3) on obtient 


(J'OM' {fol OM) = +9 -0-2 (LT) QT ED 27 + D x 
J' k J JR J\— 
x(_2 q° 0) Le M' q “) l'a’ (b, 6) 
(avec g -9"—0Q, q= M'—M). 


1 Pour Îles valeurs entières j, ={,, f:=402, fa =l4 et mime =ms= O0, les 
fonctions Dé}, sc réduisent, en vertu de (a. 18). aux fonctions sphériques. et 
(b. 3) donne l'expression pour l'intégrale du produit de trois fonctions sphéri- 
ques, qui coïncide avec ÎII (107,13-16). 

* Le facteur de phase à été pris de sorte que pour Q —0 la fonction (b,5) 
se réduise à la fonction d'onde du moment entier libre J de projection M 
Icomp. (a, 18)]. 
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La formule (b,6) résout le problème posé. Elle détermine la 
dépendance des éléments de matrice par rapport aux moments J, J’ 
et à leurs projections M, M’. Pour ce qui est de la dépendance 
par rapport aux nombres quantiques Q, Q”, elle reste, bien entendu, 
indéterminée : les valeurs de ces nombres sont liées avec l’état 
«interne» de la toupie, et les quantités f,, dépendent en général 
de ces nombres. La dépendance des éléments de matrice par rap- 
port à M, M” est naturellement la même que pour tout système à 
moment total donné {cf. III (107,6)]. 

Le carré du module de l'élément de matrice (b,6) sommé sur 
toutes les valeurs du nombre final M’ (et sur g - M'—M) pour M 
donné ne dépend pas de la valeur de M et vaut 


ZAC MR IOMIE = QI + Se e 0) LFro l° (b,7) 


[la sommation se fait à l’aide de la règle III (107,11)]. 

La formule (b,6) s'applique (avec une certaine modification du 
sens des notations) aussi à des systèmes à symétrie axiale tels 
que la molécule diatomique ou le noyau asphérique (axial). A la 
différence de la toupie, leur rotation est décrite en tout par les deux 
angles (&œ ==, fB = 6) qui déterminent la direction de l'axe du sys- 
tème. La fonction d'onde rotatoire diffère de (b,5) par l'absence 
du facteur eï£Y/} 27. Mais cette différence est sans influence sur 
les éléments de matrice: étant donné que la dépendance des fonc- 
tions Da, B, y) par rapport à y se ramène à e”Y, la formule 
(b, 3) peut être recopiée sous la forme 

Ôn’0 | pti 


mm, 


(x, B, 0) D‘ (æ,p, 0) DU (a, B, 0) TRE 


MM z mams 

= (4 Je Heu E J': ls) 

mn om m,)\m nm m, 

(où m° -m;,m:+m.,), et le résultat du calcul de l'intégrale ne 
change pas. Alors, la règle de sélection d’après la projection du 
moment sur l’axe est observée sous la forme primitive (Q°—0Q -: q"), 
apparaissant par suite de l’orthogonalité des fonctions d'ondes élec- 
troniques. Dans (b.,6) les fx, désignent à présent les éléments de 
matrice de la quantité f vis-à-vis des états électroniques à noyaux 
fixes (dans le système de coordonnées En£ lié à l’axe de la molécule). 
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